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UN   MÉMOIRE   D'ABEL. 

Le  mémoire  cI'Abel  que  nous  publions  ci-après  était  destiné  au  Jour- 
nal de  Grelle.  Comme  le  montrent  des  annotations  de  la  main  de 
Grelle,  le  mémoire  était  arrivé  à  sa  destination,  mais  Grelle,  on  ne  sait 
pour  quelle  raison,  n'en  a  publié  que  le  §  i.  Le  manuscrit  provient 
de  la  collection  Manzoni-Bokghesi  qui  a  été  vendue  à  Rome  en  1894. 
Dans  le  catalogue  de  vente  (Gatalogo  degli  autograft  Manzoni-Borghesi 
appartenuti  al  fu  Gonte  Giacomo  Manzoni,  Anno  4,  catalogo  N:o  46, 
Koma  1894)  on  retrouve  ce  manuscrit  sous  le  n:o  2  et  avec  Vindication 
qu'il  provient  de  la  collection  de  Libri.  Dans  la  collection  des  manuscrits 
du  Journal  de  Grelle  que  possède  la  bibliothèque  de  l'académie  des 
sciences  de  Berlin,  et  où,  comme  on  sait,  les  manuscrits  originaux  d'ÂBEL 
sont  remplacés  par  des  transcriptions  faites  à  Berlin,  la  copie  du  présent 
mémoire  est  en  défaut,  même  pour  la  partie  du  mémoire  qui  a  été  publiée. 

En  publiant  le  g  i  Grelle  lui  a  donné  le  titre  Théorèmes  sur  les  fonc- 
tions elliptiques  (Grelle  Journal,  B.  4,  p.  194.  Sylow  et  Lie  t.  i,p.  508). 
Le  commencement  du  ij  2  se  retrouve  changé  et  raccourci  en  partie  dans 
le  troisième  paragraphe  des  Fragments  sur  les  fonctions  elliptiques  que  Sylow 
et  Lie  (t.  2,  p.  251)  ont  publics  pour  la  première  fois.  La  formule  (40)  est 
identique  à  la  dernière  formule  donnée  dans  ce  fragment.  La  continuation 
et  la  fin  du  §  2  n'ont  pas  été  retrouvées  autre  part  sous  cette  forme: 
le  résultat  pourtant  nest  pas  resté  inconnu. 

Le  commencement  du  §  3  se  retrouve  presque  sans  changement  dans 
la  Démonstration  de  quelques  formules  elliptiques  r  (Holmboe,  t.  2,  p.  210, 
Sylow  et  Lie,  t.  2,  p.  194).  La  suite  se  trouve,  sous  une  forme  un  peu 
modifiée,  dans  le  Précis  d-une  théorie  des  fonctions  elliptiques  (Grelle, 
Holmboe,  Sylow  et  Lie.     Ghez  Sylow  et  Lie,  t.    i,  p.  533  et  suivantes). 

Acta  mathematiea.    26.    Imprimé  le  22  août  19(V2.  1 
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Le  §  4  se  retrouve  dans  les  Fraf/ments  sur  les  fonctions  elliptiques  2 
ainsi  que  dans  Précis  .  .  .     (Sylow  et  Lie,  t.   i,  p.   523^ 

Le  commencement  du  §  5  contient  à  peu  près  la  même  chose  que 
Fragments .  .  .  i .  La  circonstance  que  le  théorème  1 5  se  trouve  dans  cette 
combinaison  paraît  confirmer  la  supposition  faite  par  Sylow  dans  la  note 
au  Précis  .  .  .,  p.  526  et  527,  qu'AsEL  à  la  page  527  pensait  à  F  équation 
modulaire.  Le  théorème  n'a  pas  été  retrouvé  parmi  les  publications  d'ABEL. 
Pourtant  il  n'est  guère  resté  inconnu  de  ceux  qui  se  sont  occupés  de  cette 
matière. 

Le  théorème  final  16  n*a  pas  non  plus  été  retrouvé  autre  part  chez 
Abel:   il  se  rapporte  comme  on  voit  à  la  multiplication  complexe. 

Si  la  publication  de  ce  manuscrit  n'apporte  pas  à  la  science  actuelle 
des  résultats  nouveaux,  elle  semble  pourtant  d'une  très  grande  valeur  pour 
l'étude  de  Tenchaînement  et  du  développement  des  idées  d'AsEL.  On  ne 
peut  s'empêcher  de  penser  que,  si  Grelle  avait  publié  le  mémoire  en 
entier,  les  Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques  auraient  constitué,  dès  le 
début,  une  doctrine  plus  complète  et  plus  achevée,  de  nature  à  faire 
ressortir  Abel  aux  yeux  de  ses  contemporains  comme  le  vrai  et  principal 
créateur  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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RECHERCHES   SUR   LES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES 

(par  M.   N.   H.   ABEL). 
SECOND   MÉMOIRE. 


Dans  les  »recherches  sur  les  fonctions  elliptiques»  insérées  dans  le  tome 
second  de  ce  journal  j*ai  fait  voir  comment  on  pourra  toujours  résoudre 
réquation  du  degré  (2W  +  0'  ^*^^  dépend  la  division  en  2n  +  i  parties 
égales  d'une  fonction  elliptique;  mais  je  me  suis  contenté  à  démontrer 
seulement  la  possibilité  d'une  telle  résolution,  sans  entrer  dans  des  détails 
sur  Texpression  des  racines.  Une  note  de  M.  Jacobi  insérée  dans  le  t.  III, 
p.  86,  m'a  fait  revenir  sur  cet  objet;  et  étant  parvenu  à  cette  occasion  à 
plusieurs  propriétés  nouvelles  des  fonctions  elliptiques  je  vais  continuer  ici 
mes  premières  recherches. 

§  i- 

En  faisant  ^0  =  x  on  aura  selon  ce  qu'on  a  vu  dans  le  §  III  du 
mémoire  cité 

(i)  j2?(2n+  i)û  =  B 

où  B  une  fonction  rationnelle  de  ic,  le  numérateur  étant  du  degré  (2n+  i)' 
et  le  dénominateur  du  degré  (2W  +  i)* —  i.  L'équation  (i)  est  donc  du 
degré   (2n  +  i)^   et  les  racines  pourront  être  représentées  par  la  formule 


(2) 


X 


=  K^  + 


2m€o  +  2fiG}i\ 
2n  +~l      / 


en  donnant  à  m  et  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2n  incl. 
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Soient  pour  abréger 

2œ  2mi  Q 

Texpression  des  racines  sera: 

(4)  x^  (p[d  '\-  ma  +  fiß). 
Cela  pose  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  I.  Soit  ^0  une  fonction  entière  quelconque  des  quantités 
^(0  +  ^wa  +  fJ^ß)  qui  reste  la  même  en  changeant  deiid-\'aeta-\-ß. 
Soit  u  l'exposant  le  plus  grand  de  la  quantité  f^Û  dans  la  fonction  ^0] 
on  aura  toujours: 

(5)  ipâ  =  p  +  qj{2n+  i)d,F{2n+  i)d 

où   p    et   q    sont    deux    fonctions   entières  de  ^(2n  +  O^S  1^  première  du 
degré  u  et  la  seconde  du  degré  v  —  2. 

Démonstration.     En  vertu  de  la  formule  (10),  pag.    105,  on  a 

d'où    il    suit    qu'on    pourra   exprimer   (pÔ  rationnellement  en  (pÔ  et  fd.FO. 
Or  le  carré  de  fd  ,Vd  est  rationnel  en  ipO^  savoir 

{fO.Fef  =  (i  —cYd){}  +  eYo\ 

donc    on    pourra    faire    en    sorte    que    l'expression   de  ipd  ne  contienne  la 
quantité  fO.Fd  qu'à  la  première  puissance.     On  pourra  donc  faire: 

(7)  ipe  =  ,i>,{<pe)  +  <p,{fe).fe.F0 

où  <p^{yd)  et  ^t{yd)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  yd. 

Si  l'on  met  ca  —  6  à  la  place  de  6  on  aura  en  remarquant  que 
^(û,  —  e)  =  <Fd\  f{a>  —  0)= f0;  F{a>  —0)  =  F0: 

(8)  ,l>{ü>  -  <?)  =  <p,[ifd)  -  <p,{f0}.f0.F0. 
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Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques. 
Des  équations  (7)  et  (8)  on  déduit: 


(9) 
(10) 


'PA'F9)=\.{<l>e+<},{œ-e)); 


Considérons  d'abord  la  fonction  (p^{^d).     En  y  raottant  é>  +  a  au  lieu  de 
0  il  viendra: 

'1>Å9{0  +  «)}  ==\[^{e  +  a)^<f>{a>-oi-  (?)}; 

or   on  a   ^»(^  +  «)  =  4^6  et  par   conséquent  aussi  en  mettant  w  —  a  —  0 
au  lieu  de  0 

^{w  —  0)  =  ip{(o  —  (1  —  0) 


donc: 


c'est-à-dire 


<PA9iß  +  a))^U^e  +  <i,{io-d)) 


On  aura  de  la  même  manière: 

<l>A9iß  +  ß)}  =^  UV»)- 

La    première    de    ces    équations   donne   en  mettant  successivement  ^  +  a, 
^  +  2a ,  .  .  .  au  lieu  de  0: 


(lO 


<P,{<p{d  +  ma))  =  iP,{<pd) 


OÙ   w*   est   un   nombre  entier   quelconque.     De   même   la  seconde  équation 
donne: 

d'où   l'on  tire   en   mettant  tf  +  ^a  au  lieu  de  0  et  ayant  égard  à  l'équa- 
tion (il): 

(12)  <pA9{ß  + '^^^  +  ßß))  -  4>Å<foy 

La    fonction    <pA(f0)   reste   donc    la  même  en  substituant  au  lieu  de 
<p0  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  (i).     La  formule  (12)  donne 
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en  attribuant  à  m  et  fi  toutes  les  valeurs  entières  dépuis  zéro  jusqu  a  2n 
et  puis  ajoutant: 

(13)  <P,We}  =  ^-^-y, .  |„  1^  ^.{<?  +  m«  +  fiß)}. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  (i),  donc  on  pourra  Texprimer  rationnelle- 
ment en  les  coejBPicients  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en  j?(2n  +  i)d. 
Soit  donc 

La  quantité  p  sera  une   fonction  rationnelle  de   ^(2n  +  0^-     ^^  J^  ^^^ 

que  p  doit  toujours  être  entière.     En  effet  soit  f?(2w  +  i)d=^y  et  p  =  - 

où  p'  et  g'  sont  des  fonctions  entières  de  y  sans  diviseur  commun.  Soit 
y  =  f?(2n  +  i)d  une  racine  de  Téquation  j'  =  o;  la  quantité 

sera    infinie    en    faisant   Ö  =  <î,  donc  on  doit  avoir  ^â  +  ^{(o  —  d)  =  -  • 

Maintenant  il  est  évident  par  la  forme  do  la  fonction  <pd  que  cette 
équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins  qu'une  quantité  de  la  forme 
ç{d  +  ma  +  fiß)    ou    ^{(o  —  d  +  ma  +  /iß)    ait   une    valeur  infinie.     Soit 

donc  p{d  -}-  ma  +  fiß)  =  - ,  on  aura  en  vertu  de  l'équation  (30)  pag.  113: 

d  =  (m'  +  1) a>  -f  (n'  +  ^)fî>i  —  ma  -  fiß 

où  m'  et  n'  sont  dos  nombres  entiers;  or  cette  valeur  de  d  donne: 

^{in  +  i)â 

=  9{[{^^  +  0''^'  +  n—  2m]û)  +  [{21%  +  i)n'  +  n—  2/i]œi  +  -  +  -il 
l  2       2    j 

c'est-à-dire  ((26)  pag.  m):  jp(2n -f  i)d=-.  Or  cela  est  impossible  car 
une  racine  quelconque  de  l'équation  q'=o  doit  être  finie.  On  trouvera 
de  même  que  f>{a}  —  d'\'ma  +  fiß)  donnera  f{2n  +  i)i  =  -  .  La  quantité 
p  est  donc  une  fonction  entière  de  ^(2w  +  i)ö. 
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Considérons  maintenant  Téquation  (lo).    En  divisant  les  deux  membres 
par  f{2n  +  \)$,F{2n  +  i)^  on  aura: 


f(2n  +  \)e.F(2n  +  1)0  ""  2  *  f{2n  +  1)6,  F(2n  +  1)6  ' 

Comme  on  a  vu  (45)  pag.    1 1 7  on  aura 

f{2n  +  i)â  =  fû.u,         F{2n  +  i)d  =  Fâ,v 

où  M  et  t;  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ç>û;  donc  le  second  membre 
de  réquation  précédente  sera  une  fonction  rationnelle  de  f:6.  En  la  dé- 
signant par  xW^}  ^^  aïira: 

X\y^f        2'f(2n+  i)6.F(2n+  1)6' 
En  mettant  ^  +  a  au  lieu  de  <?,  il  viendra 

^(0  +  a)  =  <pd,  <l>{œ  —  {â  +  a))  =  <p{ù)  —  0) 

f{2n  +  \){â  +  a)  =  f{{2n  +   \)â  +  2Wû>  +  2/iSi)  =  /"(an  +  i)<?, 
F{2n  +  i){d  +  a)  =  F((2n  +  i)^  +  2mw  +  2fiai)  =  F(2n  +  i)tf; 

donc  on  aura  x{fi^  +  °^)}  ~  >f  {f^}-  ^®  ^^  même  manière  on  trouvera 
Xxf^i^  +  ^)}  =  ;f{^^}.  On  en  déduit  de  même  que  plus  haut  pour  la 
fonction  ^,{^^}  que  x{?^}  P<>^r^^  ^^^e  exprimée  par  une  fonction  entière 
de  ^(2W  +  i)â.     Soit  donc: 

on  aura 

ip,{ç:d}jâ.Fâ  =  q.f[2n  +  i)â.F{2n  +  \)d. 

Par  conséquent  enfin 

(14)  ^^  =  j?  4.  ?./'(2«  +  i)â.F{2n  +  1)0 

où  p  et  y  sont  des  fonctions  entières  de  fr(2n  +  i)^.  Pour  trouver  les 
degrés  de  ces  fonctions,  soit  {(fO)\x^  1^  terme  dans  ^0  où  if0  est  élevé 
à  la  plus  haute  puissance;  on  aura  en  posant  ^0  infini 

ip0  =  A.{^0y 
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où  A  est  une  constante.     On  aura  de  même 

<l,{(o  —  d)  =  A'.i^ey 

et  par  suite: 

p  =  \{A  +  A'){<fer; 

mais  pour  <fd  infini  on  a  ^(2n  +  i)^=  B.^0  où  B  est  constante;  d'où 
il  suit  que  p  sera  du  degré  v  par  rapport  à  ^(2n  +  i)ö.  On  démontrera 
de  la  même  manière  que  la  fonction  q  sera  du  degré  v — 2  tout  au  plus. 
Notre  théorème  est  donc  démontré. 

Dans  le  cas  où  la  quantité  ifd  ne  monte  qu'à  la  première  puissance 
dans  (f^d  on  a  v  =  i  ;  par  conséquent  q  sera  du  degré  —  i ,  c'est-à-dire 
gr  =  o.     On  a  donc  alors: 

(15)  i[}e  =  A  +^.jr(2n+  0^ 

où   -4   et  B  sont  des  quantités  constantes  qu  on  déterminera  facilement  en 

faisant  tf  =  o  et  ét^  =  -  . 
^  o 

Soit   par   ex.:    nÔ  le   produit  d'un  nombre  quelconque  des  racines  de 

réquation  (i)  et  faisons 

Sn       9fi 

il>e  =  T^T^7:{e  +  ma  +  iiß\ 

il  est  clair  qu'on  aura  ^{d)  =  ^{d  +  a)  =  <f'{0  -f  ß)  en  remarquant  que 
7r{d  +  (2n  +  \)a+/iß)  =  7r{e-^fiß)  et  ;r(tf+  (2n  +  i)/9  +  ma)  =-  r(é?-f  y//a). 
Donc: 

9n        2n 

(16)  Z^  Z^  ;r(Ö  -f  twa  +  /£/9)  =  ^  +  ß.{r(2M  +  i)0. 

On  doit  remarquer  que  Tune  des  quantités  ^  et  ß  est  toujours  égale  à 
zéro.  On  a  yl  =  o  si  le  nombre  des  facteurs  de  7:6  est  un  nombre  impair 
et  J?  =  o  si  ce  nombre  est  pair.  Dans  ce  dernier  cas  la  quantité  (J)d  est 
donc    indépendante    de    la    valeur  de  d\  par  conséquent  en  faisant  â  =  o: 

in        3n  3n        2n 

(17)  2:„  Z^  ;r(<?  +  via  +  fiß)  =  Z«.  Z„  ff(wa  +  fiß). 
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Ainsi  si  Ton  fait  nâ  =  ^d ,f>{d  +  ka  +  k'ß)  on  a: 

(  1 8)  r,  Z,.  y{d  -\-ma  +  fiß) .  jf  (^  +  (»n  +  ^0«  +  (/i  +  A-')^) 

=  Ç,  Ç,  p(ma  +  ßß)M{rn  +  k)a  +  (/£  +  A')/?), 

k  et  Ä'  sont  des  nombres  entiers  quelconques  moindres  que  2n  +  i-  Ce- 
pendant on  ne  peut  pas  supposer  à  la  fois  A;  =  o;  à;'  =  o;  car  alors 
Trff  =  {^Oy  et  par  suite  v  =  2  tandis  qu'on  doit  avoir  v  =  i. 

Entièrement  de  la  même  manière  que  nous  avons  démontré  le  théorème 
précédent  on  pourra  encore  établir  les  deux  suivants: 

Théorème  II.  Soit  (pd  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités 
de  la  forme  f{0  +  ma  +  fiß)  tdle  que  î^(o)  =  ^(0  + «)  ==î^'(^  +  /î)>  on  aura: 

^0  =  p  +  q.^{2n  +  i)d,F{2n  +  i)â, 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  f{2n+  i)â]  la  première  du  degré 
V  et  la  seconde  du  degré  v  —  2  tout  au  plus,  en  désignant  par  v  le  plus 
grand  exposant  de  fâ  dans  <p0. 

Théorème  III.  Soit  (pd  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités 
de  la  forme  F{0  +  ma  +  /iß)  telle  que  (pÔ  =  (f}{d  +  a)  =  ([^[d  -\'  ß),  on  aura 
^d  =  p  -{-  q  ,  ip{2n  +  i)d  ,f{2n  +  i)^»  où  p  et  (y  sont  des  fonctions  entières 
de  F {21%  +  ^)d\  la  première  du  degré  v  et  la  seconde  du  degré  p  —  2  tout 
au  plus,  en  désignant  par  v  le  plus  grand  exposant  de  Fd  dans  (pd. 


§  2. 

A   l'aide    du    théorème    I,    démontré  dans  le  paragraphe  précédent,  il 

est  facile  de  parvenir  au  théorème  de  M.  Jaoobt  sur  la  forme  des  racines 

de  réquation: 

f{2n  +  i)^  =  R, 

Considérons  l'expression.: 

(19)  ^0  =  Tjt,d-'^'''-.f{e  +  ma+fiß) 

Aeta  fnatkêmatiea.    2r,,    Tiu primé  le  21  mars  H«>2.  2 
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Off  'Zip 

OÙ   <^  =  COS h  t .  sin et  k    et   k'   sont  deux  nombres  entiers. 

2n  +  I    '  2n  +  i 

En  mettant  Ö  +  a  au  lieu  de  Ö,  on  aura 

<p{â  +  «)=?;.  d'^'' .  f«  d'^ç>{â  +  {m+  i)a  +  fxß); 

0  0 


or  on  a 

3n 


Ç»  «?"•>(<?  +  (»»  +  0«  +  /ayî)  =  S  <>(•"-'>* jp(<?  +  ma  +  txß) 

+  «?'">((?  +  (2n  +  D«  +  ;/y9), 
mais 

<p{d  +  /i/9  +  (2n  +  i)o)  =  f{e  +  iiß-\-  2a>)  =  fp(<?  +  fiß), 
donc  en  remarquant  que  <?'"*  =  ^~*: 


Ç«  ^"X^?  +  (w  +  0«  +  /V5)  =  à-' .  Ç«  f  (^  +  ma  +  yuy?). 
L'expression  de  <p{d  •\-  o)  deviendra  donc  en  substituant: 
(2o)  <p{0-\-a)  =  d-'.<f>0. 

Entièrement  de  la  même  manière  on  aura: 

(21)  ^{â  +  ff)  =  â-'.^â. 

En   élevant   chaque   membre   de  (20)  à  la  (an  +  0*"  Puissance  et  re- 
marquant  que  <?-*(2"+^>  =  1  =  ^-*'(2«+^)  il  viendra: 


2n+l 


D'où  il  suit  que  le  théorème  P'  est  applicable  à  la  fonction  (^^)*""*^\    On 
aura  donc: 

(22)  {(pûy^-^'  =P  +  q'f{2n  +  i)Û,F{2n  +  i)d 

oh  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  jp(2n  +  i)â. 

L'expression  (19)  de  ipd  nous  montre  que  ^0  se  trouve  à  la  première 
puissance  seulement  dans  cette  fonction;  donc  ^6  est  élevé  à  la  puissance 
2n  +  I   dans  la  fonction  {^âf'*^^ .     De  là  il  suit  que  p  et  g  seront  respec- 
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tivement  du  degré  an  +  i  et  211  —  i  tout  au  plus.  Comme  nous  allons 
voir  q  n*est  effectivement  que  du  degré  21» —  2. 

En  mettant  dans  l'expression  de  [ipO^'^^  œ  —  ^  au  lieu  de  0  on  aura 
en  remarquant  que 

f?(2n  H-  i)(ûi  —  6)  =  ç>{2n  +  i)d, 

f{2n  +  i)(û>  —  d)  =  —  f{2n  +  i)tf,       F(2W  +  i)(û>  —  â)  =  F{2n  +  i)d 

cette  formule: 

{^(a>  — (?)}'-+*  =i)  —  î./^(2n+  i)^.F(2n+  i)Û; 

donc: 

[2?./'(2n+  i)â.F{2n+  i)<?  =  (î&<?)'"+'  —  {^  (<»  —  <?)}'•+'. 

Mettons  ici  —  d  aa  lieu  de  <?  et  désignons  les  valeurs  correspondantes 
de  ;>  et  9  par  p'  et  q',  on  aura,  comme  il  est  facile  de  déduire  de  la  for- 
mule (19), 

^(_<?) ^(û,  _  <?);  ^(û,  +  <?)  =  -  îft<?, 

donc 

P'  =  —  P,         ?'  =  ?• 

Maintenant  puisque  ^(2n  -|-  i)<?  change  de  signe  avec  â,  il  s'ensuit  que 
p  ne  contiendra  que  des  puissances  impaires  et  q  seulement  des  puissances 
paires.     On  aura  donc 

i»  =  («0  +  a.xV  (2»  +  i)<?}'  +  «,{f  (2«  +  0<^}*  +  •  •  • 

+  o.{,?(2»+i)<?}*").f  (an +!)<?, 

î  =  *o  +  ^{f  (2«  +  >)<?}'  +  ^{f(2«  +  i)BY  +  . . . 

+  6.-i.{f(2n+i)<?}»-' 


(24) 


oïl  a^ ,  a,  ,  . . . ,  a„  ;  &„ ,  ft,  ,  . . . ,  ^n-i  sont  des  coefficients  indépendants  de 
â.  Ces  coefficients  sont  des  fonctions  des  quantités  ^{ma  +  fiß)  et  on 
pourra  les  déterminer  en  développant  les  deux  membres  de  Téquation  (22) 
suivant  les  puissances  de  f^â.  Or  le  procédé  serait  fort  compliqué.  Nous 
donnerons  tout  à  Theure  une  autre  méthode  plus  simple. 
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Connaissant    ainsi    la    valour    de    {(pûY"^^  en  ^(2«  +  i)ö,  on  en  tire 
celle  de  ^0  en  extrayant  la  racine  (2W  +  i)*"  savoir 


(25)  <pO  =     V/^  +  q^f{2n  +  \)B,F{2n  +  1)0, 

ipd  est  une  fonction  linéaire  des  racines.  Elle  prend  différentes  formes  selon 
les  valeurs  différentes  de  le  et  h'.  En  donnant  à  ces  nombres  toutes  les  va- 
leurs depuis  zéro  jusqu'à  2;^  on  connaît  la  valeur  de  (2W+  i)^  fonctions  diffé- 
rentes. Nous  allons  voir  qu'on  pourra  en  déduire  les  racines  elles-mêmes. 
Désignons  la  valeur  de  i> -j- ö'/*(2n  +  \)d  ,V{2n  -\-  i)d  qui  répond  à 
k  et  k'  par  ^{k^k'),  on  aura: 


(26)  Z.  T,  â-'^^'  ,^{0  +  fna  +  ,iß)  =  ''''slxW:k'). 


Multiplions   cette   équation   par   o   "**  '**    et  prenons  ensuite  la  somme  par 
rapport  à  â;  et  A'  depuis  zéro  jusqu'à  2W,  on  aura: 


Maintenant  on  a: 

2n       2n  Sn  2n 

0         0  0  0 

Quel  que  soit  le  nombre  impair  2W  +  i  premier  ou  non,  si  en  même 
temps  m'  et  fi'  sont  positifs  et  moindres  que  2W  +  i  cette  quantité  se 
réduit  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  m,  m- ,  jul  ,  fï  excepté  lorsqu'on  a 
à  la  fois  m  =  m'  et  jul  ==  fi';  dans  ce  cas  elle  devient  (2n  +  0'-  De  là 
il  suit  que  le  premier  membre  de  l'équation  (26)  se  réduira  à 

{2n  +  I)^j^(ö+  m'a  + /i'/9). 
Par  conséquent  on  aura  en  chanj^eant  m'  et  /ï  en  w  et  /i 

(27)         i.  (0  +  ma  +  /./5)  =  ^-^^^  i,  i,  d-"'-'^- .  '"Vî^ATfc-)  ; 
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voici  donc  Texpression  d'une  racine  quelconque  de  Téquation 

^(2n  +  i)û —  R  =  o. 
En  faisant  m  =  o,  /i  =  o  on  aura  la  valeur  de  ^d  savoir 


2tt        3tt 


i  3fi         3ft  Vin+1 


(28)  ^0  =  ^^~l-y,.T,T,."^;/j^kjö. 

L'expression  de»  racines  contient  comme  on  voit  (2»+  i)^  radicaux  diffe- 
rens. Or  on  peut  les  exprimer  i-ationnellement  en  deux  d'entre  eux. 
Soient  p  et  p^  les  deux  valeurs  de  ;f(&,A;')  qui  répondent  respectivement 
à  Ä-  =  I ,  k'=  o  et  Ä  =  o,  k'  =  i,  en  sorte  que  : 

(29) 

alors  je  dis  qu'on  aura: 

(30)  ipâ  =  S.p^'^^^'.p^'''^^^ 

où  S  désigne  une  fonction  entière  de  jp(2n+  î)â  et  f{2n+  i)0.F{2n+  i)â. 
Soient  '"^^]^  =  ^^0,  *^\Jp[  —  ^i^i  ^^  ^^^^  ^^  vertu  des  équations  (20),  (21) 
en  faisant  Z;  ==  i ,  A'  =  o  ;  A  =  o,  A'  =  i 

î&,(/?  +  a)  =  ^-' .  ^rO;       U^  -\-ß)^  d-' .  <p,e- 

^,(<?  +  /9)  =  i&.(?;         î^.(<?  +  «)  =  i&.<? 

donc: 

{^,(<?  +  0)}-*+'"+'  =  <>+*.  (î&,  «?)-*+'"+', 

et  de  là  en  ayant  égard  à  la  formule  (20) 
^(<?  +  a) .  {^, (<?  +  a)}'"+'-*.  {^,(^  +  a)}'»+'-*'  =  ,&<?(^, <?)«"+'-*.  (^,^r+'-*', 

d'où  il  suit  en  vertu  du  théorème  premier  qu'on  peut  faire: 

i}^e .  iM'"'^'-  *.  (î^,/?r+'~*'  =  w  +  v  .  /'(2n  +  0^ .  i'X^t»  +  i)Ö  =  S 
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oil  u  et  V  sont  des  fonctions  entières  de  jp(2/4  +  0^  ®^  P^^  suite 

k  k' 

(31)      ,/,â  =  {u  +  v.  f(2n  +ï)d.  F(2n  +  i)â)  f- -^^—  =  '"'^/^(OO- 

P  'Pl 

En  vertu  de  cette  formule  le  second  membre  de  Téquation  (27)  deviendra 
une  fonction  rationnelle  de  {r(2n+  i)ö,  /■(2n  +  i)Ö.F(2»+  i)ö,  '"^^'yö  et 
'V/^  et  cette  fonction  satisfait  à  Téquation  (i)  en  donnant  aux  radicaux 
*'^V^^  et  '"^^y^  toutes  leurs  valeurs. 

Eevenons  maintenant  à  la  détermination  des  fonctions  p  qï  q  dans  la 

formule  (22).     Faisons  0  = — ,  nous  aurons: 

^      ^  2n,  +  I  ' 

Cela  posé  supposons  qu'on  donne  à  6  une  telle  valeur  que  <})( — — j  =  o, 

on  aura  l'équation: 

(33)  o  =  «of«  +  o,(?»e)'  +  . . .  +  a,(f £)'"+' 

+  {^  +  ^{i^e)'+  ...  +  &.-.(i^£r-^  }./■£.  Fe 

que  nous  représenterons  par  t;  =  o. 

Maintenant  il  est  clair  d'après  la  forme  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (32)  que  réquation  i;  =  o  aura  encore  lieu  en  la  différentiant  par 
rapport  à  e  un  nombre  quelconque  de  fois  moindre  que  2n  +  i  •  On  ob- 
tiendra de. cette  manière  ces  2n  +  >   équations: 

(35)  t;  =  o,         -  =  o,  ^  =  0,     ...,     ^  =  0, 

([ui  sont  toutes  linéaires  par  rapport  aux  inconnues  «o  >  ^'i  »  •  •  •  >  ^n  >  ^o  >  ^i  »  •  •  •  > 
&„_!.  En  supposant  e  connu  ces  équations  donneront  les  coefficients  pré- 
cédents en  Tun  d'entre  eux;  il  faut  donc  encore  une  équation.  Or  si  Ton 
divise  les  deux  membres  de  Téquation  par  (^ö)'""'"*  et  qu'on  suppose  ensuite 
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(pO  =^  -  le  premier  membre  se  réduit  à  i  et  le  second  à  a«  - — -- — r^^^  à 
cause    de    la   formule   — ;; — —  = pour  çd  =  -  .     On  aura  donc  : 

(36)  a.  =  (2n+  I^+^ 

Les  mêmes  équations  (35)  donneront  encore  une  équation  en  jpe  seul; 
mais  comme  elle  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  k  et  k^  il 
sera  impossible  d  en  tirer  la  valeur  de  ^e  qui  doit  avoir  effectivement  lieu. 
Or  on  peut  trouver  cette  quantité  de  la  manière  suivante:    Soit 


(37) 

on  aura 


ne  =  ipd.ip{—d) 


mais  selon  (20)  on  a  ^{6  +  a)  =  eî""* .  (pd  et  de  là  en  mettant  —  6  —  a 
au  lieu  de  6  ip{ —  0  —  a)  =  <?* .  ^( —  0)  donc  en  substituant  ;r(ö  -(-  a)  =  7r0. 
De  la  même  manière  on  prouvem  que  ;r(ö  +  ß)  =  rrâ.  Donc  en  vertu 
du  P'  théorème 

i/;0.ip{—0)  =  A  +  B.p{2n+  i)0  +  C,{p{2n+  i)0y 

+  D.f{2n+  i)0,F{2n  +  i)0. 

Si  Ton  met  a>  —  Ö  au  lieu  de  0  le  premier  membre  reste  le  même  et  le 
second  reste  aussi  le  même  en  changeant  seulement  le  signe  de  D.  Ce 
coefficient  est  donc  égal  à  zéro.  En  remarquant  de  plus  que  le  second 
membre  doit  rester  invariable  en  changeant  le  signe  de  0  et  celui  de 
^{2n  +  0^>  ^^  ^^^^  encore  i5  =  o  et  par  conséquent 

il;0,(l){—0)  =  A  +  C.[ip{2n+  i)0}\ 

En    faisant    Ö  =  o    on    aura    A  =  {^^(o)}';    en    faisant    ^0  =  -    on   aura 

C= — (2n  +  i)'  et  en  faisant  0= —— ,  ^0  =  o  et  -4  + (7.  (^e)'  =  o; 

on  aura  donc: 

^0 .  ^(_  0)  =  (2n  +  iy{{pey-{^{2n  +  1)0}'}     et 


(38) 
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On  connait  donc  (pe  au  signe  près,  or  ce-ci  n'influe  en  rien  sur  la 
valeur  des  coefficients  «o ,  ^i  »  •  •  •  »  ^o  >  ^i , ^i^  ©ffôt  il  n'est  pas  diffi- 
cile de  voir  qu'on  peut  les  exprimer  rationnellement  en  (f^e)'. 

Le  coefficient  h^  se  trouve  immédiatement  en  faisant  s  =  o  savoir 

(39)  ft.  =  { I«  |.  ^'•*-'"*'  •  9{^  +  /^)  f  ^'  =  ±  (2«  +  ')'""•  •  (f  £)'"■'' . 

]jes  fonctions  p  et  g^  jouissent  d'une  propriété  remarquable  qu'on  peut 
déduire  sur  le  champ  de  l'équation  (38).  En  effet  en  élevant  les  deux 
membres  à  la  (2n  +  i)*"  puissance  on  aura 

{<pdY^\{^{--d)Y''  =  (an  +  ir+^{(j.e)'-{jr(2n  +  i)eyf^' 

mais 

{^^)*-+'=      _p  4.ç./-(2«  +  i)<?.JF'(2»+  i)<?; 
{î^(— <?))'"■'•  =  — P  +  î-/"(2»+  i)(?.i^(2n+  !)<?, 
donc  en  substituant 

=  (2n+  ir+'{{jr(2n+  ,)^}«_(j,s)»p'. 

Soit  ^(2n  +  i)d  =  ?/  on  aura 

{r(2«  +  i)e.Fi2n  +  1)0}»  =  (i  -cYP  +  eV), 
donc 

(40)  (a,t/  +  rt^y»  +  ...  +  ay»^r 

=  (2n+I/"+^{y'  — ^*£}*"+\ 

Cette  propriété  des  fonctions  p  et  q  suffit  pour  les  déterminer  au  signe 
près  car  l'équation  doit  avoir  lieu  pour  ime  valeur  quelconque  de  y,  et 
donnera  ainsi  2M  +  2  équations  entre  les  coefficients  a^  )^, ,  • .  • ,  ^^0  »  '^  >  •  •  • 
et  (^s)^ 

Pour  donner  un  exemple,  considérons  le  cas  le  plus  simple  où  n  =  1 . 

2œ      ^        2lôi 

iJans  ce  cas  on  a  a  =  —  1  y^  =  — 

3      '  3 

0        0'  \  3  / 
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ou  bien 

(41) 


+  ô^\9{e  +  f )  +  ^*^*>(^  +  ^-)  +  ^"■^V(^  +  ^^^) 

(41')  (a.y +  a,yr-*î(i  -cy)(i  +eV')  =  3*.(y'-n' 

où 

(42) 


En  égalant  les  coefficients  de  y*  dans  les  deux  membres  il  viendra: 

2«,a,  +  ä;cV  =  -  37»; 

maintenant 

«,  =  3';        *.  =  37*. 

donc 

a,  =  -^{3r  +  «Vr}.3'; 

on  a  par  suite 

{  W  =  3  ••  {(f  3<?) '  -  î  (3/"  +  e  VO .  f  3<?  +  r Y3<?.  J^(3<?)}  =  ;r (*  ,  Ä') 
et  de  là 

(43)       ^e  =  3  .\/{n6y-\{ir  +  e\'nipze  +  f\ne,Fz0. 

La  quantité  f  est  donnée  par  Téquation  (42).  Si  Ton  la  cherche  à  l'aide 
de  l'équation  (41')  on  parviendra  à  une  équation  du  huitième  degré.  En 
effet  en  comparant  les  coefficients  de  y'  on  aui*a 

c'est  à  dire  en  substituant  les  valeurs  de  a,  et  6, 

^3^(3^  +  eVn'  +  3^(c'-cV•-3^^  =  o 

4 
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ou  bien  en  développant: 

(44)  r  +  6ßVr  +  4(c'  — O-/^'  — 3  -=  o. 

Les  huit  racines  de  cette  équation  sont  les  huit  valeurs  de  f  qu'on 
obtiendra  en  donnant  à  A  et  A'  les  valeurs  0,1,2  en  faisant  abstraction 
de  la  valeur  f  =  o  qui  répond  à  A  =  o  et  A'  =  o. 

Bien  n'a  été  plus  facile  que  de  déterminer  la  valeur  de  ^â  dans  le 
cas  où  w  =  I ,  mais  si  n  est  plus  grand  il  est  très  compliqué  de  se  servir 
de  la  méthode  exposée;  c'est  pourquoi  nous  allons  exposer  une  autre  qui 
conduira  à  l'expression  générale  et  explicite  de  la  fonction  ^0. 

Désignons  par  7r{k)  et  7rj(Ä')  les  valeurs  de  la  fonction  ^0,  qui  ré- 
pondent respectivement  à  A'  =  o  et  fc  =  o,  nous  aurons: 


3m 


(45) 


7r{k)  =  E„  E,  <y"V(<?  +  ma+fifi); 


Soient  de  même  7r'{k)  et  7r[{k')  les  valeurs  de  7r{k)  et  7r^{k')  en  mettant 
—  Ö  au  lieu  de  â. 

Cela  posé  considérons  la  fonction 

(40)  P=:ir{k).7:,{k').</>{—â). 

En  y  mettant  Ö  +  a  au  lieu  de  â  les  fonctions 

7r{k)  ■  7:,{k')  ;  ^{-  0) 
deviendront  respectivement 

d-'.irik);jr,{k');d'.if,i-â); 

donc  la  fonction  P  reste  la  même.  En  mettant  Ö  +  ^  au  lieu  de  â  la 
fonction  P  reste  encore  invariable.     Donc  en  vertu  du  V  théorème  on  aura 

(47)  7r{k).7r,{k').ip{—â)  =  u  +  u\f{2n+  i)â.F{2n+  i)û 

où  u  et  u'  sont  des  fonctions  entières  de  ^(2^+  0^>  ^  première  du  degré 
3  et  la  seconde  du  degré  i .  En  mettant  (o  —  Ö  au  lieu  de  0  les  trois 
fonctions  7r{k)  ;7ü^{k')',  ^( —  0)  se  changeront  en 

-nXk);-z[{k');-^â; 


\ 
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donc 

(47')  7r'{k).it[{k').^â='—u  +  u'.f{2n+  i)<?.F(2n4-  i)<?; 

par  suite 

2«  =  jt{k) .  ir,{k') .  ^(—  e)  —  ir'{k) .  ir[{k') .  ipâ, 

2u' .  f{2n  +  i)â .  F{2n  +i)e  =  7r{k) . 7r,{k')  .<[,{— 0)^  n'{k) . ir[{k) . <f>â. 

En    changeant    ici    â    en    —  û  on  voit  que  u  change  de  signe  et  que  u' 
reste  invariable;  on  aura  donc 

u  =  a,jp(2n  +  1)0  +  a,(fj(2n  +  1)0)*;        u'  =  b,     . 

où  a^,  a^,  b  sont  des  quantités  constantes  par  rapport  à  ^.  Il  viendra  donc: 

(48)  7r{k).7r,{k').^{-  0)  =  a,f>{2n  +  i)0  +  a,{f  (2»»  +  1)0}' 

+  6/(2»  +  i)0.F{2n  +  1)0. 
Soit 

(49)  0,.,  =  ^^  .  I«  |,  <?-+'-■.  f  (ma  +  /t^ 

on  aura  en  vertu  de  la  formule  (38) 

(50)  <p0.<p{-  0)  =  (2n  +  i)»{4».  -  {^(2n  +  i)<?}»}. 
L'équation  (48)  donnera  donc  en  multipliant  par  ^d 

(2n+  i)'{c;,i— {y(2n+  i)g}'} 


(51)     ^e  = 


,7r{k).7r,{n 


a^f>(2n+  l)e+a^{f>(2n  +  l)äy  +  b.f(2n+l)0.F(2n+l)e' 

Cette  formule  donne  la  fonction  ^â  à  Taide  du  produit  des  deux 
fonctions  7c{k);  7r^{k')  si  Ton  connait  seulement  les  trois  constantes  a^^  a^yb. 
Or  ces  quantités  se  trouvent  aisément  comme  il  suit. 

Faisons  d*abord  dans  (48)  f>0  =  -  après  avoir  divisé  par  (fP^)*,  on  ob- 
tiendra: «1  =  —  (2n  +1)'.  Soit  ensuite  (?  =  o  on  aura  en  faisant  pour 
abréger 


(52) 


3«        2n 
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7r{k)  =  c;         ;r,(Ä')  =  e,.;         </>{—  0)  =  c,y,         <p{2n  +  i)<?  =  o; 

/'(2W+  i)e.F{2n+  i)^=  I, 

donc: 

6  =  (an  +  i)».Ct.ei..c».i.. 

H  reste  à  trouver  le  coefficient  a^.     Or  en  multipliant  membre  à  membre 
les  deux  équations  (47,  47')  on  aura: 

7r{k) .  7r'{k) .  ;r,(Ä') .  7r{{k') .  ^6 .  <[f{—  0) 
=  —u*  +  u'\{r{2n  +  i)â.F{2n  +  i)<?}»; 

maintenant  en  vertu  de  la  formule  (50)  on  a 

7r(Ä).7r'(Ä)  =  (2n+  ,)»{c«^{^(2n  +  i)<?)'}, 

7r,(&').;r;(Ä')  =  (2n  +  i)'{4-{j?(2n  +  1)6}*},  ^ 

donc  en  faisant  ç>{2n  +  i)â  =  y 

{%y  +  «ly')'  -  ftV  (1  -  cV')(i  +  «V*) 

=  (2«  +  iy{f  -  <^)[f  -  e\){y'  -  <,.} 

E 
et  comparant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  y*  on  obtiendra: 

2«. a,  +  6'c'c»  =  -  (2n  +  i)\{c\  +  e\.  +  c».,); 

donc  en  remettant  les  valeurs  de  a,  et  \ 

«0=1  (2«  +  I)'.  {c?  +  ^*-  +  <*•  +  c'c'cî .  4 ,  cl,).  ,, 

En  substituant  les  valeurs  de  a^^a^yh  l'expression  (51)  de  ij^d  deviendra: 

(53)       '  ^e  =  ^^.^{k).ir,{k') 

Cela 
^ {y(2»+l)^}*-cî.f ^j 

{f(2n+  l>9}'-  -{cî+eî +cî,i H-eVcJ.eJ'.cJ,»'}. j(<2n+  l)tf-Ci.ei'.c*,f.A2«+  i)tf.F(2n+ 1)$ 
Il  s'agit  maintenant  de  trouver  les  fonctions  7t{k)  et  7t^{k').    En  désignant 
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par    k    et   A;,    deux   nombres  entiers  quelconques  il  est  clair  que  les  deux 
fonctions: 

Tcik) .  ;r(&,) ,  7t'{k  +  k')     et     w,  (k) .  ;r,  (A;,  ) .  n-J  (A  +  &,) 

ne    changeront    pas    de   valeur  en  mettant  <?  +  >  ^t  ^  +  y?  au  lieu  do  tf . 
Ces  fonctions  auront  donc  en  vertu  du  i*'  théorème  la  forme 

u  +  «'/-(an  +  ï)â.F{2n  +  i)Ö 

où   M   et   «'   sont  des  fonctions  entières  de  f?(2n  -\-  i)â.     On  démontrera 
aisément  que  u'  sera  constant  et  ti  de  la  forme 

a,f?(2«  +  i)â  +  a,{f  (2»  +  i)<?}'. 
Soit  donc: 

ir{k).7r(k').7r'{k-\-k') 

=  a,^(2n  +  1)0  +  a,  {f?(2n+  i)0y  +  b.f{2n+  i)<?.F(2«+  i)tf, 

;r,(ft).ff,fft').;r;(A  +  ft') 

=  a;f(2n+i)<?  +  a;{f>(2»+i)tf}»  +  i'./'(2w+i)tf.ii^(2«+i)^. 


(54) 


En  traitant  ces  équations  entièrement  de  la  même  manière  que  l'équation 
(48)  on  trouvera: 


(55) 


«1  =  —  (2n  +  I  )';        b^e^.c^.  c*+*.; 
««  =^(2»  +  i)*{Ck  +  4  +  cj+f  +  eVcJ.cJ-.cî+i^}, 
a;  =  —  (2«  +  1)';        *'  =  (in  +  O'.et.Äi^.  «»+*.; 
a;  =  i  (2n  +     yel  +  4  +  ei+i^  +  e'c'el .  ej .  eU,}: 


Cela    posé,  on    obtiendra    en  multipliant  les  équations  respectivement  par 
ir{k  +  k')  et  «•,(*  +  A')  et  remarquant  que 

7r(*  +  A:').Jr'(A  +  k')  =  (2n  +  i)'{cj+*,  — j?>  +  i)â}, 
n,{k  +  *') .  ir\{k  +  Ä')  -  (2n  +  i)'{^+;,  —  f»>  +  i)<?}, 
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^(A  +  k')  =  ^  .  nik) .  7r(Ä') 

{y(2«+l)g}'  — cî+y 


{jc<2n+  l)tf}»-  ^(ct+c;t  +  c*+t.  +eVct.ct-.ct+*-)  j!<2»  f  l)tf-c*.Cf .ct+it.A2n  f  l)*. P(2n+ 1)^ 


{ ^(2»  +  Otf}'  -  et+f 


{f<2»+ !)«}'-■  JU+eî+e*+*.+e'c''6Î.e^eî+i-)jc(2n+ l)^-ct.«t..e*+*'.Ä2n+ 1)^-^(2»+ »)<? 


Ces  formules  donnent  v{k  +  A')  en  it{k)  et  «•(&')  et  7r,(Ä  +  A')  en  Jrj(Ä;) 
et  «",(*').  Il  est  facile  d'en  tirer  la  valeur  de  ir{h)  et  ic^{k),  SoitA;'=i 
et  mettons  k  —  i  au  lieu  de  k  nous  aurons 


(57) 


où  l'on  a  fait  pour  abréger 

(58)         f*  =  {f  (2»  +  i)<?}*  —  cl;         «i  =  {,?(2n  +  i)<?}'  —  ^*, 

<i  =  {^{in  +  i)<?}'  — ;(eî  +  4-1  +  eî  +  e'c'cj^-i^of  (2»  +  0<? 


(59) 


—  «i«»_i«*r(2n  +  i)<?.^(2n  +  i)tf, 

tk  =  {f  (2n  +  !)<?)'  -J(cî  +  cLi  +  cî  +  e'c'cîcUcî)f»(2n  +  i)<? 

—  CiC,^,c*./^(2n+  i)<?.F(2n+  i)tf. 


Oela   posé    les    équations    (57)    donneront    sur    le    champ   en  faisant 
4=2,3,...  et  éliminant  ensuite: 


(60) 
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De  cette  manière  il  reste  seulement  les  deux  fonctions  ;r(i)  «t  ^^^(i),  qtd 
sont  encore  inconnues.     Or  si  Ton  fait  Ä  =i  2n  +  i   on  a 

^ifc  =  ^*  =  o;     ^(2n+  i)  =  7r(o)  =  (2n+  i)'.jp(2n+  i)0  =  7r^{2n  +  i); 

donc  en  substituant 

*, .  fs . . .  Un 


{;r(i)}'"+^  =  (2»+  i)»-+V 


V.  .  t'a  .  .  .  Vf«-l 


{7r,(l)n'  =  (2«+ir-^V;;^!'---'' 


Vt.  Vs 


Vm-i 


et  de  là 


(6i) 


7r(i)  =  (2n  +  i)/"t/JliAiiJ!îL_, 


«11+1/   »'    /'        /' 


;r,(i)  =  (2«+i).     \/J'7"T 


Connaissant  ainsi  7r(i)  et  ;rj(i)  on  aura  ;r(A)  et  7t{k')  par  les  équations  (60) 
et  ensuite  ^â  par  l'équation  (53). 

On  peut  simplifier  un  peu  les  expressions  de  ;r(i)  et  ;ri(i)  en  re- 
marquant que  «,,  =  <„  i,«_i  =»<,,...,  1;,,^  =  <;„  v^^^  =  t;^,  .  .  .  «te.  On 
obtiendra  ainsi 


(6ä) 


Les  quantités  sous  les  radicaux  sont  représentées  sous  une  forme  frac- 
tionnaire mais  selon  ce  qui  précède  elles  sont  réellement  des  fonctions 
entières.  On  pourra  trouver  ces  fonctions  par  un  procédé  particulier  que 
nous  allons  exposer. 

Multiplions  Texpression  de  7t{k)  par  ^"{k);  nous  ol)tiendrons,  en  remar- 
quant  que  ;r(Ä) .  7r'(A)  =  (2n  +  i)*.{cj  —  {^{2n+  i)^}"^« — {in  +  i)'i;^, 


Ak).{^{i)Y  =  -{2n+i] 
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Cela  posé,  floit 

(64) 

nous  aurons 

De  là  on  tire  en  multipliant  la  i***  éqnation  par  c^^i  et  la  seconde  par 
—  ^M-1  •  —  ^  ensuite  ajoutant: 

i      ßk 

(65)  O  =  c^i .  f;^ .  Sj,^^  —  (<rjfc_|  tt^^  +  c^^.! .  Ot) .  8^  +  c^^^ .  ^^  .  S^.i . 

Cela  posé  si  Ton  désigne  par  ^^  la  valeur  de  t^  en  y  changeant  le  signe 
de  f{2n  4-  i)â.F{2n  +  i)â,  les  coefficients  de  5^  et  S^j  seront  divisibles 
par  V/,.     £n  effet  on  a  d'abord 

tk.âk^{^\2n+  i)â  —  ci}{^'{2n+i)e  —  cl}{9>\^n+  i)0—cU}. 

c'est  à  dire 

On  trouve  encore  à  l'aide  de  la  formule  (59) 

=  (^*-i  +  c*^-l).p(2n  +  1)0. Vf,. 
On  aura  donc  en  substituant  dans  l'équation  (65)  et  divisant  ensuite  par  v^: 

(66)  c^, .  Sj,^^  —  (c^i  +  C4+O .  jp(2n  +  1)0. 8j, 

Cette  formule  donne  une  loi  très  simple  pour  former  successivement  les 
fonctions  8,,  en  connaissant  les  deux  8^  et  8^.     Or  on  a 

Par  là  on  voit  donc  que  les  quantités  ^S^i ,  5, ,  .  . . ,  Sj  détenninées  par  la 
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formule   (66)   en  faisant  Ä'  =  2  ,  3  ,  .  ,  .  seront  des  fonctions  entières.     En 
faisant  k=  2n  on  aura  la  valeur  de 


S. 


tz  »  *s  '  •  •  *in 

7n 


V,  .  Va  .  .  .  Vtn-l 

et 


(67)  ;r(i)  =  (2n+  i)  .'^^/K^ 

On  aura  en  même  temps  en  vertu  de  la  formule  (60) 

En  faisant 

(69)  SI  =  -/*'/''"'. — 

on  aura  entièrement  de  la  même  manière 

(70)  e,^, .  S;+,  —  (e^^,  +  e,+0 .  j?(2n  +  i)ö .  S; 


§  3. 

Théorème  IV.  Soient  «o  )  ^1  j  ^»  >  •  •  •  j  ^0  »  *i  >  ^2  »  •  •  •  ^^^  quantités  en 
nombre  quelconque  et  dont  Tune  au  moins  soit  variable.  Si  l'on  désigne 
les  racines  de  l'équation 

(71)  K  +  «i^J  +  «,a^'  +  .  .  .  +  a«^")' 

—  (Ä,  +  h^x  +  h^x'  +  .  .  .  +  ô„a:")»(i  -  c'x'){i  +  ^V^)  =  o 
par 

je  dis  qu'on  aura 

(72)  ^(+  Öj  +'Ö,  ±  ^,  ±  .  .  .  +  O,   =   à  une  constante 
en  déterminant  convenablement  le  signe  des  quantités  ^i  ,  ^, ,  . . . ,  ö,». 
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Démonstration.     Soient  pour  abréger 

,     ,  fi'  =  «,  +  a,iK+ ••  •  +  o«;»'", 

(73)  ,         , 

et  faisons 

(74)  î^(^)  =  P'  -  gV  -  cy){i  +  e'x'). 

En  mettant  pour  x  Tune  quelconque  des  quantités  ^d^ ,  ^d^ ,  . . .  on  aura 

(75)  </'{r^)  =p'-q\{i-  cV<?) .  (I  +  eYd)  =  o  =  i>»  -  q'(/ây.  {Fe)\ 

En  (lifférentiant  cette  équation  par  rapport  à  Ö  et  a^ ,  ö,  ,  . . . ,  7>^ ,  ftj  ,  . . . 
il  viendra 

(76)  ii)\ipd)  ,fd.Fd,de+  2pdp  —  2qdq{fd)\  {Fey  =  o 

où  le  signe  de  differentiation  d  se  rapporte  aux  seules  quantités  «<, ,  ^1 ,  . . .  > 
i^ , Maintenant  la  même  équation  (75)  donne 

(77)  p  =  eqfd.Fe     où     e=  +  i. 
En  vertu  de  cette  équation  on  aura 

2pdp  —  2qdg{fdy{Fdy  =  2ef0 .  Fâ{qâp  -pâq). 
L'équation  (76)  deviendra  donc  en  substituant  et  divisant  par  fO.Fâ: 

^'{pâ) .  dâ  +  2£{qdp  —  2^àq)  =  o 
d'où  Ion  tire 

(78)  ^^^-        ^X9ff) 

La  quantité  2  (/?(?g'  —  qdp)  est  une  fonction  entière  de  x  '=^  ipd  que  nous 
désignerons  par  A(frö).  On  aura  par  suite  en  mettant  pour  0  ces  valeurs 
^1  )  ^2  )  ^s  j  •  •  >  ^/4  ®*  désignant  les  valeurs  correspondantes  de  e  par  e^  ,  e,, 
Sg ,  . . . ,  e^  les  équations  suivantes  : 

(70)        c^<?=iM).  c^/9^^M).  .      er/^=^^ 
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(80)     B,de,  +e,de,  +  ...+e,de. 


Cela  posé  il  est  facile  de  voir  que  le  degré  de  la  fonction  entière  X{x) 
est  moindre  que  celui  de  la  fonction  ip'{x)\  donc  en  vertu  d'une  formule 
connue  le  second  membre  de  Téquation  précédente  s  évanouira.  Il  viendra 
donc 

(81)  e,de,  +  e,d0^  +  e,de,  +  .  .  .  +  ^.dd,  =  o 
d'où  l'on  tire  en  intégrant: 

(82)  £j^j  +  s^0^  +  ^8^8  +  .  .  .  +  e^âfj,  =   à  une  constante 
et  de  là 

(83)  f>{eA  +  ^A  +  ^8^3  +  .  .  .  +  e,â,)  =  C. 

lie  théorème  est  donc  démontré. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion soient  inégales,  mais  il  est  évident  que  la  formule  (83)  aura  encore 
lieu  si  quelques-unes  des  quantités  ^â^  ,  ^â^ ,  ^d^ ,  •  .  .  ,  ^ffft  deviendront 
égales  entre  elles. 

La  valeur  de  Sj  ,  s^ ,  .  .  . ,  s^^  n'est  pas  arbitraire  ;  elle  est  déterminée 
par  l'équation  p  =  sqfâ.FOy  c'est-à-dire 


(84) 


Les  quantités  ^j  ,  ö^ ,  .  .  .  ,  ^^  sont  en  vertu  de  l'équation  ^(rr)  =  o 
des  fonctions  de  a^^  ,  re^  ,  .  .  .  ,  ô^, ,  6j  ,  .  .  .  .  Si  un  certain  nombre  A;  de  ces 
dernières  quantités  sont  indéterminées  on  pourra  en  général  les  déterminer 
de  la  manière  que  k  des  quantités  öj  ,  ^j ,  .  .  .  ,  ^^t  soient  données.  Soient 
donc  ^1  ,  ^3 ,  .  .  .  ,  ^ifc  données,  les  quantitéi^  ^^^.i  ,  ^^+2  j  •  •  •  >  ^^  deviendront 
des  fonctions  de  celles-là.  Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  important  est 
celui  où  /£  —  k  a  la  valeur  la  plus  petite  possible.  Or  il  est  clair  qu'on 
peut  disposer  de  /i  —  i  des  quantités  «0  »  ^1  j  •  •  •  '  ^0  '  ^1  >  •  •  •  i  donc  on 
peut  regarder  les  /£  —  i    quantités  ^1  ,  ^3 ,  .  .  .  ,  ö^_i  comme  données  et  en- 
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suite  déterminer  (pO^  en  fonction  de  tpd^ ,  tpO^ ,  .  . .  ,  ^à^~i  de  la  aorte  que 
l'équation  (83)  soit  satisfaite.     Soit 

(85)  ^e,  =  ^{^â,,fâ,,,..,^â,_,}; 

on  tire  de  rcquation  (82)  une  autre  valeur  de  ^^^  savoir 

^â,  ^—e,.  ip[e,d,  +  e,Ö,  +  .  .  .  +  s^^.d^^,  —  C) 
donc 

(86)     <f{e,d,  +  e,d,  +  .. .  +  e^  .,d,.,  -  6^  ==  -  e,.i[>{<fe, ,  ifO,,  ...,  jr^,-,}. 

Cette  formule  dans  laquelle  toutes  les  quantités  ^1  ,  Ö3 ,  .  .  .  ,  ^;x-i ,  aussi 
bien  que  e^  ,  e, ,  . . . ,  e^^^i ,  sont  arbitraires,  exprime  la  propriété  fondamentale 
des  fonctions  elliptiques.     En  posant  fij  =  s,  =  .  .  .  =  e^_i,  on  a 

(87)     <p{0^  +  e,  +  d,-\-...  +  â,_,  —  c)  =  —  e,,p{,pd, ,  f  <?,,... ,  ifd,_,). 

Cela  posé,  considérons  quelques  cas  particuliers. 
I .     Soient 

[V  =  (f,x  +  ay  +...+«.    a;*"+'  =  Å{x), 
(88) 

\q  =  b,   +b^x'  + ...  +  b„_,x"'-'  =  x,{xy, 

dans  ce  cas  l'équation  (71) 

(89)  p'  —  q\i  —  c^x%i  +  e'x')  =  o 

sera  du  degré  411  +  2,  et  ses  racines  seront  deux  à  deux  égales  mais  de 
signes  contraires.     Soient  donc 


^2«+2  ^1  j  ^2n+i   ^2    j     •    •    •    ;     ^4«  +  2 ^'. 


211+1  • 


Supposons    ^,  ,  ^3 ,  . . . ,  ^j„  donnés  et  £j  =  5^  =  .  .  .  =  s,^  =  i ,  1  equation 
(77)  donnera  celles-ci 

(90)    x{<pe,)  =  x,{<f0,).fd,.i\;       x{<pe,)  =  x,{<fe,).fe,.Fe,-  ...■ 

£»»  +  )  )  Sî,+,  )  ■  •  •  ,  £4«+2  sont  déterminés  par  les  équations: 


> 
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c'est-à-dire  en  remarquant  que  02«+ 1+«.  =  —  ^m 

—  X{yd^)  =^  e,„^,  „J,  ({T^J  .  fd F^„.; 

donc  en  vertu  des  équations  (90)    . 

^2H  +  !+m  =  —  I  ;     si     m  >  O     et     m  <  2n  +   1  ■ 
On  aura  de  même 

La  formule  (82)  deviendra  donc 

(90  2d,   ~{-  2â,  +  .  .  .  +  20,„  +   2a,,^,An,^  =  (^ 

d*où 

(92)  (fie,  +6,-^0,  +  ...^-  e,,^  +  «)  =  —  £. jr<?,.+,. 

z  est  égal  à   ±_  i    et  déterminé  par  l'équation 

a  est  une  quantité  constante  que  nous  allons  déterminer. 

L'équation  (89)  nous  montre  que  bl  est  égal  au  produit  des  racines,  donc 


on  en  tire: 

(93) 


La  quantité  h^  se  détermine  à  Taide  des  équations  (90),  Comme  elles 
sont  linéaires  par  rapport  aux  quantités  ^^0  »  ^1  »  •  •  •  »  ^^o  >  ^1  »  ■  •  •  ?  ^^^^  donneront 
h^   et  par  suite  (pd^^^^i  en  fonction  rationnelle  des  quantités 

<fe,,ife,,,,,,  ipO,,  ;  id, .  Fd,  ;  te, .  FO^  ;  ...  ;  fd,, .  Fd,, . 

Pour  déterminer  la  constante  a  soient  ^^  =  ^^  =  .  .  .  =  ö^«  =  o. 
Alors    il    est    clair    par    la  forme  de  l'équation  (89)  qu'on  doit  avoir 
h^  =^  a^  =  b,  =a^  =  .  .  .  =  «„_!  =  o.     Cette    équation    se    réduit    aloi's   à 
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et  par  suite  dans  ce  cas  ^02n+i  =  o,  donc  Ja  formule  (92)  donnera 

^a  =  o 


et  par  suite 

(94)  f  (<^.  +o,  +  e,  +  ...-\-e,:)  =  ± 

Supposons  par  ex.  n  =  i ,  on  aura 


l>. 


<pd^ .<po^. . . ^(i,H 


(94') 


f{â,+â,)==±^ 


et  pour  déterminer  è,  on  aura  les  deux  équations 

On  en  tire  en  éliminant  o, 

donc  en  substituant  dans  la  formule  (94') 

9'9.  -  9% 


<p{e,  +  <?,)  =  + 


<p0,.ß,.Fe,-<fe,.f0,.F0, 


Pour  déterminer  le  signe,  soit  0^  =  o,  on  aura  ^0,  =  +  f?ö,  ;  donc  il  faut 
prendre  le  signe  inférieur  et  par  suite 

Si  on  multiplie  haut  et  bas  de  la  fraction  par  le  dénominateur  en  changeant 
le  signe  du  second  terme,  on  trouve  en  réduisant 

fC^'i  +  «'J  -  — -r+:^~^0-^% — ' 

c'est-à-dire  la   i"*^  des  formules  (10),  tome  II,  pag.    105. 
La  formule  (91)  donne 

¥>{â,  +  â,  +  .  .  .  +  0,„  +  Ss„+, .  <?,„+,)  =  C. 

Si    l'on    pose    ^^  =  Ö,  =  .  .  .  =  ^j,  =  o,  on    aura    comme  nous  avons  vu 


^ 
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plus  haut  A^n+i  et  par  suite  G  =  o.     En  faisant  en  même  temps  e^^^,  =  i 
il  est  clair  qu'on  aura  en  vertu  de  ce  qui  précède  ce  théorème: 

Théorème  V.     Si  l'expression 


reste   finie  en  attribuant  à  la  quantité  6  les  valeurs  6^  ,  6^ , 
aura  toujours 


,  ^«*+i  on 


En  faisant  0^  =  d^=^  .,,  =  d2n^\  =  ol  on  aura  comme  corollaire  ce  théorème: 
Théorème  VI.     Si  l'expression 

se  réduit  à  une  quantité  finie  en  faisant  Ö  =  a  on  aura 

jr(2W  +  i)a  =  o; 
ou  bien  si  la  fonction 

a,^d  +  a^{^dy  +  ,..  +  a^i^dy^^  '—{K  +  \(<pe)' + . . .  +  K^Åfor-')  .fe.Fd 

et  les  dérivées  par  rapport  à  6  jusqu'à  l'ordre   2n  incl.  se  réduisent  à  zéro 
pour  Ö  =  a  on  aura 

^(2n  +  0^  =  ^• 

On  peut  encore  énoncer  ce  dernier  théorème  comme  il  suit. 

Théorème   VII.    Si    les   quantités   «o  >  ^i  >  •  •  •  »  *o  »  ^i  >  •  •  •    ^^^^   telles 
que  l'équation 

[a^x  +  a,x'  +  .  .  .  +  a^x'^^y 

-{h,  +  \x'  +  . . .  +  K^,x'^-\i  -cV){i  +  e'x')  =  al{x'  -  <p\Y^^' 

a  lieu,  la  quantité  a  satisfera  nécessairement  à  l'équation 

f^(2»+  i)a  =  o, 

c'est-à-dire  on  doit  avoir  a  = où  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers. 

2/1  +  I 
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2.     Soient  maintenant 

j/»  =  o«    +  «1«'  +  .  .  .  +  a„    x"     =  Å{x), 
U  =  h<r.  +  Kx'  +  .  . .  +  A._,^*"-'  =  X,{x). 
Dans  ce  cas  Téquation 

(96)  p^  —  qV—  c^x'){i  +  eV)  =  o 

sera  du  degré  4n  et  ses  racines  seront  deux  à  deux  égales  mais  de  signe 
contraire.  En  faisant  d^^^i  =  —  ^i  ,  âzn+i  =  —  ^2  ,  .  .  •  ,  ^4«  =  —  ^2« , 
Sj  =  Sj  =  .  .  .  =  e^n-i  =  I  on  aura  pour  détennainer  «^ ,  a,  ,  . . . ,  ft^ ,  ft,  . . . 
les  équations  suivantes: 

(97)  A(K)  =  Kif^^)  fO, .  Fe,  ;        A(K)  =  \{M  .fd,.Fe,-  ...; 
On  aura  ensuite 

La  formule  (82)  donnera  donc 

(97O  2â^  +  2â^  +  .  .  .  +  2d^^_,  +  2£2nÖ2«  =   const., 

de  là 

(98)  ^{e,+e,  +  .,,  +  0,„^,  +  a)  =  —  s,„jr<?2n. 
En  faisant  Ö,  ==  ^^  =  .  .  .  =  ^j„__,  =  o  on  aura 

ft^  =  ij  =r  .  .  .  =  &„_8  =  o, 

«0  =^1  =  .  .  .  =  û„-i  =  o; 
donc  réquation  (96)  deviendra  a;*"  =  o.     Toutes  les  racines  sont  donc  alors 


les  à  zéro  et  par  suite  ^â^»  =  o.     L'équation  (98)  donnera  donc  ^a  =  o 
et  par  conséquent 

f>{â,  +^,  +  ...  +  ^2«-i)  =  ±9^o,„, 

<fd^^  se  trouve  en  remarquant  que  «J  est  le  produit  de  toutes  les  racines,  donc 


y 
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f^l    •  f  ^,   •   .   .  f  ^211-1 


a^    et    par   suit^î   le  second  meinl)re  de  cette  (equation  ost  une  fonction  ra- 
tionnelle des  quantités: 

On  peut  remarquer  que  la  formule  (99)  doit  se  déduire  de  la  formule  (94), 
en  y  faisant  6^^  =  o. 

L'équation  (97')  donne  encore 

On  trouve  C  =  o.     Si  donc  s,^  =  i    on  aura  le  théorème  suivant: 
Théorème  VIII.     Si  l'expression 

se  réduit  à  une  quantité  finie  pour  Ö  =  Ö,  ,  ^^ ,  .  . . ,  ö,„  on  aum  toujours: 

?{d,  +<?,  +  ...+  ^aO  =  O. 
En  faisant  öj  =  ^^  =  .  .  .  =  Ä^«  =  a  on  en  déduira  un  autre  théorème: 

Théorème  IX.    Si  une  équation  de  la  forme 

{a,  +  ay  +  .  .  .  +  a^x'r 

a  lieu  indépenderaraent  de  la  valeur  de  rr,  la  quantité  a  satisfera  nécessaire- 
ment à  réquation 

^(2wa)  =  o, 

c'est-à-dire    on    doit    avoir    a= —    où   m  et  m'  sont  dos  nombres 

entiers. 

Âeia  nuithåmaUen.    2»>.    Imprimé  Ip  21  mars  1002.  5 
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3.     Si  l'on  fait 

(100)  { 

OU  encore 

[P  =  «0    +  «1«*  +  .  .  .  +  o,    «", 

(101)  ^ 

U  =  fto^  +  *!«;»  +  .  . .  +  é._,a;»-» 

on  démontrera  de  la  même  manière  les  deux  théorèmes  suivants: 
Théorème  X.    Si  Texpression 

(y«#  _  ^'^e.Xif'e  -  ^"/y,) . . .  (^«z?  -  ^•#,„)' 

reçoit  une  valeur  finie  pour  â  =^  0^  y  â^ ,  .  .  ,  ,  â^^^  on  aura  toujoura 
?>(<?.+<?,  +  <?.  +  ...  +  <?,»)  =5- 

Théorème  XI.     Si  l'expression 
«o  +  «.(p*?)'  +  •  •  •  +a«(f <?)"  —  (fc,f<'  +  6.(yg)'  +  ■  ■  ■  +  6„i(yg)"— )  ./g.  F<» 

reçoit  une  valeur  finie  pour  ^  =  ^,  ,  ^, ,  .  .  .  ,  tfj„  n  on  aura  toujoui-s 

f(<?,  +  <?,  +  ...  +  <?,,+,)  =5- 

En  supposant  ^^  =  ^^  =  . .  .  =  «,  on  aura  comme  corollaires: 

Théorème  XII.     Si  l'équation 

{a,x  +  ay  +  ...  +  a,_ia;'-y 

—  (^  +  ^35'  +  • .  •  +  i„-ia;"*-')*(i  —  c'a;')(i  +  c'a;')  =  c'c'ô:-i(a;'  —  f  V"^' 

a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  la  quantité  o  satisfera  nécessaire- 
ment à  l'équation 
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Théorème  XIII.     Si  Téquation 

a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  a;,  la  quantité  ot  satisfera  nécessaire- 
ment à  réquation 

Ainsi  p.  ex.  si  Ton  suppose  w  =  i   on  trouve  que  l'équation 

alx"  —  h\{\  —  c'x'){i  +  e'x')  =  e'c'bl{x'  —  ^'a)' 
doit  donner 

L'équation  précédente  donne  en  efiEet  —  i  =  e^c^f>*a  et  cette  relation  en- 
traîne réquation  f(2a)  =-;  comme  on  peut  le  voir  par  la  formule 

2^a,fa.Fa 


§  4. 
Melatlons  remarquables  entre  les  quantités  de  la  forme 


9 


\  2n  + 1  y 


Ija  formule  (38)  du  §  2  donne  pour  la  quantité  (pt  une  valeur  ex- 
primée en  fonction  linéaire  des  quantités  de  la  forme  <p{m(i-\- fiß).  Oron 
peut  à  Taide  d'un  théorème  démontré  dans  le  paragraphe  précédent  trouver 
pour  (ps  une  autre  expression  beaucoup  plus  simple.  En  effet,  en  vertu 
du  théorème  VII  l'équation  (40)  donnera  nécessairement 

^{in  +  i)e  =  o 
d'où  l'on  tire 


e  = 


2fl  +   I 
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et  par  suite 


^^  "~  ^\   2n  +  I    / 


où  m  et  /x  sont  deux  nombres  entiers.  11  en  résulte  en  vertu  de  la  for- 
mule (38)  qu'on  pourra  toujours  trouver  deux  nombres  entiers  m  et  /i 
tels  que 


(juelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  des  nombres  entiers  k  et  A:'. 
On  aura  en  substituant  les  valeurs  a  =  - — 7— ,  ß  =  - — — - 

^\    2/1  +   I    /         2n+  l'  ^m  ^/i  '  ^\      2/*  +  I       / 

Ijiîs  noml)res  entiers  m  et  fi  du  premier  membre  dépendront  de  la  valeur 
de  k  et  k\  Par  un  raisonnement,  ([ue  je  supprime  ici,  je  suis  parvenu  à 
démontrer  que  m  =  —  ( —  1  )".«&',  /i  =  +  ( —  i)"A/2,  en  sorte  qu'on  aura 
pour  des  valeurs  quelcon([ues  entières  de  k  ,  k'  et  n 


ou 


^  2;r        ,     .    .        2;r 

^   =   COS ; 1-   i  Sin  ; 


2n  +  i    '  2n  +  i 


On  pourra  déduire  de  la  formule  précédente  plusieurs  autres  qui  sont 
plus  simples.  Ainsi  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  f?""*  et  qu'on 
prenne  ensuite  la  somme  par  rapport  à  k'  depuis  k'  =  o  jusqu  à  k'  =  2n 
on  trouvera 

/        \      V*^     MB*      /2m(o  +  2nmi\         .  .„ .  .    ^      ....    (nk'(o  —  iikŒx  \ 

(.03)  \s-A-^i^^^^)  =  (-  ')  •  \r^  K  2»+.  )• 

Si  l'on  fait  A  =  o,  on  obtiendra  en  développant  cette  formule: 

=(-r'|^-YG-^)+<*->t:^)+...+»->G^)}- 
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En  umltipliant  les  deux  membres  de  Téquation  (102)  paa*  <?""*  et  prenant 
ensuite  la  somme  par  rapport  à  k  depuis  k  =  o  jusqu'à  Ä;  =  2n,  on  ob- 
tiendra 

(.05)  t,  •y-^i^-'^^) = (-  -)"'.  t.  ^-K"^^^;^-)- 

Pour  k'  =  o  on  obtiendra  la  formule 

.  /   2v€0  \   ,       /2vo)  +  20 i \    ,       /2wci  +  A{öi\    .  ,       /2vû;  +  4nfi>i\ 

=  (-■)••{  *->(i^)  +  ^- vG4fi)  +  •  •  • + -»-K^)  >  • 

Si  Ion  suppose  par  ex.  dans  les  deux  formules  (104),  (106)  «=  i,  v  =  2 
on  obtiendra: 

/  4Ä>i\    ,       /2io  +  4fi)t\    ,       /4w  +  4/5i\  .    2n       /to\ 

(4û>\     ,       /4r«;  +  2mi\    ,       /4«  +  4fi)i\  .     2;r       /ß>t\ 


ou  bien 


on  en  tire 


(107) 


t)n    pourra    encore    trouver    d'autres   relations  plus  simples  que  celles  ex- 
primées par  les  formules  (104),  (106).     On  a  en  effet: 

(.08)    o  =  ,(£»i)  -r.C^)  +  .->("^')  +  ^-.(î^?) 
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-  »"-'>(^^^) +...-(-.)■.{*"■  K^^) + *^->(=S:T)l  ■ 

Ces  équations  peuvent  remplacer  la  formule  (102)  clans  toute  sa  géné- 
ralité. Elles  donneront  des  résultats  différents  pour  w  =  o ,  i  ,  2  ,  3  ,  . . . ,  n, 
mais  ceux  qu'on  obtiendra  pour  une  autre  valeur  de  m  rentreront  dans 
ceux-là. 

8  5- 

Je  terminerai  ce  second  mémoire  par  Fénoncé  de  plusieurs  théorèmes 
qui  me  paraissent  de  quelque  importance. 

Théorème  XIV.     Soient    pour    abréger    a  = où    les    trois 

nombres  entiers  «i,/x,  2n+  i   ne  sont  pas  divisibles  par  le  même  facteur  et 


c,  =  c 


*  I  —  c*f>*a  *  I  —  c'^'2a  '  "  I  —  c^f^na  ^ 


e    ==  ö««+i    I  —c V«    I  —  c V2g        I  —  c Vng 
*  '  I  +  6"^'a  *  I  +  e'f>'2a  *  "  '  I  -h  e*<p*na  ' 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  P  une  fonction  quelconque  entière  des 
2n  quantités: 

^^ ,  ^{e  +  a) ,  î2?(^  +  2«) ,  .  .  .  ,  ^(<?  +  2na) 

qui  aura  la  propriété  de  rester  invariable  par  le  changement  de  Ö  en  tf  -f  a  ; 
on  pourra  toujours  faire 

où  2^  et  î  »ont  deux  fonctions  entières  de  la  quantité  y.  Si  l'on  désigne 
par  F  la  valeur  de  P  lorsqu'on  y  change  le  signe  de  a  on  aura  en  même 
temps 

P  =p  —  q.yj{\—c\y^i  +  e\^. 

En  désignant  par  v  le  degré  de  la  fonction  proposée  P  par  rapport  à  ^tf , 
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les    fonctions    p    et    q    seront    respectivement    des  degrés  v  et  v  —  2   par 
rapport  à  y. 

La   démonstration   de   ce  théorème  est  principalement  fondée  sur  cela 
que  les  racines  de  Téquation 

(i  lo)  o  =  x{f>^a  —  05^(^*2«  —  rr*) .  .  .  (^*wa  —  a:*) 

—  y(i  +  6VV*a.^^(i  +  cVV2a..r*)  .  .  .  (i  +  «V^'wa.a;') 

sont  les  2n  +  i   quantités 

^â  ,  ^{d  +  a)  ,  ,  .  .  ,  ^{0  +  2wa). 
Si  Ton  pose  par  ex.: 

p  =  ^0  ^  ^[0  ^  a)  +  .  .  .  +  ^{â  +  2na) 
on  trouvera  cette  formule: 

(m)     {'-i)\f>0.p{a—â).p{a+d)...^{na+â),y{na—e).e^''.c^\{^a.f^2a.,.f^nay 
=  ^â  +  ç>{â  +  a)  +  ^{â+  2a)  +  ...  +  ip{ß  +  2na). 

Si  Von  fait: 

(i  1  2)       P=  {ip0  +  d^ip{d  +  a)  +  à^'^ifie  +  2a)  +  . . .  +  (?*->(^  +  2»a)}'"+» 

où 

^                   2;r       ,     .    .        2ff 
d  =  COS ; h  i  sm ; — , 

2»l  +  I     '  2n  +  I 

P  aura  la  propriété  requise  et  Ton  trouvera: 

(113)  P  =  %y  +  <^y  +  «,!/'  +  • . .  +  ««y'"-'' 

où  les  coefficients  «o  »  ^i  >  •  •  •  >  *o  >  *i  >  •  •  •  >  ^»-i  satisfont  à  Téquation 
pour  uno  valeur  quelconque  y. 
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Connaissant  la  valeur  de  P  pour  chaque  valeur  de  /i  il  est  facile  d'en 
tirer  la  résolution  algébrique  de  Téquation.  On  a  en  effet  en  désignant 
par  P^,  la  valeur  de  P  qui  répond  à  [x: 

(i  15)       ipd  +  d^'(p{e  +  a)  +  à^^ip{d  +  2«)  +  . . .  +  <?««'>(<?  +  2wa)  =  "X^p: 

d'où  l'on  tire  ensuite  en  faisant  /i  =  o ,  i  ,  2  ,  . . . ,  2w 

(116)  fr(^  +  ma)  =  ^^^^  {(—  i)»c'"^'»(jra  .  js)2a  . . .  jP»a)' .  y 

ce  qui  est  l'expression  d'une  racine  quelconque  de  l'équation. 

Théorème  XV.     La  quantité  (p{ — *-\  pourra  toujours  s'exprimer 

algébriquement  en  fonction  de  (p( — 77" )•     On  aura  en  effet 

où  -4 ,  i4,  ,  . . . ,  A^^  sont  des  quantités  réelles  et  en  même  temps  des  fonc- 
tions rationnelles  des  deux  quantités  <p{ — —  1  et  sin  ( — 37~)-    PourÂ:  =  o 


on  aura 


Il  est  à  remarquer  que  lune  des  quantités  -^4, ,  ^j,  . . . ,  A^n  est  nécessaire- 
ment égale  à  zéro.     Cela  se  voit  à  l'aide  de  la  formule  (108). 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  des  deux  formules  (116), 
(104). 

Théorème  XYI.      Si    les    deux  quantités  a>  et  c5  sont  liées  entre  elles 
par  l'équation  û>  =  cö  .  yj2n  +  i ,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
1  1 


c 

/ 


dx 


yj2n  +    l 


yj{l  —  r,'x^\    +  e'x'')  ^  J     \/(^   +  ^-'^'Xï  -  «'*"0 


r d^ 


0 
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oil  e  et  C  sont  des  quantités  réelles  et  positives,  alors  la  fonction  p  aura 
la  propriété  suivante: 

OÙ  /i  désigne  un  nombre  entier  quelconque. 

Si  par  ex.  n  =  2,  /j£  =  I   on  aura  œ  =  Sy/J  et 

^(T)-K?)-^^"(i)'KT)=-^^-Kf)- 

Fin  du  second  mémoire. 
Christiania  le  27  août  1828. 


Âeta  fnathêmatieo.    26.    Imprimé  le  7  arrll  1902. 
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SUR  LES  FONCTIONS  ABÉLIENNES 

PAB 

H.  POINCAEÉ 

à  PiLBIB. 

§  1.    Introduction. 

Je  voudrais,  sur  la  demande  de  M.  Mixta g-Leffler,  présenter  ici 
on  exposé  d'ensemble  de  mes  travaux  sur  les  fonctions  abéliennes,  en  y 
ajoutant  les  quelques  résultats  nouveaux  que  j  ai  pu  obtenir  dans  ces 
derniers  temps. 

Une  courbe  C  de  genre  p  admet  p  intégrales  de  première  espèce 

et  si  cette  courbe  C  est  coupée  par  une  autre  courbe  algébrique  variable 
C'y  le  théorème  d'Abel  nous  apprend  que  la  somme  des  valeurs  de  l'in- 
tégrale tt^  aux  divers  points  d'intersection  est  une  constante. 

Si  la  courbe  C  est  adjointe  à  C  et  de  degré  suffisant  (j'appelle  D 
ce  degré)  et  que  le  nombre  des  points  d'intersection  de  C  et  de  C  autres 
que  les  points  doubles  soit  égal  à  9 ,  on  sait  que  q  —  p  de  ces  points 
peuvent  être  choisis  à  volonté. 

Prenons  alors  p  points  quelconques  sur  C;  soient  ilfj ,  J!f, ,  . . . ,  M^, 
ces  points  et  considérons  d'une  part  lés  p  sommes  suivantes: 


(0  Vjfc  =  %l  +  Wjfc.,  +  ...+%, 


(*-J,2,...,p) 


OÙ  Uf,i  représente  la  valeur  de  l'intégrale  u^.  au  point  Jf»;  et  envisageons 
d'autre  part  un  certain  nombre  de  fonctions  symétriques  des  coordonnées 
des  p  points  ikf ,  ,  ilf ^ ,  . . . ,  Mp  et  que  j'appellerai  les  fonctions   0, 

Acta  mathematiea.    26.    Imprimé  le  7  avril  1902. 
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Je  pourrai  choisir  p  +  i  fonctions  0  de  telle  façon  que  toutes  les 
autres  fonctions  symétriques  des  coordonnées  des  points  M  s  expriment 
rationnellement  par  le  moyen  de  ces  p  +  i  fonctions,  c'est  à  dire  qu'à 
un  système  de  valeurs  de  ces  ^  +  i  fonctions  ne  puisse  correspondre  plus 
d'un  système  de  p  points  M.  Ces  p  +  i  fonctions  seront  d'ailleurs  liées 
par  une  relation  algébrique. 

Ces  p  +  i  fonctions  0  seront  des  fonctions  analytiques  des  t;^;  et 
ces  fonctions  seront  holomorphes  sauf  peut-être  en  certains  points  sin- 
guliers. Je  pourrai  toujours  trouver  un  système  de  points  M  dans  le 
voisinage  desquels  les  fonctions  0  soient  holomorphes.  Je  puis  d'ailleurs 
supposer  que  ce  système  particulier  dé  points  correspond  aux  valeurs  Vf,  =  0] 
car  les  intégrales  %  ne  sont  définies  qu'à  une  constante  près  et  je  puis 
disposer  de  cette  constante  arbitraire  de  façon  que  t;^  s^annule  pour  ce 
système  particulier  de  points.  Dans  ces  conditions  je  puis  dire  que  les 
fonctions  0  sont  holomorphes  pourvu  que  les  modules  des  v  soient  suffi- 
samment petits. 

Cela  posé,  choisissons  sur  C  un  nombre  q  —  2p  de  points  fixes  que 
j'appellerai 

-4^ ,  -4 j ,  . . . ,  A^^2p  • 

Soit  a«  la  valeur  de  l'intégrale  w*  au  point  A^  et  soit: 

ßk   =   <^k\    +    <^k2  +    '   -  '    +    <^k.q-2p  • 

Par  les  p  points  M  et  par  les  g  —  2p  points  A  je  puis  faire  passer  une 
courbe  adjointe  C  de  degré  D  et  une  seule.  Cette  courbe  coupe  C  en  tout 
en  q  points  en  dehors  des  points  doubles,  elle  passera  donc  encore  par  p 
autres  points  que  j'appelle 

J'appelle  ul^  la  valeur  de  Uf,  en  M^  et  je  pose: 

^k  =  «*i.i  +  K,i  +  . . .  +  <.p' 

Soient  0{Vk)  les  valeurs  des  fonctions  0  correspondant  au  système  des 
M\  A  un  système  de  points  M  correspond  un  système  de  points  M'  et 
un  seul  puisque  par  les  points  M  et  A  je  ne  puis  faire  passer  qu'une  seule 
courbe  C.  H  en  résulte  que  les  fonctions  0{v'i,)  s'expriment  rationnelle- 
ment par  le  moyen  des  fonctions   0{v^. 
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D*autre  part  le  théorème  d'Abel  nous  apprend  que  l'on  a: 

Vk  +  ßk  +  ^k  =  Tk 

les  Yi  étant  des  constantes.  Donc  les  ö>(t;i)  =  4^{ft  —  ßt  —  ^*)  »ont  des 
fonctions  rationnelles  des  0{vi^).  Mais  les  points  Ä  ont  été  choisis  arbi- 
trairement sur  C;  donc  les  constantes  ß^  et  par  conséquent  les  fit  —  ßk 
sont  quelconques  pourvu  que  le  degré  dé  C  ait  été  pris  assez  grand  pour 
que  g'>  3i>.  Donc  quelles  que  soient  les  constantes  Aj^,  les  0{Xt  —  t;^) 
sont  des  fonctions  rationnelles  des   ^(t^i). 

Donc  quelles  que  soient  les  constantes  X  et  fi  y  les 

A,  +  t;,)=  0[{X,+fik)  —  {ßk  —  v,)] 


sont  des  fonctions  rationnelles  des  0{fii  —  v*)  qui  sont  eux-mêmes  des 
fonctions  rationnelles  des  ^(vjt).  Les  0{Åi,  +  Vk)  sont  donc  des  fonctions 
rationnelles  des  0{Vi^)\  en  permutant  le  rôle  des  quantités  Xj^  et  Vi^y  on  voit 
que  ce  sont  aussi  des  fonctions  rationnelles  des  (P(^).  Les  ^(A^-l-t;;^)  sont 
donc  des  fonctions  rationnelles  des  0{vi^)  et  des  <9(A^).  Si  nous  faisons 
^*  =  ^A)  uous  voyons  que  les  0{2Vi^  sont  des  fonctions  rationnelles  des  0{vig). 

Or  j'ai  dit  que  les  0{Vif)  sont  holomorphes  si  le  module  de  t;^  est 
suffisamment  petit,  plus  petit  que  p  par  exemple.  Alors  les  0{2V^  qui 
sont  rationnels  par  rapport  aux  ^(t;^^)  seront  holomorphes  si  \v\  < p\  donc 
les  0{vj^  sont  méromorphes  si  |t;|  <  2^.  Mais  alors  les  0{2v,)  étant 
rationnels  par  rapport  aux  0{vi)  seront  méromorphes  pourvu  que  |t;|<  2^. 
Donc  les   0{v,)  seront  méromorphes  pourvu  que  |«?|<4/o;  et  ainsi  de  suite. 

En  résumé  les  0  sont  des  fonctions  uniformes  et  méromorphes  des  v 
pour  toutes  les  valeurs  de  ces  variables. 

Quand  l'un  des  points  M  décrit  un  cycle  sur  la  surface  de  Biemann 
correspondant  à  la  courbe  C,  les  fonctions  0  reviennent  à  leurs  valeurs 
primitives,  et  les  intégrales  %  et  par  conséquent  les  Vj^  augmentent  d'une 
période.  H  en  résulte  que  les  fonctions  0  sont  périodiques;  ce  sont  des 
fonctions  à  p  variables  et  à  2p  périodes. 

C'est  ainsi  qu'on  a  été  conduit  aux  fonctions  abéliennes,  et  Biemann 
a   montré    comment   on   peut  les  exprimer  par  le  moyen  des  fonctions  0, 

Mais   une   courbe   de  genre  jp,   dépend   de   3p — 3  paramètre,  tandis 

qu'une  fonction  0  àe  p  variables  dépend  de  ^-^ paramètres.  Ce  second 
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nombre  est  plus  grand  que  le  premier  sauf  pouf  p  =  2  et  pour  'p=  3. 
H  y  a  donc  des  fonctions  0  de  p  variables  qui  ne  peuvent  pas  être 
engendrées  par  une  courbe  de  genre  j^  de  la  façon  que  je  viens  de  dire; 
aussi  appellerai-je  fonctions  0  spéciales  et  fonctions  abéliennes  spéciales 
celles  qui  sont  susceptibles  de  ce  mode  de  génération. 

Une  des  premières  questions  à  résoudre  est  donc  de  reconnaître  les 
relations  des  fonctions  abéliennes  spéciales  avec  les  fonctions  abéliennes 
générales  et  les  caractères  qui  les  différencient  les  unes  des  autres. 

Mais  une  autre  question  se  pose.  Biemann  a  démontré  qu'il  y  a 
une  certaine  relation  entre  les  périodes  d'une  fonction  abélienne  spéciale. 
Si  cette  relation  a  lieu,  on  peut  former  la  fonction  0]  si  elle  n'a  pas  lieu, 
la  fonction  0  n'existe  pas.  Nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  des  fonctions 
0  qui  ne  sont  pas  spéciales,  et  par  conséquent  des  fonctions  2p  fois  pé- 
riodiques qui  ne  sont  pas  spéciales  et  dont  les  périodes  sont  cependant 
liées  par  la  relation  de  Biemann. 

Mais,  ne  peut-il  pas  exister  aussi  des  fonctions  2p  fois  périodiques 
dont  les  périodes  ne  sont  pa«  liées  par  une  semblable  relation  et  qui  ne 
peuvent  pas  s'exprimer  par  les  fonctions  0?  La  réponse  doit  être  négative. 
Toute  fonction  à  p  variables  et  2p  périodes  peut  s'exprimer  par  les  fonc- 
tions 0. 

C'est  là  un  théorème  que  j'appellerai  le  théorème  B  et  sur  lequel  je 
reviendrai  dans  la  suite. 

Mais  je  dois  d'abord  parler  d'un  autre  théorème  que  j'appellerai  le 
théorème  Ä  et  d'après  lequel  entre  p  +  1  fonctions  à  p  variables  et  à  2p 
périodes  il  y  a  toujours  une  relation  algébrique. 


§  2.    Démonstration  du  théorème  A. 

Théorème  A.  Si  l'on  a  p  +  i  fonctions  de  p  variables,  méromorphes 
pour  toutes  les  valeurs  de  ces  p  variables  et  admettant  2p  périodes  distinctes, 
ces  fonctions  sont  liées  par  une  relation  algébrique. 

Dans  la  plupart  des  démonstrations  du  théorème  -B,  on  s'appuie  sur 
le  théorème  A  et  on  a  déjà  proposé  plusieurs  démonstrations  de  ce  théorème 
A,     On   pourrait   d'ailleurs   s'en  passer  puisque  je  donnerai  plus  loin  une 
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démonstiration  du  théorème  B^  indépendante  du  théorème  A  et  que  d'ailleurs 
rien  n'est  plus  facile  que  de  déduire  le  théorème  A  du  théorème  B. 

Je  ne  crois  pourtant  pas  inutile  de  développer  ici  une  démonstration 
nouvelle  du  théorème  A  que  je  n'avais  fait  qu'esquisser  dans  les  Comptes 
Bendus  en   1897. 

Soient  JP,  ,  -F, ,  . . . ,  i'^^,  des  fonctions  des  p  variables  t;,  méromorphes 
pour  toutes  les  valeurs  finies  de  ces  variables  et  admettant  2p  périodes. 
Je  considère  les  zéros  communs  à  ces  p  fonctions  qui  sont  à  l'intérieur 
du  prismatoïde  des  périodes. 

1ère  proposition. 

Je  dis  d'abord  que  ces  zéros  communs,  ou  bien  sont  en  nombre  fini, 
ou  bien  forment  un  continuum. 
Soit  en  effet 


^1  =  «n  ^3  =  «a    >      •    •    •    »      ^P  =  «, 


p 


un  des  zéros  communs  des  fonctions  F,  c'est  à  dire  un  système  de  valeurs 
des  V  pour  lequel  on  a: 

F,  ==  F,  =  . . .  =  i^p  =  o. 

D'après  notre  hypothèse,  les  fonctions  F  sont  méromorphes  pour  toutes  les 
valeurs  des  v;  cela  signifie  que  si  l'on  considère  les  parties  réelles  et 
imaginaires  des  v  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace  à  2p 
dimensions  l'on  peut  construire  dans  cet  espace  une  série  de  domaines 
Dj  ,  D, ,  . . .  qui  seront  par  exemple  des  hypersphères  et  cela  de  telle  façon  : 

1°  que  tout  point  de  l'espace  à  2p  dimensions  appartienne  au  moins 
à  l'un  de  ces  domaines. 

2°  que  si  R  est  une  région  finie  quelconque  de  cet  espace,  pp,r  exemple 
le  prismatoïde  des  périodes,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  domaines  D 
qui  soient  en  totalité  ou  en  partie  contenus  dans  la  région  R. 

3^  qu'à  l'intérieur  de  chaque  domaine  D,  on  ait: 

P         •  P  P 

les  fonctions  P^ ,  P, ,  . . . ,  P^;  Ç,  ,  Ç, ,  . . . ,  Ç;,;  étant  holomorphes  dans 
tout  le  domaine  D.  • 
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Si  maintenant  deux  des  domaines  D  et  D^  ont  une  partie  commmie 
(ce  qui  arrivera  forcément,  car,  puisque  nous  voulons  que  tout  point  de 
l'espace  soit  intérieur  au  moins  à  l'un  de  nos  domaines,  il  doit  exister 
des  régions  de  l'espace  communes  à  plusieurs  domaines)  nous  avons  dans 
le  domaine  D: 

F  =^, 
'      (2/    . 

dans  le  domaine  2>,  : 

p' 
F  =  — 

et  par  conséquent  dans  la  partie  commune 

Il  ne  s'ensuit  pas  que  dans  cette  partie  commune  Pi  est  égal  k  P[  et  Qi 
à  Q[,  J'ai  démontré  il  est  vrai  dans  le  tome  2  des  Acta  mathematica 
un  théorème  d'après  lequel  toute  fonction  méromorphe  dans  tout  l'espace 
peut  toujours  être  considérée  comme  le  quotient  de  deux  fonctions  holo- 
morphes dans  tout  l'espace.  Depuis  M.  Cousin  a  donné  dans  sa  thèse  une 
démonstration  de  ce  même  théorème. 

Il  en  résulterait  alors  que  les  deux  fonctions  holomorphes  Pj  et  Q^ 
pourraient  être  supposées  les  mêmes  dans  tous  les  domaines.  Mais  je 
voudrais  éviter  pour  le  moment  de  m'appuyer  sur  ce  théorème. 

Démonstration  de  la  i*'*  proposition. 

H  s'agit  de  démontrer  qu'à  l'intérieur  du  domaine  D,  les  jp  fonctions 
holomorphes 

P     P  P 

ne  peuvent  avoir  un  nombre  infini  de  zéros,  à  moins  que  l'ensemble  de 
ces  zéros  ne  forme  un  continuum  analytique. 

Si  en  effet  ces  fonctions  possédaient  un  nombre  infini  de  zéros  com- 
muns, à  l'intérieur  de  D,  il  devrait  y  avoir  dans  D  un  point: 

^1    =   «U  ^.    =   «î     >         •     •     •     ,        ^P   =   <^P 
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dans  le  voisinage  duquel  il  j  aurait  une  infinité  de  zéros  communs  à  nos 
p  fonctions.     Cela  posé;  supposons  que  nos  p  équations 


(0 


p,  =P,  =  ...  =  P,  =  c 


ne  se  réduisent  pas  toutes  à  des  identités;  que  par  exemple  P,  ne  soit  pas 
identiquement  nul.  Je  pourrai  supposer  que  P,  =  o  ne  se  réduit  pas  à 
une  identité  quand  on  fait 


^f  =  «,. 


V,  =  ap. 


Si  en  effet  cela  avait  lieu  on  pourrait  tourner  la  difficulté  par  un  simple 
changement  linéaire  de  variables.  Comme  Pj  n'est  pas  identiquement  nul, 
il  y  a  toujours  un  point 


Ä,  ^.  =A   > 


Ä 


pour  lequel  P^  n*est  pas  nul.  Soient  alors  t^î ,  vj,  . . . ,  t?,,  p  combinaisons 
linéaires  des  v;  aj  ,  aj ,  . . . ,  a^  les  combinaisons  linéaires  correspondantes 
des  a.  /^i  ,  /9i ,  . . . ,  /9^  les  combinaisons  linéaires  correspondantes  des  ß. 
Je  pourrai  choisir  les  coefficients  de  ces  combinaisons  linéaires  de  telle 
sorte  que: 

Je  prendrai  alors  les  v'  comme  nouvelles  variables  et  je  verrai  que  l'équa- 
tion Pj  =  o  ne  se  réduit  pas  à  une  identité  pour 


t;;  =  ai,        v;  =  a; 


v;  =  a;. 


Supposons  donc  que  P,  ne  s'annule  pas  identiquement  pour  v,  =  a,, 
t;,  =  a,,  . . . ,  Vp  =  a^.  Alors  en  vertu  des  lemmes  que  j  ai  démontrés  au 
début  de  ma  Thèse  Inaugurale,  l'équation  Pj  ==  o  définira  v^  —  «j  en 
fonction  algébroïde  de  v,  —  «j ,  ^j  —  «s ,  •  •  •  j  ^p  —  o^-  Donc  en  vertu 
des  mêmes  lemmes  P, ,  P3  ,  . . . ,  Pp  seront  aussi  des  fonctions  algébroïdes 
de  t;,  —  a, ,  ...,  v^,  —  o^  et  les  équations 


P  ^  P  =         — 
pourront  être  remplacées  par  les  suivantes 


P,-o 


Aotm  mêthmuiiUa.    26.    Impilm«  le  11  attU  1902. 
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OÙ  les  P  sont  des  fonctions  holomorphes  de 

Les  équations  (2)  sont  de  même  forme  que  les  équations  (i),  seulement  le 
uombre  des  équations  comme  celui  des  variables  est  diminué  d'une  unité. 

Si  ces  équations  (2)  se  réduisent  à  des  identités,  l'équation  P,  =  o 
suffit  pour  définir  les  zéros  communs  qui  forment  un  continuum  analj^ique 
à  ^  —  I   dimensions. 

Si  les  équations  (2)  ne  se  réduisent  pas  à  des  identités,  on  opérera 
sur  elles  comme  sur  les  équations  (1). 

On  ne  sera  arrêté  que  quand  on  arrivera  à  un  système  d'équations 
se  réduisant  à  des  identités,  auquel  cas  l'ensemble  des  zéros  formera  un 
continuum  analytique;  ou  quand  le  système  se  réduira  à  une  équation  à 
une  inconnue.  Mais  pour  une  équation  à  une  inconnue  dont  le  premier 
membre  est  holomorphe  et  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  identité,  on  sait 
qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  de  point  dans  le  voisinage  duquel  il  y  ait  une 
infinité  de  zéros. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Bemarque.  Pour  appliquer  ce  qui  précède  aux  fonctions  méromorphes 
F,  ,  F, ,  . . . ,  -Fp,  il  faut  préciser  ce  que  nous  devons  entendre  par  un  zéro 
de  Fj.  D'abord  F,  ne  pourra  pas  s'annuler  sans  que  P^  s'annule.  Tous 
les  zéros  de  F^  appartiennent  donc  à  P^  ;  mais  il  peut  arriver  qu'un  zéro 
de  Pj  n'appartienne  pas  à  Fj .  Soit  en  effet  t^»  =  a,-  un  zéro  de  P,  ;  suppo- 
sons que  Pj  et  Q^  soient  divisibles  par  une  même  fonction  H,  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  v^  =  a/ et  s'aAuulant  pour  v^  =  a,,  de  telle  sorte  que 

P,  =  HP'u       Q^^HQu 

PJ  et  Çî  étant  holomorphes  pour  t;/=  ot^.  Il  pourrait  se  faire  que  Pj  et 
H  s'annulant  pour  i;^-  =  ot^,  P[  ne  s'annulât  pas  pour  v^  s=  a^.  Dans  ce 
cas  Vi  i=  oii  serait  un  zéro  de  Pj,  mais  ne  serait  pas  un  zéro  de 

p    Pi    p; 

Reprenons  alors  la  démonstration  précédente  et  cherchons  comme  tout  à 
l'heure  les  zéros  communs  à  F,  ,  F^ ,  . . . ,  F^  et  voisins  de  v^  =  a»-.  Je 
suppose  que  Pj   et  Q^   spient  divisiblQ  par  11^  ;  P^  et  Q^  par  7/^  ;  ...  ;   P^ 
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et  Qp  par  i/^;  les  fonctions  H^  ,  H^ ,  . . , ,  Hp  étant  holomorphes,  dans  le 
voisinage  de  Vi  =  a»  et  nulles  pour  Vi  =  o^-.  Nous  remplacerons  alors  les 
équations  (i)  par  les  équations 

^^^  H,       H,       ••'       ffp       ''• 

Ce  sont  les  équations  (  i  ')  et  non  plus  les  équations  (  i  )  qui  nous  donneront 
les  zéros  communs  à  Fj ,  F, ,  . . . ,  Fp-,  mais  les  équations  (i')  étant  de  même 
forme  que  les  équations  (i)  il  n'y  a  rien  à  changer  au  raisonnement. 

Supposons  maintenant  que  Ion  envisage  la  partie  commune  aux  deux 
domaines  D  et  D^   et  que  dans  cette  partie  commune  on  ait: 

que  Pk  et  Ç^  soient  divisibles  par  iï^;  P^  et  Q'i,  par  -ff^;  les  fonctions  JET^ 

et  U'i,  étant  holomorphes  pour  t;j  =  a<  et  s'annulant  pour  17^  =  0^.    Supposons 

P  O 

enfin  que  ^  et  ^  ne  soient  divisibles  à  la  fois  par  aucune  fonction  ho- 

P'        0' 
lomorphe  s*annulant  pour  Vi  =  ai,  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  ^  ^^  jp* 

Alors  le  système  des  équations  (  i  ')  est  équivalent  au  système  des  équations 


(I") 


pi       p/  p' 

H[       H[       •"•        Hi       ''• 


2e  proposition. 

Si  les  fonctions  P^^  P^j  ,,,,  P^  qui  sont  holomorphes  dans  le  domaine  D 
dépendent  d  un  ou  plusieurs  paramètres  A  que  l'on  peut  faire  varier  d'une 
manière  continue  ;  si  on  considère  ceux  des  zéros  communs  aux  p  fonctions 
P  qui  sont  à  l'intérieur  d'un  domaine  A  intérieur  lui-même  à  D;  si  quand 
on  fait  varier  les  paramètres  A  entre  certaines  limites,  le  nombre  des  zéros 
communs  reste  fini;  ce  nombre  ne  peut  varier  que  si  un  des  zéros  se 
déplaçant  d'une  manière  continue  sort  du  domaine  A  ou  y  entrej  en  tra- 
versant la  frontière  de  ce  domaine. 

Nous  savons  en  effet  que  Cauchy  a  exprimé  le  nombre  des  zéros  de 
f{z)  situés  à  l'intérieur  d'un  contour  par  l'intégrale  définie: 


1.   ÇC± 
2inJ     f 
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prise  le  long  de  ce  contour,  et  que  Kroneckbr,  généralisant  le  théorème 
de  Cauchy,  a  exprimé  le  nombre  des  zéros  communs  à  P^  ,  P, ,  . . . ,  Pp  à 
rintérieur  de  A  par  une  intégrale  multiple  prise  le  long  de  la  frontière  de  A. 

La  fonction  sous  le  signe  J  reste  d'ailleurs  finie  et  continue  sauf 
pour  les  zéros  communs  aux  fonctions  P,  de  sorte  que  si  aucun  de  ces 
zéros  ne  se  trouve  sur  la  frontière  de  A,  Tintégrale  de  Kkoneckbk  reste 
finie  et  est  une  fonction  continue  des  A. 

Si  le  nombre  des  zéros  communs  est  infini,  il  y  en  a  en  général  sur 
la  frontière  de  A  et  l'intégrale  est  dans  ce  cas  dépourvue  de  sens.  Mais 
si  ce  nombre  est  fini,  il  n  y  en  aura  pas  en  général  sur  la  frontière  de 
A;  s'il  y  en  avait,  il  suffirait  pour  tourner  la  difficulté  de  déformer  in- 
finiment peu  le  domaine  A. 

L'intégrale  de  Kroneckek  est  une  fonction  continue  des  A,  tant  qu'il 

n'y   a  pas  de   zéros  communs  sur  la  frontière  de  A,  et  comme  sa  valeur 

est    toujours    un    nombre    entier    elle   doit  être  constante.     Le  nombre  de 

ces  zéros  communs  ne  peut  donc  varier  que  quand  l'un  d'eux  vient  sur  la 

frontière  de  A. 

C.  Q.  F.  D. 

Bemarque.  Le  théorème  s'applique  d'ailleurs  immédiatement  aux  fonc- 
tions méromorphes  Fj ,  Fj, ,  . . . ,  F^,  puisque  les  zéros  communs  de  ces 
fonctions    sont    ceux    des    fonctions   holomorphes  que  nous  appelions  plus 

haut^,-^^,...,^^. 

Considérant  maintenant  un  domaine  A  formé  de  plusieurs  domaines 
partiels  A^  ,  A, ,  . . . ,  A^;  et  supposons  que  dans  chacune  de  ces  domaines 

P- 
partiels    la    fonction    F^    puisse    se    mettre  sous  la  forme  ^,  le  théorème 

s'applique  au  .domaine  total  A . 

En  effet  le  nombre  des  zéros  intérieurs  à  l'un  des  domaines  partiels 
A^  ne  peut  varier  que  si  un  zéro  franchit  la  frontière  de  ce  domaine; 
alors  de  deux  choses  l'une,  ou  bien  la  partie  de  la  frontière  de  A^  franchie 
par  le  zéro  appartient  à  la  frontière  du  domaine  total  A,  et  alors  notre 
zéro  a  franchi  la  frontière  de  A;  ou  bien  cette  partie  de  la  frontière  de 
Aç  sépare  A^  d'un  autre  domaine  partiel  Ap,  et  alors  le  nombre  des  zéros 
intérieurs  à   A    aura  diminué  d'une  unité;  mais  ^^  même  temps  celui  de^ 
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zéros  intérieurs  à  Ap  aura  augmenté  d'une  unité;  le  nombre  total  des  zéros 
intérieurs  à  A  n'aura  pas  changé. 

En  résumé  le  nombre  des  zéros  intérieurs  à  A  ne  peut  varier  que  si 
un  zéro  franchit  la  frontière  de  A. 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Ce  que  nous  avons  dit  jusquici  s'applique  à  toutes  les 
fonctions  méromorphes;  nous  allons  voir  maintenant  ce  qui  est  particulier 
aux  fonctions  abéliennes. 

Je  prendrai  pour  le  domaine  A  le  prismatoïde  des  périodes. 

Je  vois  que  le  nombre  des  zéros  communs  aux  p  fonctions  F  intérieui-s 
à  ce  prismatoïde  est  fini,  à  moins  que  leur  ensemble  ne  forme  un  conti- 
nuum analytique;  et  que,  quand  on  fait  varier  les  A,  ce  nombre,  s'il  reste 
fini,  ne  peut  varier  que  quand  un  zéro  franchit  la  frontière  du  prismatoïde. 
Il  augmente  d'une  unité  toutes  les  fois  qu'un  zéro  entre  dans  le  pris- 
matoïde, et  il  diminue  d'une  unité  toutes  les  fois  qu'un  zéro  en  sort. 

Mais,  à  cause  de  la  périodicité  supposée  de  nos  fonctions,  un  zéro  ne 
peut  entrer  dans  le  prismatoïde  sans  qu'un  autre  en  sorte;  le  nombre  de 
nos  zéros,  s'il  reste  fini,  demeure  donc  constant. 


3«  proposition. 

Soient    2'^,  ,  F^^ ,  . . . ,  -Fp^i,    p  +  i    fonctions  abéliennes  à  p  variables. 

Soient 

0      0  0 

P  combinaisons  linéaires  de  ces  ^  +  i   fonctions  de  telle  sorte  que: 

le  nombre  des  zéros  communs  aux  p  fonctions  0^  tant  qu'il  reste  fini,  est 
indépendant  des  coefficients  a. 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  des  propositions  précédentes. 

Le  résultat  peut  s'énoncer  dans  le  langage  géométrique. 

Considérons  jP^  ,  JP, ,  . . . ,  F^+i  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
l'espace  à  ^  +  i  dimensions  ;  comme  ces  fonctions  dépendent  seulement  de 
p    variables,    ce    point    sera    sur   une  certaine  variété  à  f  dimensions  que 
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j'appellerai  V;  notre  but  est  précisément  de  démontrer  que  cette  variété 
est  algébrique  et  nous  voyons  déjà  d'après  Tensemble  des  résultats  obtenus, 
que  le  nombre  des  points  d'intersections  de  cette  variété  avec  une  droite 
quelconque  est  fini,  à  moins  que  la  droite  ne  soit  tout  entière  sur  la  variété 
et  que  ce  nombre  est  consfcint  pour  toutes  les  droites  qui  ne  sont  pas  tout 
entières  sur  la  variété.     Soit  q  ce  nombre. 

Considérons  maintenant,  au  lieu  d'une  droite,  une  courbe  algébrique 
quelconque  C  d'ordre  n\  je  dis  que  le  nombre  des  points  d'intersection 
de  cette  courbe  avec  F  sera  nq  à  moins  que  la  courbe  ne  soit  tout  entière 
sur  la  variété  ou  qu'elle  se  décompose  en  plusieurs  composantes, .  une  de 
ces  composantes  étant  tout  entière  sur  la  variété. 

Il  me  suffira  de  démontrer  cela  pour  les  courbes  planes,  c'est  à  dire 
pour  les  courbes  situées  sur  une  variété  plane  à  2  dimensions.  L'équation 
générale  d'une  pareille  courbe  est: 

0=0,  <p^  ==  (p,  =  .  .  .  =  (p^_,  =  o; 

0  étant  un  polynôme  entier  d'ordre  n  et  les  0  des  polynômes  du  1  """^  ordre 
par  rapport  aux  F,  Ijo  nombre  des  points  d'intersection,  tant  qu'il  reste 
fini,  est  indépendant  des  coefficients  du  polynôme  B\  or  quand  ce  poly- 
nôme fi  se  décompose  en  n  facteurs  linéaires,  ce  nombre  est  évidemment 
nq.  Et  d'un  autre  côté  ce  nombre  ne  peut  devenir  infini  que  si  l'ensemble 
des  points  d'intersection  forme  un  continuum  analytique,  c'est  à  dire  qu'il 
doit  être  formé  de  tous  les  points  de  l'une  au  moins  des  composantes  de 
notre  courbe  C, 

La  même  démonstration  s'appliquerait  sans  changement  à  une  courbe 
qui  serait  une  »intersection  complète»,  c'est  à  dire  dont  l'équation  s'écrirait: 

0^  =  »^  =  .  .  .  =  0^  =  o 

les  S  étant  des  polynômes  de  degré  quelconque.  Pour  étendre  enfin  le 
résultat  à  une  courbe  C  qui  ne  serait  pas  une  intersection  complète,  il  suffit 
d'observer  qu'on  peut  toujours  trouver  une  intersection  complète  qui  se 
compose  de  C  et  d'un  certain  nombre  de  droites. 

40  proposition. 
La  variété   F  est  algébrique. 
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Soit  en  effet  9  un  polynôme  entier  quelconque  d'ordre  n  en  F^,  F^^  .,,, 


Fp+i.     Il  contient 

(«+!>+  1) 

.     Vp  = 

n   (p+  i) 

coefficients  arbitraires. 
Soit 

V,  =  a,   ,    •.  .   . 

=  a. 

un  système  quelconque  de  valeurs  des  v;  nous  allons  chercher  à  annuler 
la  fonction  6  et  ses  dérivées  d'ordre  i  ,  2  ,  . . . ,  ?  par  rapport  aux  p  va- 
riables V  pour  le  point  v,  =  a»-..     Ces  dérivées  étant  au  nombre  de 


I  (nq  +  p) 


cela  sera  possible  pourvu  que 


I  (n  +  p  +  I)        [  {nq  +  }*) 


\_n  |(jp+  I)  I  wgr  |_p 

Or  on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  satisfaire  à  cette  inégalité, 
puisque  le  i'''  membre  est  un  polynôme  d'ordre  p  +  i  en  n  et  le  second 
membre  un  polynôme  d'ordre  p. 

La  variété  Ö  =  o,  aura  alors  avec  la  variété  V  un  contact  d'ordre 
nq  au  point  v^  =  a».  Un  plan  quelconque  à  2  dimensions  passant  par  le 
point  Vi  =  a,  coupera  la  variété  6  =  o  suivant  une  courbe  C  algébrique 
d'ordre  n  qui  aura  avec  V  un  contact  d'ordre  nq.  Cette  courbe  Ü  coupera 
donc   F  en  «g  +  I   points  confondus  avec  le  point  v^-  =  a<. 

Il  en  résulte  qu'elle  sera  tout  entière  sur  V  ou  qu'elle  se  décomposera, 
l'une  de  ses  composantes  C  étant  tout  entière  sur  C. 

L'ensemble  des  courbes  C"  engendrera  une  variété  V  k  p  dimensions. 
En  effet,  une  droite  quelconque  D  de  l'espace  à.  p  +  i  dimensions  ren- 
contrera F';  car  par  D  et  par  le  point  Vi  =  ai  je  puis  faire  passer  un  plan. 
Dans  ce  plan  se  trouvera  d'après  ce  qui  précède  une  des  courbes  G'  et 
cette  courbe  C  rencontrera  D;  car  une  droite  et  une  courbe  algébrique 
situées  dans  un  même  plan  se  rencontrent  toujours  soit  à  distance  finie, 
soit  à  l'infini.     Donc  D  rencontre   F',  puisque  cette  courbe  C  est  sur  V\ 

G.  Q.  F.  D. 
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Toutes  les  courbes  C  étant  sur  la  variété  Ö  =  o,  la  variété  V  sera 
tout  entière  sur  la  variété  algébrique  0  =  o.  Donc  ou  bien  ces  deux 
variétés  à  p  dimensions  sont  identiques,  ou  bien  la  variété  algébrique 
Ö  =  o  se  décompose  et  V  est  Tune  de  ces  composantes;  V  est  donc 
algébrique. 

Toutes  les  courbes  C"  étant  sur  F,  la  variété  F'  sera  tout  entière 
sur  F  et  comme  la  variété  F  ne  se  décompose  pas  puisqu'à  chaque 
système  de  valeurs  des  v  correspond  un  point  de  F  et  un  seul;  ces  deux 
variétés  doivent  être  identiques. 

Donc   F  est  algébrique.  C.  Q.  F.  D. 

Le  théorème  A  est  donc  démontré. 

Il  pourrait  y  avoir  une  difficulté  si  la  variété  F  avait  moins  de  p 
dimensions,  c'est  à  dire  s'il  y  avait  une  relation  entre  les  p  fonctions  F,, 
F^  y  , . . ,  Fpy  mais  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  |?  fonctions  abéliennes 
qui  ne  soient  liées  par  aucune  relation. 

Soit  en  effet  F{v^)  une  fonction  abélienne  quelconque;  considérons 
avec  M.   WiRTiNCrEU  les  p  fonctions 

F,{v,)  =  F{v,  +  a^) 

les  a  étant  des  constantes  quelconques.  Si  entre  ces  p  fonctions  il  y  avait 
une  relation,  leur  déterminant  fonctionnel  serait  nul,  et  comme  les  rxif,  sont 
quelconques,  le  déterminant  où  le  t'*  élément  de  la  A*'  ligne  est 

^l^(au,  a,*,  ...,  cipt) 

serait  identiquement  nul  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  p^ 
quantités  a.     Si  nous  considérons  les  p  quantités 

tt,  =  ail,  ^2  =  0^21   ,      .   .   .   ,     ^p  =  «pi 

comme    des    variables    et  les  p^  —  p  autres  a  comme  des  constantes,  cela 

veut  dire  que  la  fonction  F{u^ ,  «*2 ,  •  •  •  j  ^p)  satisfait  à  une  équation  de  la 

forme 

j  dF    ,     .   dF    .  i     A  dF        ^ 

c'est  à  dire  que  F  ne  dépend  que  de  ^  —  i  combinaisons  linéaires  des 
variables  u,  ce  que  nous  ne  supposerons  pas. 
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§  3.    jyémonatration  du  théorème  B. 

Théorème  B.  Toute  fonction  2p  fois  périodique  de  p  variables  peut 
s  exprimer  par  le  moyen  des  fonctions  6. 

BiEMANN  paraît  avoir  connu  ce  théorème;  en  tout  cas,  Weierstrass 
l'avait  démontré  et  je  crois  qu'il  avait  dû  dans  son  cours  exposer  les  prin« 
cipes  de  sa  démonstration;  quoi  qu'il  en  soit,  cette  démonstration  n'avait 
pas  été  publiée  et  ses  élèves,  s'ils  l'avaient  connue,  ne  l'avaient  commu- 
niquée à  personne.  C'est  ce  qui  nous  décida,  M.  Picard  et  moi,  à  aborder 
la  question  et  nous  donnâmes  une  démonstration  de  ce  théorème  dans  les 
Comptes  Bendus  en  1883.  Cette  i*"*  démonstration,  dont  nous  reparlerons 
plus  loin,  était-elle  identique  à  celle  de  Weierstrass,  nous  l'ignorions. 
Ce  n'est  que  longtemps  après,  au  moment  de  la  publication  des  oeuvres 
complètes  du  grand  géomètre  que  nous  avons  su  que  les  deux  méthodes 
ne  différaient  pas  essentiellement. 

M.  Appell  donna  ensuite  (Journal  de  Liouville  i 891)  une  2*  dé- 
monstration du  théorème  B  entièrement  différente  de  la  i*";  puis  vinrent 
deux  autres  démonstrations,  Tune  de  M.  Picard  (Comptes  Bendus,  tome 
124,  page  1490)  et  l'autre  de  moi  (Comptes  Bendus,  tome  124,  ps^e 
1407  et  Acta  mathematica,  tome  22). 

Cette  démonstration  du  tome  2  2  n'était  autre  chose  qu'une  adaptation 
à  un  but  nouveau  de  la  démonstration  que  j'avais  donnée  au  tome  2  d'un 
théorème  général  sur  les  fonctions  méromorphes;  j'ai  énoncé  plus  haut  un 
théorème  général  d'après  lequel  toute  fonction  méromorphe  est  le  quotient 
de  deux  fonctions  entières  et  j'ai  dit  qu'outre  ma  démonstration,  il  en  existe 
une  autre  qui  a  été  développée  par  M.  Cousin  dans  sa  thèse  (Acta  ma- 
thematica, tome  19). 

Eh  bien,  si  ma  démonstration  peut  être  adaptée  au  théorème  B,  il  en 
est  probablement  de  même  de  celle  de  M.  Cousin  ce  qui  nous  fournirait 
une  cinquième  démonstration  du  théorème  -B,  entièrement  différente  des  4 
premières.  Cependant  quand  j'ai  cherché  à  développer  cette  démonstra- 
tion en  lui  conservant  sa  forme  primitive,  j'ai  rencontré  certaines  diffi- 
cultés. J 'ai  donc  dû  y  introduire  certaines  modifications^  et  c'est  cette  dé- 
monstration modifiée,  qui  tient  pour  aussi  dire  le  milieu  entre  celle  de 
M.  Cousin  et  la  mienne  que  je  vais  chercher  à  adapter  à  Tétude  du  théorème 
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B.  Eappelons  d'abord  les  hypothèses  que  nous  faisons.  Nous  avons  dans 
l'espace  à  2p  dimensions  une  infinité  de  domaines 

tels  que  tout  point  de  l'espace  appartienne  au  moins  à  l'un  de  ces  do- 
maines et  que  dans  le  domaine  D^  par  exemple,  la  fonction  abélienne  F 
qu'il  s'agit  d'étudier  soit  égale  à 

W  F  =  |. 

Pi  et  Qi  étant  holomorphes  dans  le  domaine  D^. 

Nous  pouvons  supposer  qu'en  aucun  point  M  de  D^,  les  deux  fonc- 
tions Pi  et  Qi  ne  soient  divisibles  par  une  même  fonction  fl,  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  M  et  s'annulaut  en  My  de  telle  façon  que  l'on  ait: 

Pi^HPi,         Qi  =  HQ:, 

P'i  et  Q'i  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  M. 

On  pourrait  dire  que  si  cela  avait  lieu  on  diviserait  P,  et  Qi  par  -ET, 
et  que  dans  la  partie  D'^  du  domaine  D^  où  H  est  holomorphe,  on  écrirait: 

F  =  ?± 

p. 

au   lieu  de  F  =  -^.     Mais  ce  raisonnement  serait  insuffisant,  parce  qu'on 

pourrait  craindre  que  dans  le  domaine  D'i ,  qui  est  une  partie  de  i>«>,  ne  se 
trouvent  des  points  où  P^  et  Qi  fussent  eux-mêmes  divisibles  par  une  même 
fonction  holomorphe,  qu'on  soit  par  conséquent  obligé  de  détacher  du  do- 
maine D'i  un  domaine  plus  petit  D'/  où  l'expression  de  F  devrait  encore 
être  modifiée,  et  qu'on  ne  soit  forcé  de  poursuivre  cette  opération  in- 
définiment. 

Nous  raisonnerons  donc  de  la  manière  suivante. 

Soit  Vi  =  Oi  mx  point  situé  dans  le  domaine  Di^  et  où 

De  l'équation  Pf.  =  o,  on  pourra  tirer  »,  par  exemple  en  fonction  algébroïde 
de  f, ,  t7, ,  . . . ,  Vp.     L'équation  comportera  d'ailleurs  plusieurs  solutions 
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Pi  j  f'î  j  •  •  •  j  f^«  étant  des  fonctions  algébroïdes  de  v, ,  v, , t?p  se  ré- 
duisant à  a^  pour  r,  =  a,,  t?,  =  a,,  . . . ,  Vp  ==  a^. 

Nous  pourrons  autour  du  point  t;^=a»',  trouver  un  domaine  Ak  vx- 
térieur  à  D^  dans  lequel  les  fonctions  ^  restent  algébroïdes  et  dans  lequel 
enfin  Téquation  P^  =  o  n'admette  pas  d'autre  solution  que  leö  solutions  (2). 

Les  fonctions  algébroïdes  f>  pourront  se  répartir  en  groupes  de  la 
façon  suivante;  si 

{V^  —  f  |)(Vi  —  J^,)  .  .  .  (t^l  —  î^m) 

est  une  fonction  holomorphe  de  t;j ,  v, ,  • . , ,  Vp  dans  le  voisinage  de  Vi  =  a,- 
(ce  sera  bien  entendu  un  polynôme  entier  d'ordre  m  et  t? J  et  si  cette  fonc- 
tion holomorphe  est  irréductible,  c'est  à  dire  n'est  pas  le  produit  de  deux 
fonctions  holomorphes  de  même  forme,  nous  dirons  que  les  fonctions  fp,, 
9^9 }  "  '  i  9m  forment  un  même  groupe. 

D'ailleurs  les  dimensions  du  domaine  A^  restant  finies  quel  que  soit  le 
point  Vi^=  Oi  nous  pourrons  diviser  le  domaine  D^  en  un  nombre  ßni  de 
domaines  analogues  à  A^. 

Supposons  maintenant  qu'en  faisant  t;^  =  ^^ ,  on  annule  identiquement 
non  seulement  P^  mais  encore  Q^^;  il  en  sera  évidemment  de  même  quand 
on  fera  v,  =  jp,,  t^j  =  f?,,  . . . ,  Vj  =  ç^;  les  fonctions  f?t ,  f^s  j  •  •  •  >  f^w  étant 
les  autres  fonctions  du  même  groupe.  Supposons  pour  fixer  les  idées  qu'il 
y  ait  un  second  groupe  de  fonctions  f>[  y  f>i  y  •  •  •  j  f'i  <l^i  substituées  à  la 
place  de  v^  annulent  identiquement  P^  et  Q^  et  qu'il  n'y  en  ait  pas  d'autre. 

Alors  Pt  et  Q^  seront  divisibles  dans  le  domaine  A^^  par  la  fonction 
holomorphe: 

J^k  =  (t^i  —  JPi)(t^i  —  f'«)  •  •  •  («^1  —  9>fn){^i  —  fpO(«^i  —  f^i)  •  •  •  {^i  ~  pi) 
de  sorte  qu'on  aura 

Pk  =  J^k^ky       Qk  =  -fffcöi; 

les  fonctions  H^^  P'k  et  Qj^  resteront  holomorphes  dans  tout  le  domaine  A^^^ 
et  on  aura  dans  le  domaine  A;^ 

Pi  et  Qk  n'ayant  plus  de  facteur  commun  s'annulant  à  l'intérieur  de  A^. 
En    résumé    nous    pouvons    toujours   supposer  que  P^  et  Q^  ne  sont 
jamais    divisibles    par   un  même  facteur  Jï,  holomorphe  dans  le  voisinage 
d'un  point  intérieur  à  D^  et  s'annulant  en  ce  point. 
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p.  p 

Cela  poöé  supposons  que  Ton  ait  F=  ^r^  dans  le  domaine  D^  et  F=-p^ 

:    "»*  -    -  Q* 

dans  le  doni,aine  D^..     Si  les  deux  domaines  ont  une  partie  commune,  on 

aura  dans  cette  partie  commune 
^j  Pi  ne  peut  s'annuler  sans  que  P^  s'annule;  car  alors  on  aurait 

et  Qi  s'annulerait  en  ce  même  point.  Alors  Ç<  serait  divisible  par  P^,  car 
p-   est   holomorphe   puisque    Pj,  ne   s'annule  pas.     Donc  P,  et  Q^  seraient 

divisibles  par  un  même  facteur  P»-  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  que 

nous  venons  de  faire. 

P 
Donc   p^  ne  peut  devenir  infini  et  par  conséquent  est  holomorphe  dans 

p. 

toute  la  partie  commune  aux  deux  domaines  et  il  en  est  de  même  de  y-. 

Maintenant  la  fonction  F  étant  périodique,  chaque  prismatoïde  des 
périodes  sera  divisé  en  un  certain  nombre  de  domaines  Dj,\  et  on  pourra 
supposer  que  tous  ces  prismatoïdes  sont  divisés  de  la  même  manière  ,c'est 
à  dire  que  si  l'une  d'eux  comprend  n  domaines 

l'autre  comprendra  n  domaines 

TV     T)'  D' 

correspondant  respectivement  à  D^ ,  Dj, ,  . . . ,  2?„,  de  telle  façon  que  l'on 
passe  d'un  domaine  au  domaine  correspondant  en  augmentant  les  variables 
d'une  période. 

De  plus,  dans  deux  domaines  correspondants  D^  et  Di  les  fonctions 
P  et  Q  reprendront  les  mêmes  valeurs;  de  telle  sorte  que  l'on  aura  dans  D^: 

F  =  — 

Qk 
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et  dans  D'^: 

^  =  öi 

et  que 

P'A^i ,  v, ,  . . . ,  t;,)  =  Pt,{v,  +  y9i ,  v,  +  /9, ,  ., . ,  t;^  +  /9^), 

Ç;(t;, ,  v, ,  . . . ,  v^)  =  Qj,{v,  +  y9i ,  v,  +  ^  ,  . . . ,  v^  +  /9y); 

^1 9  A  >  '")  ßp  ^^^^^^  ^  période  par  laquelle  on  passe  de  Dk  et  jD][. 

Les  domaines  D^  y  D,  etc.  empiètent  les  xms  sur  les  autres,  mais  je 
puis  considérer  une  infinité  de  domaines  A^ ,  A,,  etc.  de  telle  façon: 
1°  que  le  domaine  Aj^  soit  intérieur  à  D^;  2°  que  tout  point  de  l'espace 
appartienne  à  un  des  domaines  A  et  à  un  seul,  à  moins  qu  il  n  appartienne 
à  la  frontière  qui  sépare  deux  de  ces  domaines. 

H  est  clair  que  les  domaines  A  restent  encore  arbitraires  dans  une 
certaine  mesure  et  que  je  puis  leur  faire  subir  de  petites  déformations  pourvu 
que  At  reste  intérieur  à  2?*. 

Considérons  deux  domaines  D^  et  D^  ayant  une  partie  commune;  nous 
aurons  respectivement  dans  ces  deux  domaines 

Soient  A,  et  A^  les  domaines  A  correspondant  à  2),  et  à  D^  et  soit 

S„^  la  frontière  qui  sépare  A«  de  A^. 

Je   considère    une   fonction   0  définie  de  la  façon  suivante.     Dans  le 

domaine  Ajt  on  aura: 

0  =  logP,, 

Ce  n*est  pas  une  fonction  qui  jouisse  de  la  continuité  analytique,  car  quand 
en  franchissant  8^^  on  passe  de  A,»  dans  A^,  cette  fonction  subit  un  saut 
brusque  égal  à 

On  peut  dire  encore  que  si  Ton  appelle  0'  la  continuation  analytique  de 
0  au  delà  de  S^^  quand  ayant  franchi  cette  coupure  on  a  passé  de  A, 
dans  A^,  on  aura  dans  A^: 

0-  <P'  =  log^. 
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Ce    qui    nous    intéresse    c'est   que    dans  la  partie  commune  à  D,  et  à  D^ 

P 
cette  fonction  logp^  sera  holomorphe,  car  le  rapport  de  P^  à  P»  ne  peut 

ni  s'annuler  ni  devenir  infini. 
Posons 

v*  =  %  +  iVk 

de  telle  façon  que  les  parties  réelles  et  imaginaires,  c'est  à  dire  les  x  et 
les  y  soient  les  coordonnées  d'un  point  dans  notre  espace  à  2p  dimensions. 

Soit  M'  un  point  situé  sur  la  variété  8^^  qui  a  2/)  —  i  dimensions, 
et  dont  les  coordonnées  seront  x'^  et  y^. 

Soit  M  le  point  de  coordonnées  courantes  x^  et  y^^.     Soit 


la  distance  de  ces  deux  points.  Soit  dm'  un  élément  de  la  variété  S^^ 
ayant  pour  centre  de  gravité  le  point  M'.  Soit  d'  xme  fonction  quelconque 
des  coordonnées  du  point  M'  et  envisageons  l'intégrale 


-J    r2p-2 


étendue  à  tous  les  éléments  dœ'  de  la  variété  S^ .  C'est  ce  qu'on  appelle 
le  potentiel  d'une  simple  couche.  Four  tous  les  points  situés  en  dehors  de 
8nq,  c'est  xme  fonction  holomorphe  des  x  et  des  y;  cette  fonction  reste 
finie  ainsi  que  ses  dérivées  quand  le  point  M  vient  sur  S^.  Si  la  variété 
S„^  est  analytique  et  si  d'autre  part  d'  est  une  fonction  analytique  des 
coordonnées  de  M\  il  arrivera  que  la  fonction  V  pourra  être  continuée 
analytiquement  au  delà  de  la  coupure  S^^.  Soit  alors  M^  et  M^  deux 
points  voisins  l'un  de  l'autre,  mais  situés  de  part  et  d'autre  de  cette  coupure. 
Soient  V^  et  V^  les  valeurs  de  l'intégrale  V  en  ces  deux  points;  soit  F' 
la  continuation  analytique  de  la  fonction  V  quand  partant  du  point  M^ 
on  franchit  la  coupure  et  soit   FJ  la  valeur  de   F'  en  M^, 

Alors  FJ  comme  F,  seront  des  fonctions  analytiques  des  coordonnées 
de  Jlfj,  mais  FJ  ne  sera  pas  en  général  égal  à  F^.  Nous  devons  observer 
que  dans  le  cas  d'une  simple  couche,  la  fonction  F  ne  subit  pas  un  saut 
brusque  quand  on  franchit  la  coupure  ;  de  sorte  que  sur  la  coupure  même 

F,  =  Fi. 
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H  n'en  est  pas  de  même  des  dérivées,  et  si, Ton  représente  en  particulier 
par  -^  la  dérivée  estimée  suivant  la  normale  à  la  coupure  6'„^,  la  diffé- 
rence 

dn  dn 

sur    la    coupure    même   ne  sera  pas  nulle,  mais  elle  sera  égale  à  <^'  à  un 
facteur  constant  près  qui  ne  dépendra  que  du  nombre  ip  des  dimensions. 
Soit  maintenant  s'  une  autre  fonction  analytique  des  coordonnées  de 
M\  et  considérons  l'intégrale 


W 


=  Ce'dœ'- 


dn 


c'est  ce  qu'on  appelle  le  potentiel  d'une  double  couche.  Alors  si  nous 
appelons  encore  W^  et  TF,  les  valeurs  de  W  aux  points  M^  et  -Mj,  nous 
verrons  que  W^  est  une  fonction  analytique  des  coordonnées  de  M^ ,  comme 
W^  de  celles  de  Jf,.  De  plus  W  peut  être  continué  analytiquement  au 
delà  de  la  coupure,  et  si  l'on  appelle  W  cette  continuation  et  W'^  la 
valeur  de   W  en  M^j  alors   TTi  sera  fonction  analytique  de  M^. 

dW        dW' 
Sur  la  coupure  même  on  aura  —7-^  =  —r~^  >  ^^i®  ^  différence  TF,  —  W'^ 

ne  sera  pas  nulle,  elle  sera  égale  à  e'  à  un  facteur  constant  près  ne  dé- 
pendant que  du  nombre  2p  des  dimensions. 

Nous  reprendrons  maintenant  notre  fonction  holomorphe 


et  nous  considérerons  sa  partie  réelle  que  j'appellerai  iß,, 

PA 

m' 


^.,  =  lög|^| 


Nous  prendrons  alors: 

dn 


ô'^^,         e'  =  E„ 


et  j'envisagerai  l'intégrale 

les  a  et  les  h  étant  des  constantes. 
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J'appellerai  J,'^  le  prolongement  analytique  de  J„^  par  delà  la  coupure. 
Si  les  coefficients  constants  a  et  6  sont  convenablement  choisis  (c'est  à 
dire  s'ils  sont  les  inverses  des  coefficients  constants  dont  je  parlais  tout  à 
l'heure  et  qui  ne  dépendent  que  du  nombre  2p  des  dimensions),  nous  aurons: 

Soit  en  effet  V  xme  fonction  qui  soit  égale  à  J,^  d'un  côté  de  la  coupure 
et  à  J^^  +  B^^  de  l'autre  côté  de  la  coupure.  Des  deux  côtés  de  la  coupure, 
W  sera  une  fonction  harmonique  des  ip  variables  a?  et  y;  je  veux  dire  par 
là  qu'elle  sera  holomorphe  et  satisfera  à  l'équation  de  Laplacb  AV^^o; 
nous  ne  savons  pas  encore  s'il  en  sera  de  même  sur  la  coupure  même; 
mais  sur  cette  coupure  la  fonction   W  est  continue  (si  nos  coefficients  a  et 

b    sont    convenablement    choisis)    et    il    en   est  de  même  de  ^.     On  en 

conclut  que  la  fonction  ^P"  reste  holomorphe  sur  la  coupure  même  et  que 
J^^  +  B^^  est  la  continuation  analytique  de  J^. 

Si  donc  on  a  xme  fonction  qui  soit  égale  à  log  |  P^  j  —  J^^  dans  le 
domaine  A^  et  à  log  |P.|  —  J^^  dans  le  domaine  A«  cette  fonction  restera 
analytiquement  continue  quand  on  franchira  la  coupure  8^^\  elle  sera  har- 
monique dans  l'ensemble  des  deux  domaines  A^  et  A„;  (sauf  pour  les  points 
de  A^  ou  de  A^  où  P„  ou  P^  s'annulent;  en  ces  points  c'est  la  différence 
V  —  log  I P^  j  ou   ^  —  log  I P^  j  qui  est  harmonique). 

L'intégrale  J„^  joue  le  rôle  que  joue  dans  la  démonstration  de  M.  Cousin 
l'intégrale  de  Oauchy 

_L     f(fn-fp)dB 

2inJ      »  —  y     ^ 

mais  c'est  une  intégrale  multiple. 

Une  propriété  importante  rapproche  encore  notre  intégrale  de  celle 
de  Cauchy.  Soit  8'^^  une  coupure  peu  différente  de  S^^\  je  suppose  que 
la  frontière  complète  de  8'^^  soit  la  même  que  celle  de  8^^  de  façon  que 
l'ensemble  des  deux  coupures  forme  une  variété  fermée  enfermant  un 
certain  domaine  A'.  Soit  K^^  la  même  intégrale  que  J»^  mais  prise  le 
long  de  81,^.     On  aura  alors  en  dehors  de  A': 

Jnq   =    J^nq 

et  à  l'intérieur  de  A': 

Jnq  =    ^nq   +   ^nq- 
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H  en  résulte  que  si  ^  est  une  fonction  égale  à  logjP,|  —  J»,  dans  A^ 
et  à  log|P,j  —  J^^  dans  A„  et  si  d  autre  part  ^'  est  une  fonction  égale 
à  Jog|P,j  —  K^^  dans  le  domaine  A,  +  A',  à  log|P^|  —  K^ç  dans  le  do- 
maine A»  —  A',  on  aura 


En  d'autres  termes  on  aura  pu  déplacer  et  déformer  un  peu  la  coupure 
S,ç  sans  changer  la  fonction  ^. 

Cela  posé,   considérons   quelques-uns   de  nos  domaines  en  nombre  fini 

(2)  A,  ,  A, ,  . . . ,  A, 

et  les  coi^pures  qui  séparent  ces  domaines  (2).  Soit  ^  une  fonction  qui 
est  égale  dans  A.  (A.  étant  l'un  des  domaines  (2))  à: 

îft-log|P.|-JPJ., 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  intégrales  J^  relatives  aux  coupures 
qui  séparent  les  domaines  (2). 

La  foAction  ^  est  harmonique,  dans  Tensemble  des  domaines  (2)  sauf 
peut-être  poux  les  points  qui  appartiennent  à  plus  de  deux  de  ces  domaines; 
(et  sauf  certainement  pour  les  points  où  Tun  des  P„  s'annule,  car  en  ce 
points  c'est  ^  —  log|P«|  qui  est  harmonique). 

Soit  donc  N  un  des  poiuts  qui  appartiennent  à  plus  de  deux  des 
domaines  (2).  De  ce  point  comme  centre  décrivons  ime  hypersphère  H; 
déformons  ensuite  les  coupures  de  façon  qu'elles  ne  changent  pas  ni  en 
dehors  de  l'hypersphère,  ni  sur  Thypersphère  elle-même,  mais  seulement 
dans  l'intérieur  de  l'hypersphère  et  qu'après  la  déformation,  le  point  ^ne 
soit  plus  siur  ime  coupure. 

Je  dis  que  la  fonction  ^  n'a  pas  changé.  Nous  avons  yu  plus  haut 
que  cette  fonction  ne  change  pas  quand  une  des  coupures  est  déformée 
sans  que  sa  frontière  complète  varie.  Ici  les  choses  ne  se  passent  pas 
tout  à  fait  comme  cela,  puisque  le  point  N  se  trouvant  sur  la  frontière 
commune  de  plusieurs  coupures,  nous  sommes  obligés  de  déformer  ces 
frontières  si  nous  voulons  que  le  point  N  cesse  d'être  sur  une  coupure. 
C'est  seulement  en  dehors  de  l'hypersphère  H  que  les  frontières  ne  va- 
rient pas. 

Soit  alors   S^^  l'ime  des  coupures,    S^^  la  coupure  déformée;  ce  sont 
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des  variétés  à  2p —  i   dimensions;  soit  F  la  frontière  de  S«^,  F'  celle  de 
I  Si^;    ce    sont    des    variétés    à    2p — 2   dimensions;   quand  pendant  sa  dé- 

'  formation  continue,  cette  frontière  va  de  sa  position  initiale  F  à  sa  position 

finale  F\  elle  engendre  une  variété  k  2p —  i  dimensions  que  j'appelle 
T^^.  Alors  la  frontière  de  T„ç  est  formée  de  F  et  de  F'\  et  la  variété 
Ä^^  =  S^^  +  T^^  a  pour  frontière  F,  c'est  à  dire  même  frontière  que  S.^. 
La  fonction  ^  ne  change  donc  pas  quand  on  remplace  les  coupures 
S„^  par  les  coupures  S'^'^,  Qu'est  ce  à  dire?  Soit  C  une  variété  k  2p  —  2 
dimensions  appartenant  à  plus  de  deux  domaines  (2);  par  exemple  aux  do- 
maines A,  ,  A^ ,  . . . ,  A^;  ces  domaines  doivent  être  contigus  deux  à  deux, 
par  exemple  Aj  à  A,,,  A,  à  Aj ,  . . . ,  A^^i  à  A^,  A^  à  A^.  Alors  C 
fera  partie  de  la  frontière  de  h  coupures,  à  savoir  S^u,  S^,,,  . . . ,  Sf^_ij^y  Sf,^i. 
Pendant  la  déformation,  (7  ira  de  sa  position  initiale  C  à  sa  position  finale 
C"  et  engendrera  ainsi  une  variété  U  k  2p  —  i  dimensions.  D'après  sa 
définition  même,    U  fera  partie  de   T,., ,  T,, ,  . . . ,  Tf,^. 

Cela  posé  si  nous  appelons  ^'  et  (p"  ce  que  devient  ^  quand  on 
remplace  les  coupures  S^^  par  les  coupures  S'^^  et  S^^;  nous  avons  déjà  vu 
que  (p  •=  é".  Quelle  est  la  difl^érence  entre  ^'  et  ^".  Ces  deux  fonctions 
ne  peuvent  différer  que  par  les  intégrales  j^g  c'est  à  dire  par  des  intégrales 
de  même  forme  que  les  J„^  mais  prises  le  long  des  variétés  T«^,  nous 
aurons  donc: 

'     la    sommation    étant    étendue    à   tous   les  y„^,  c'est  à  dire  à  tous  les  T^, 
mais  nous  pouvons  écrire 

en  appelant  /i^  la  même  intégrale  étendue  à  Tune  des  variétés  telles  que  TJ 
dont  se  compose  T^^.     H  vient  alors: 

l'un  des  signes  J  se  rapportant  aux  différentes  variétés  telles  que  TJ  et 
l'autre  aux  différents  T^^  dont  une  de  ces  variétés  fait  partie.  Or  si  je 
considère  l'une  de  ces  variétés,  par  exemple  Î7,  et  que  j'étende  la  somma- 
tion à  tous  les  r„^  dont  V  fait  partie,  c'est  à  dire  à  r,2 ,  ï^, ,  . . . ,  ï\,, 
il  viendra: 
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Nous  nous  rappelons  comment  a  été  définie  Tintégrale  J^^  et  le  rôle  que 
jouait  la  fonction  que  j'ai  appelée  R^^.  Nous  voyons  que  l'intégrale  totale 
^fnq  ^  calculera  de  la  même  manière  en  remplaçant  R^  par 

^i.a  +  ^.1  +  •  .  •  +  A.1 
l'intégration  étant  d'ailleurs  étendue  à  U.     Mais  on  a: 


Ä»  +  Ä2,  + . . .  +  ii*.i  =  i^g|^|  +  i^g|?;|  +  •  •  •  +  i^sIfII 


=  o. 


Donc  on  aura 

0.  Q.  F.  D. 

Or  le  point  JV  n'est  pas  un  point  singulier  pour  ip'  puisqu'il  n'est  pas 
sur  les  coupures  S'\  ce  n'est  donc  pas  non  plus  un  point  singulier  pour  ^. 

D'où  nous  concluons  que  ip  est  harmonique  dans  l'ensemble  des 
domaines  (2),  sauf  pour  les  points  de  D„  où  P^  s'annule  et  où  c'est 
^  —  log  j  P,  I  qui  est  harmonique. 

Reprenons  les  intégrales  F,  W ^J^^\  on  se  rappelle  le  rôle  que  jouait 
dans  la  définition  de  ces  intégrales  la  fonction 

qui    dépend    des    a;,    des  y,   des  x'  et  des  y'.     Développons-la  suivant  les 
puissances  des  x  et  des  y  et  soit 

où   p^    représente    l'ensemble    des  termes  de  degré  0,1   ou  2  par  rapport 
aux  X  et  aux  y  et  p'  l'ensemble  des  termes  de  degré  supérieur. 

Soit  maintenant  L^^  une  intégrale  analogue  à  Jj,^,  mais  où  r'"'**  est 
remplacé  par  p'\  soit  maintenant  -^  ^^^  fonction  définie  comme  ^,  mais 
où  les  J„^  sont  remplacées  par  les  i^^,  de  telle  façon  que  dans  A„  on  ait: 

;t  =  log|P,|-rX^; 

la  fonction  y.  jouira  des  mêmes  propriétés  que  la  fonction  ^ ,  dont  elle  ne 
différera  d'ailleurs  que  par  un  polynôme  du  2*  degré  en  a;  et  y. 

Mais  supposons  que  l'on  prenne  un  nombre  de  plus  en  plus  grand 
de  domaines  (2)  de  façon  que  l'ensemble  de  ces  domaines  tende  à  embrasser 
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Tespace    tout    entier;    de    sorte    enfin    qu'à    la   limite  la  fonction  ;f  (resp. 
;f  —  log|P,|)  soit  harmonique  dans  tout  Tespace. 

Pour  que  ce  passage  a  la  limite  soit  légitime,  il  faut  que  la  série 
2!L„q  converge;  or  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  constater,  tandis  que  la  série  SJ^ 
aurait  été  divergente.  Nous  n'avons  qu'à  reproduire  ici  la  démonstration 
du  tome  22  (pages  167,  168).  La  fonction  ^  jouissant  d'ailleurs  des  mêmes 
propriétés  que  la  fonction  V  du  tome  22,  la  démonstration  s'achèverait 
de  la  même  manière. 


§  4.    Autre  forme  de  la  démonstratiipn. 

Mais  on  aura  avantage  à  mettre  la  démonstration  sous  une  forme  un 
peu  différente. 

Nous    pourrons    supposer    d'abord    que    dans   un  certain  domaine  D, 

assez    grand    pour    qu'un  prismatoïde  des  périodes   fl  y  soit  contenu  tout 

entier,  notre  fonction  abélienne  F  peut  être  mise  sous  la  forme  du  quotient 

P 

-^  de  deux  séries  entières  convergeant  dans  tout  le  domaine  D. 

Cela  peut  s'établir  aisément  en  partant  des  hypothèses  du  paragraphe 
précédent,  et  cela  de  plusieurs  manières,  soit  par  la  méthode  de  M.  Cousin, 
soit  pas  ma  méthode  du  tome  2,  soit  par  la  méthode  mixte  du  paragraphe 
précédent. 

D'ailleurs  P  et  Q  n'auront  pas  de  facteur  commun  s'annulant  à  l'in- 
térieur de  D. 

Si  nous  augmentons  nos  variables  d'une  période  fondamentale  a^, 
P{Vi)  et  Q{;v^  deviendront  P{Vi  +  a^)  et  Q{Vi  +  «»)•  i^»  séries  P{Vi)  et 
Q{v^  convergent  dans  le  domaine  D;  les  séries  P{Vi — a^  et  Q{Vi — a<)  con- 
vergeront dans  un  domaine  D'  que  l'on  obtiendra  en  faisant  subir  à  D  une 
translation  représentée  en  grandeur  et  direction  par  la  période  a..  Les  deux 
domaines  D  et  B'  ont  une  partie  commune  puisque  D  est  plus  grand  qu'un 
pri^ûiatoïde  des  périodes.  Dans  cette  partie  commune,  les  deux  séries 
P{v^)  et  P{Vi  -)-  a,.)  convergent  et  leur  rapport 

P{Vi-iH) 
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ne  peut  devenir  ni  nulle  ni  infinie.     Si  en  effet  il  s  annulait  par  exemple, 
les  deux  series 

auraient  un  facteur  commun  P{v^  s  annulant  à  Tintérieur  de  D. 

Nous  allons  maintenant  définir  une  fonction  auxiliaire  que  nous  ap- 
pellerons W.  Soient  M  et  M'  deux  points  ayant  pour  coordonnées,  le 
1''  ^*,yife,  le  2«*  a?;,y;;  soit 


leur  distance. 

Soit  Jf"  un  point  ayant  pour  coordonnée  a;i  +  ft^,  yi  +  ci  en  dé- 
signant par  bk  et  c'k  les  parties  réelle  et  imaginaire  d'une  des  périodes  a]^ 
de  notre  fonction  abélienne  (je  veux  dire,  soit  d'une  période  fondamentale, 
soit  d'une  des  combinaisons  en  nombre  infini  de  ces  périodes  fondamentales 
c'est  à  dire  d'une  période  quelconque). 

Soit  p  la  distance  des  points  M  et  M'\ 

On  sait  que  r*^^*"  est  une  fonction  harmonique  des  x  et  des  y,  et  il 
en  est  évidemment  de  même  de  />*"'*''.  Supposons  qu'on  développe  p^~'^^ 
suivant  les  puissances  des  x  et  des  y  et  que  l'on  écrive: 

en  représentait  par  a  l'ensemble  des  termes  de  degré  o  ,  i  et  2  et  par  r 
l'ensemble  des  termes  de  degré  supérieur.  En  envisageant  la  période  zéro, 
on  aura  en  particulier 

Il  est  clair  que  r  est  encore  une  fonction  harmonique.  Nous  poserons  alors: 

W  =  It 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  périodes,  en  y  comprenant  la 
période  zéro. 

H  est  aisé  de  voir  que  la  série  Ir  converge  uniformément  et  on  en 
conclut  que  W  est  une  fonction  harmonique  des  x  et  des  y  satisfaisant  à 
l'équation  de  Laplace  A  PF  ™  o,  sauf  quand  le  point  M  se  confond  avec 
le  point  M"y  c'est  à  dire  quand  le  vecte^ir  MM'  représente  une  période 
quelconque  en  grandeur  et  direction, 


Digitized  by 


Google 


70  H.  Poincaré. 

Soient  maintenant  ^  et  ^  deux  »faces»  opposées  du  prismatoïde  de  II; 
soit  cii  la  période  fondamentale  correspondante  de  telle  sorte  qu'on  passe 
de  ^  à  j^  en  changeant  Vi  en  v^  +  ^»-  La  face  ^  appartient  alors  à  la 
fois  aux  domaines  D  et  D\  Dans  la  partie  commune  à  ces  deux  domaines, 
qui  comprend  la  face  jp,  la  fonction 

est  holomorphe  ainsi  que  nous  Tavons  vu.  Nous  appellerons  î/+iFcette 
fonction  holomorphe,  et  sa  partie  réelle  U  sera  évidemment  une  fonction 
harmonique  des  x  et  des  y. 

Soit  d(o'  un  élément  de  la  face  y  et  supposons  que  le  point  M'  défini  plus 
haut  soit  au  centre  de  gravité  de  dw\   Soit  U'  la  valeur  de  U  au  point  M\ 

Considérons  alors  Tintégrale 


=/( 


an  an        ] 


étendue  à  tous  les  éléments  dm'  de  la  face  ^.     Je  désigne,  bien  entendu, 

dV  dW 

par  -T—  dn  et  -7—  dn  les  accroissements  que  subissent  les  fonctions  U'  et  W 

quand   le  point  M'  subit  une  déplacement  dn,  normalement  à  la  fa<îe  jp. 

H  est  clair  que  J  est  une  fonction  harmonique  des  x  et  des  y,  sauf 
quand  le  point  M  se  trouve  sur  la  face  f>  ou  sur  Tune  de  ses  trans- 
formées par  Taddition  d'une  période.  Et  en  effet  quand  le  point  M 
coïncide  avec  le  point  M'  (qui  est  sur  la  face  ^)  ou  avec  l'un  des  points 
M'\  (c'est  à  dire  avec  un  des  transformés  de  M'  par  l'addition  d'une 
période),  la  fonction   W  devient  infinie. 

La  face  ^  jointe  à  ses  transformées  par  l'addition  d'une  période  forme 
ime  suite  indéfinie  de  variétés  planes  k  2p  —  i  dimensions,  parallèles  et 
équidistantes.     Soient  S  ces  variétés. 

Alors  la  fonction  J  est  analytique,  sauf  quand  on  franchit  l'un  des 
S.  Qu'arrive-t-il  maintenant  quand  le  point  M  franchit  l'un  des  S?  Soit 
N"  un  point  de  l'un  des  S,  et  ^'  le  point  correspondant  de  jp.  Dé- 
formons alors  légèrement  la  face  ^  dans  la  partie  voisine  du  point  N'  et 
soit  f>'  le  résultat  de  la  déformation.  Nous  pourrons  supposer  que  N' 
n'est  pas  sur  ^',  et  que  toute  la  partie  de  ^  qui  n'est  pas  voisine  de  N' 
n'a  pas  subi  de  déformation  et  coïncide  par  conséquent  avec  la  partie 
correspondante  de  f'. 
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Alors  entre  ip  et  (p'  il  y  aura  un  petit  domaine  A  dont  la  frontière 
se  composera  de  la  partie  de  ip  qui  n'appartient  pas  à  ip'  et  de  la  partie 
de  ip'  qui  n'appartient  pas  à  ip. 

Nous  considérerons  également  les  transformés  de  ^,  de  ip'  et  de  A 
par  l'addition  d'une  période.  Le  point  N"  se  trouve  sur  l'un  des  trans- 
formés de  ^,  mais  non  pas  sur  l'un  des  transformés  de  ip'\  il  est  donc 
sur  la  frontière  de  l'un  des  transformés  de  A,  que  j'appellerai  A'. 

Cela  posé,  considérons  l'intégrale  J'  qui  est  formée  comme  «7,  mais 
étendue  à  ip'  et  non  plus  à  ip.  Elle  sera  analytique  sauf  quand  le  point 
M  sera  sur  ip'  ou  sur  l'un  de  ses  transformés. 

La  différence  des  deux  intégrales  est  égale  à 


-^-/(»^^-'^^■h- 


l'intégration  étant  étendue  à  la  frontière  du  domaine  A.  Elle  reste  ana- 
lytique sauf  quand  le  point  M  est  sur  la  frontière  de  A  ou  de  l'un  de 
ses  transformés.  Voyons  par  exemple  ce  qui  se  passe  quand  le  point  M 
est  voisin  de  la  frontière  de  A'  et  plus  particulièrement  voisin  de  W , 

Quand  le  point  M  vient  en  ^"  et  le  point  M'  en  a\  la  fonction 
TF  =  JPr  devient  infinie  mais  un  seulement  des  termes  de  la  somme  JPr 
devient  infini;  soit  pY'^  le  />'"'*'  correspondant.  Alors  W  —  p\'^*  reste 
finie.     Posons: 

W  —  pY'^^^H. 

Nous  aurons: 

J  —  J'  =  K+  K^ 

les  deux  intégrales  étant  étendues  à  la  frontière  de   A. 

Ija  fonction  H  est  une  fonction  harmonique,  des  x'  et  des  y'  (nous 
avons   déjà  vu   qu'elle  est  harmonique  par  rapport  aux  x  et  aux  y,  mais 


avec 
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je  la  considère  maintenant  comme  fonction  des  x*  et  des  y').  Elle  reste 
analytique  à  Tintérieur  de  A,  que  le  point  M  soit  intérieur  ou  extérieur 
à  A'  ou  qu*il  soit  sur  la  frontière  de  A',  pourvu  toutefois  que  ce  point 
J(f,  restant  voisin  de  A'  comme  nous  le  supposons,  ne  soit  intérieur  à 
aucun  des  autres  transformés  de  A. 

De  même  la  fonction  V  est  harmonique  et  analytique  à  Tintérieur 
de  A.  Dans  ces  conditions  le  théorème  de  Green  i^ous  enseigne  que 
rintégrale  K  est  nulle.  En  ce  qui  concerne  l'intégrale  K^ ,  ce  même  théorème 
nous  enseigne  qu'elle  est  nulle  si  le  point  M  est  extérieur  à  A'.  Si  le 
point  M  est  intérieur  à  A',  notre  intégrale  JT,  est  égale,  toujours  d'après 
le  même  théorème,  à 

a  étant  un  coefficient  numérique  qui  ne  dépend  que  du  nombre  ip  des 
dimensions  et  TJ^  la  valeur  que  prend  TJ'  quand  la  distance  />,  s'annule. 
Or  qujand  la  distance  p^  8*annule,  c'est  que  le  point  M'  vient  au  point 
d,e  Tintérieur  de  A  qui  correspond  à  la  position  du  point  M  à  l'intérieur 
de  A'.  Or  soit  flr|-  =  V^  +  ic[.  la  période  dont  l'addition  transforme  le  point 
W  en  m"  et  A  en  A'.  Quand  les  points  Jtf  et  M'  occuperont  les  po- 
sitions que  j'ai  dites,  on  aura 


on  aura  donc 


et 


X^  =  iri  +  Ôi,  y^  =  yl+  4; 

U^  =  U{xt  —  K.Vk  —  c[) 


Donc  quand  M  est  extérieur  à  A',  on  a 

Quand   le  point   M  franchit  la  coupure  8  dans  le  voisinage  de  N'\  pour 
pénétrer  dans  A,  l'intégrale  J  n'est  pas  continue,  mais  l'intégrale  J'  l'est. 
Donc  J'  est  la  continuation  anah'tique  de  /  au  delà  de  la  coupure  S. 
Quand  M  est  intérieur  à  A',  on  a: 

J'  ^J—Oiü{x,  —  K,y,  —  &,), 
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Ponc  la  contmtkaiion  analytique  de  J  au  delà  de  la  eoupnre  est 

C'est  la  conelusion  finale  à  laquelle  je  voulais  arriver. 

Le  prismatoide  a  zp  couple»  de  faces  opposées,  f'i  ^t  ^j ,  y,  et  ^, ,  . . . , 
fp^j,  et  ^,,.  Soient  U^  et  Jg  la  fonction  analc^ue  à  (7  et  l'intégrale  ana- 
logue à  Jj  relatives  à  la  face  f?^. 

Soit   0  une  fonction  qui  dans  le  prismatoide  fj  est  égale  à 

et  qui  dans  le  prismatoide  //'  transformé  de  fJ  par  Taddition  de  la  période 

^k  =  K  +  ic'k  öst  égale  à: 

log|P(t;,  — a^|. 

La  fonction  0  est  donc  harmonique  dans  chacun  des  prismatoïdes,  sauf 
aux  points  pour  lesquels  F  s'annule  ou  devient  indéterminée.  Mais  elle 
est  discontinue  quand  on  passe  d'un  prismatoide  dans  l'autre.  De  plus 
eue  est  périodique  par  définition. 

Si  nous  désignons  par  a^  la  période  fondamentale  qui  correspond  à 
la  face  j?^  et  par  ô^  et  c^  ses  parties  réelle  et  imaginaire,  nous  voyons 
d'abord  que  quand  le  point  M  franchit  la  face  ^^  pour  sortir  de  /7,  la 
fonction   0  subit  un  saut  brusque  égal  à 

log  I  PK  -  %)  I  -  log  I  P{v^  I  -  ü,{v,]. 

Lorsque  le  point  M  franchît  la  transformée  de  la  face  f ^  par  l'addition 
de  la  période  a^',  la  fonction   0  subit  un  saut  brusque  égal  à 

log|P(t;,-a;-aJ|-log|P(t;,-a,0|=  ü,(t;,^o;). 

Considérons  maintenant  la  fonction 

ß==d>+i(y^  +  ^,  +  ...  +  j^). 

Nous  voyons  tout  de  suite  que  cette  fonction  est  harmonique  sauf  en  deux 
sortes  de  points: 

1°  Ceux  où  F  s'annule;  en  ces  points  ce  n'est  pas  i2,  mais 

i2-log|P(t;,)|     ou     i2-log|P(t;,-a;)| 
qui  est  harmonique. 

Aeta  maÜumtUiea.    26.    Imprimé  le  18  ayrll  1902.  1 Q 
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2°  Ceux  qni  sont  sur  la  frontière  de  deux  on  plusieurs  prismatoïdes, 
points  pour  lesquels  les  fonctions  ^  et  J'  subissent  une  discontinuité  ana- 
lytique. 

Parmi  ces  points  nous  distinguerons  i°  ceux  qui  n'appartiennent  qu'à 
2  prismatoïdes  et  qui  forment  des  variétés  k  2p  —  i  dimensions,  variétés 
qui  ne  sont  autre  chose  que  les  faces  f?^  et  leurs  transformés;  et  2°  ceux 
qui  appartiennent  à  plus  de  2  prismatoïdes  et  qui  forment  des  variétés  à 
2p  —  2  dimensions  ou  à  moins  de  2p  —  2  dimensions. 

En  ce  qui  concerne  les  premiers,  on  voit  tout  de  suite  que  la  fonction 
Q  reste  analytique,  et  en  effet   0  subit  un  saut  brusque  égal  à   U^^J^xm 

saut   brusque    égal   à  — aUg]  de  sorte  que  le  saut  est  nul  pour   0 J^ 

et  par  conséquent  pour  ß,  et  que  Q  coïncide  avec  son  prolongement  ana- 
lytique. 

Il  est  aisé  d'en  conclure  qu'il  en  est  encore  de  même  en  ce  qui 
concerne  les  autres  points  qui  font  partie  de  plus  de  2  prismatoïdes. 

Soit  en  effet  Ä  l'un  de  ces  points;  il  appartiendra  également  à  plusieurs 
de  faces  ^^  ou  de  leurs  transformées.     Eeprenons  l'intégrale 


/('^^- 


dW 


dn        ) 


v\d<o' 


étendue  à  la  face  ip .  D'après  l'hypothèse,  le  point  A  appartient  à  plusieurs 
des  transformées  de  j?,  par  exemple  aux  transformées  de  ip  par  l'addition 
des  périodes  a^^ ,  ö<'^  .  -  •  ?  «i'"\  transformées  que  je  désignerai  par  ip^^^ ,  f?^'\ 
...,^^"'\     Si   je   représente  alors  par  ^^^\  -4^^\  ...,  -4^*"^  les  points  qui  se 

déduisent  de   A  par  la  soustraction  des  périodes  aj*^  aj.'\ ,  «<"*\  c^s  m 

points  seront  tous  sur  ^,  ou  plutôt  sur  la  frontière  de  la  face  ip. 

Quand  le  point  M  viendra  en  A  et  le  point  M.'  en  -4^*^,  celle  des  ex- 
pressions /)'"*''  qui  correspond  à  la  période  af^  et  que  je  représenterai  par 
yoî""*^   deviendra   infinie.     Nous   avons   donc  m  de  ces  expressions  à  savoir 

9-2p  î-3|>  2-2P 

P\  i  P^  j    •  •  •  )  A'm 

qui  peuvent  devenir  infinies  quand  M  est  en  A  et  que  M'  est  sur  la  face 
j?  ou  sur  la  frontière  de  cette  face.  Toutes  les  autres  expressions  p^"^^ 
restent  finies. 
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Comme  la  fonction   W^  reste  régulière,  quelle  que  soit  la  position  de  M' 
sur  jp,  quand  le  point  M  est  voisin  de  A^  nous  devons  conclure  que  Tin- 
tégrale  J'  est  régulière  dans  le  voisinage  de  A. 
Quant  à  /,  elle  est  égale  à  l'intégrale 

étendue,  non  plus  à  f?,  mais  à  l'ensemble  des  transformées  ^^^\  f?^'\  ...,  fp^"\ 
Soit  E  cet  ensemble.  Il  est  clair  que  le  point  A  appartient  à  la  variété 
E  et  qu'il  n'est  pas  sur  la  Ërontière  de  E  (car  dans  ce  dernier  cas,  il  y 
aurait  de  l'autre  côté  de  cette  Ërontière  une  transformée  de  f>  dont  A  devrait 
faire  partie  et  diaprés  notre  hypothèse  f^^'^ ,  fp^'^ ,  • . . ,  f^^*"^  sont  toutes  les 
transformées  de  f>  dont  A  fait  partie). 

L'intégrale  (4)  est  une  fonction  holomorphe  des  x  et  des  y,  sauf  quand 
le  point  M  est  sur  E.  Quand  le  point  Jlf  vient  en  -4,  la  fonction  y  éprouve 
donc  une  discontinuité  analytique.  Soit  maintenant  E'  une  autre  variété 
k  2p  —  I  dimensions,  ayant  même  frontière  que  -B,  de  telle  façon  que  E 
et  E'  limitent  un  domaine  d.  Comme  A  n'appartient  pas  à  la  frontière 
de  E,  nous  pouvons  supposer  que  A  ne  fait  pas  partie  de  E\ 

Soit  /  l'intégrale  analogue  à  l'intégrale  (4)  étendue  h,  E\  Ce  sera 
une  fonction  holomorphe  des  x  et  des  y  sauf  quand  M  est  sur  E\  Elle 
sera  donc  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  A, 

Or  en  vertu  du  théorème  de  Green,  les  deux  intégrales  J  et  /  sont 
égales  entre  elles  en  dehorrf  du  domaine  â.  Donc  V intégrale  j\  et  par 
conséquent  aussi  Vintégrale  <7,  est  susceptible  d^être  prolongée  analytiquement 
au  delà  de  la  coupure  dans  le  voisinage  du  point  A. 

C'est  là  ce  que  je  voulais  d'abord  démontrer. 
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Revenons  maintenant  à  la  fonction  Q.  D'après  ce  qui  précècte,  cette 
fonction  pourrait  admettre  pour  coupures  les  diverses  transformées  des  faces 
jp^;  mais  elle  est  toujours  susceptible  d'être  prolongée  analytiquement  au 
delà  de  ces  coupures,  même  dans  le  voisinage  àe  A.  De  plus  nous  avons 
vu  que  quand  on  franchit  Tune  de  ces  coupures,  la  fonction  Q  coincide 
avec  son  prolongement  analytique.  La  fonction  Q  reste  donc  analytique 
et  harmonique  en  A. 

Il  y  aurait  exception  évidemment  si  au  point  A  la  fonction  F  s'annulait; 
ce  serait  alors  Q  —  log  |  P{Vi)  |  ou  i2  —  log  |  P{Vi  —  a'^  |  qui  serait  analytique 
et  harmonique. 

La  fonction  Q  jouissant  des  mêtùes  propriétés  que  la  fonction  y  du 
paragraphe  précédent  et  la  fonction  V  du  tome  22,  pages  169  sqq,  pourra 
jouer  le  même  rôle. 

D'après  la  définition  même  de  la  fonction  W,  ses  dérivées  secondes 
sont  des  fonctions  périodiques  des  x  et  des  y.  Soit  en  effet  DW  une  des 
dérivées  secondes  de  W  par  rapport  aux  variables  x  et  y;  plus  générale- 
ment D  sera  un  signe  de  dérivation  par  rapport  aux  x  et  aux  y,  et  D* 
sera  la  dérivée  correspondante  prise  par  rapport  aux  variables  x'  et  y\ 

Si  alors  D  est  une  dérivée  seconde,  nous  aurons 

DW  =  ZDr,         V"^  =  Da  +  Dr. 

Comme  a  est  un  polynôme  du  2*  degré,  Ba  se  réduit  à  une  constante; 
d'autre  part  comme  p  est  une  fonction  des  différences  x  —  x'  y  y  —  y\ 
nous  aurons: 

Comme  r  ne  contient  que  des  termes  du  3*  degré  au  moins,  Dr  est  du 
i^  degré  au  moins  et  s'annule  avec  les  x  et  les  y\  nous  avons: 

Soit  p^  ce  que  devient  p  quand  les  x  et  les  y  s'annulent.  La  formule 
précédente  devient  donc  pour  a?  =  y  =  o  : 

B'pl-''^  =  BtT. 

Comme  nous  savons  que  De  est  une  constante,  cette  formule  nous  doniie 
la  valeur  de  Ba  et  nous  pouvons  écrire: 
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La  fléiiê 

DW  =  i:[iyp'-^  —  D'pl"'') 

est  absolument  convergente.  Qoaoïd  x  ^  p  augmentent  d'une  période  Tex* 
pression  p*"^''  se  transforme  en  une  autre  expression  p'^"*^ ,  Quand  x'  et  y 
diminuent  de  la  mime  période  p^^^'^  se  change  encore  en  /o""''',  mais  en 
même  temps  pl~^''  se  change  en  /?i'"''.     Nous  pouvons  écrire: 

DWr^T  {Dy^-^'  —  ITp',^-^) 

car  les  deux  séries  ne  diffèrent  que  par  Tordre  des  termes. 

Si    maintenant    x    et  y   augmentent  de  la  période  en  question,  alors 
DW  devient 

donc  DTT  a  augmenté  de 

L{iyp;,''''p  —  D'pl-'p). 

Cette  série  est  absolument  convergente,  et  il  est  aisé  de  vérifier  que  la 
somme  en  est  nulle.     Donc  DW  est  une  fonction  périodique. 

C.  Q.  F.  D 

Si  DTF  est  périodique,  il  en  sera  de  même  de 
D'ailleurs  D0  est  périodique  par  définition  et  il  doit  en  être  de  même  de 

dq  =  d0  +  ^i:dj.. 

a         • 

Ainsi  les  dérivées  secondes  de  DQ  sont  des  fonctions  périodiques  des  x  et  des  y. 
Nous   allons  introduire  une  autre  fonction  analogue  à  i2  et  que  j'ap- 
pellerai  Q\     A  cet  effet  je  commence  par  définir  une  intégrale  analogue  à 
J  et  que  j'appelle 

Cette  intégrale  diffère   de  J  parce  que  ü^  y  est  remplacé  par   F';   F'  est 
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la  valeur  de  la  fonction  V  au  point  -Sf ',  et  je  rappelle  que  V  est  1â  partie 
imaginaire  de  la  fonction 

lögP{Vi  —  a,)  —  logP{v,) 

dont   Ü  est  la  partie  réelle. 

On  voit  que  dans  le  voisinage  du  champ  d'intégration  envisagé,  la 
fonction   V  reste  holomorphe. 

Je  définirai  la  fonction  (^  comme  il  suit;  dans  le  priâmatoïde  II' 
(vide  supra)  elle  sera  égale  à 

arg.  P{Vi  —  a';). 

Elle  ne  sera  donc  définie  qu'à  un  multiple  près  de  2;r. 
Je  poserai 

et  il  est  clair  que  la  fonction  H'  jouira  des  mêmes  propriétés  que  la  fonc- 
tion Q  y  à  cette  différence  près  qu'elle  ne  sera  déterminée  qu'à  un  multiple 
près  de  2;r. 

Quelles  relations  aurons-nous  maintenant  entre  Q  et  £';  la  fonction 
J  étant  analytique  et  harmonique  sauf  sur  les  coupures,  et  ayant  pour 
prolongement  analytique: 

J-aU{x,-Kl 

la  dérivée  DJ  sera  analytique  et  harmonique  sauf  sur  les  coupures  et  aura 
pour  prolongement  analytique 

DJ—aDU{xj,  —  b',). 

De  même  la  dérivée  DJ'  sera  analytique  et  harmonique  sauf  sur  les  coupures 
et  aura  pour  prolongement  analytique 

DJ'  —  aDr{xj,  —  K), 

Mais  Î7  et  F  sont  les  parties  réelle  et  imaginaire  d'une  même  fonction 
analytique  des  variables  complexes  v.  On  en  conclut  que  chacune  des 
dérivées  secondes  de  U  est  égale  à  une  des  dérivées  secondes  de  F.  On 
aura  par  exemple 

DU=D^r. 
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Ooraparons  maintenant  DJ  et  D^J\  Tontes  denx  sont  hannoniqnes  et 
analytiques  sanf  sur  les  coupures  et  elles  ont  respectivement  pour  prolonge- 
ment analytique 

DJ—  aDU{Xt  —  K)  ,  D^J'  —  oD,  F(x^  —  t;)  =  D^J'  —  aDU{Xj,  —  b'^). 

Ainsi  la  différence  DJ — D^J'  reste  analyiiquement  continue  sur  les  coupures; 
elle  est  donc  analytique  et  harmonique  dans  tout  l'espace. 

De  plus  DJ  de  même  que  D,J'  est  périodique;  notre  différence  est 
donc  analytique,  harmonique  et  périodique  dans  tout  l'espace;  c'est  dire 
qu'elle  se  réduit  à  une  constante.     (Cf  Appell,  Acta,  tome  3.) 

H  résulte  de  là  que  les  dérivées  de  DJ  sont  égales  aux  dérivées  cor- 
respondantes de  D^J' 


(4) 


^   DJ=4-I),J'; 


^   DJ=~D,J'. 


dxk  dxk     •      '  dyk  dyk 

Quelle  est  maintenant  la  signification  des  équations 


(5) 


I)H  =  D,H' 


H  et  H'  désignant  deux  fonctions  quelconques  des  x  et  des  y.    Pour  nous 
en  rendre  compte  formons  explicitement  nos  équations: 


(6). 

DU=D^r. 

Nous  avons: 

dU      dV          dû           dV 

dxk  ~  dyk  '          dyk  ~~       dxk 

d'où: 

d*V          d*r 
dxkdxj       dykdxj 

d'U          d'V           WU                d*V 
dxkdijj       dykdyj'     dykdxj             dxkdxj' 

d*ü 

dykdyj 

d^V 


dxkdyj 


Ce   sont   là   nos    équations   (6).     Pour  avoir  les  équations  (5),  il  suffit  de 
remplacer  t7  et  F  par  H  et  H\     Ces  équations  peuvent  donc  s'écrire: 


(7) 


d   dH        d    dH' 

d    dH 

d    dH' 

dxk  dxj        dyk  dxj  ' 

dyk  dxj 

dxk  dxj 

avec  les  équations  qu'on  en  déduirait  en  remplaçant  Xj  par  y^. 
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Ces  équations  aignifient  que 

dH        dH'  dH        dB' 

d^  +  ^Z-'^'  dyJ  +  '^-'l^'       ■ 

c'est  à  dire  les  dérivées  premières  de  3  +  yJ-^iB\  sont  des  fanetiöns  ana- 
lytiques des  variables  complexes  v.  .  . 
Nos  équations  (4)  qui  peuvent  s'écrire: 

dxk  ^  dxk'  dyk  ^  <hk 

signifient  alors  que  le$  dérivées  secondes  de  J  +  yJ—iJ'  sont  des  fonctions 
analytiques  des  variables  complexes  v. 

Donc  J  +  sj — iJ'  sera  égal  à  une  fonction  analytique  des  v,  plus  un 
polynôme  du  second  degré  par  rapport  aux  x  et  aux  y. 

Comme  0  -f  y/^^0'  est  par  définition  une  fonction  analytique  de  «?, 
nous  devons  conclure  que  Q  +  \]—  i  ^'  est  égal  à  une  fonction  analytique 
des  t;,  plus  un  polynôme  du  2^  degré  par  rapport  aux  x  et  aux  y;  toute- 
fois cett^  fonction  devient  logarithmiquement  infinie  aux  points  où  F 
s'annule. 

Soit  B  le  polynôme  du  2^  degré  dont  il  vient  d'être  question;  alors: 

Q  +  ^ZTF  Q'  —  B     et     6  =  e^+v^^'-- 

sont  des  fonctions  analytiques  des  variables  complexes  v\  la  dernière  6  est 
une  fonction  entière;  en  effet  elle  ne  pourrait  cesser  d'être  holomorphe 
qu'aux  points  où  F  s'annule,  en  ces  points 

Q  +  ^/=7i2'  —  S  —  log  P{Vi  —  «;)  =  A 

est  holomorphe  et  par  conséquent 

H  =  P{v,  —  a^e"^ 
est  holomorphe  également. 

Ijes  dérivées  secondes  de  H  +  y/^^Q'  —  S  sont  périodiques;  nous 
l'avons  vu  pour  ß;  nous  le  verrions  de  la  même  manière  pour  fi',  et  les 
dérivées  secondes  de  S  se  réduisent  à  des  constantes. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  B  se  reproduit  multiplié  par  une 
exponentielle  dont  l'exposant  est  un  polynôme  du  i""""  degré,  quand  les 
variables  augmentent  d'une  période. 
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C'est  une  »fonction  intermédiaire»  pour  employer  l'expression  assez 
mal  justifiée  de  Briot  et  Bouquet.  Notre  fonction  F  est  donc  le  quotient 
de  deux  fonctions  intermédiaires. 


g  5.    Des  fonctions  intemiéeUadres. 

L'étude  des  fonctions  abéliennes  se  trouve  ainsi  naturellement  ramenée 
à  celle  des  »fonctions  intermédiaires»,  c'est  à  dire  des  fonctions  entières 
qui  se  reproduisent  par  l'addition  d'une  période,  à  un  multiplicateur  près 
qui  est  une  exponentielle  du   i*'  degré. 

Cest  principalement  dans  le  tome  8  de  l' American  Journal  of 
Mathematics  (i886),  que  se  trouvent  exposées  mes  recherches  sur  ces 
fonctions  intermédiaires. 

On  reconnaît  tout  de  suite  que  les  périodes  et  les  multiplicateurs  ne 
peuvent  pas  être  quelconques. 

Supposons  que  quand  i;«-,  augmentant  d'une  période,  se  change  en 
^i  +  ^a>  ^^  logarithme  de  la  fonction  intermédiaire  augmente  de 

de  telle  façon  que  le  multiplicateur  correspondant  à  la  période  a^j^  soit  e^'y 
on  voit  que  le  nombre: 


^k}  =  .5  (o^öa  —  (iik(^ij) 


doit  être  égal  à  un  entier  multiplié  par  27:^1 — ^-  ^^  suffit  pour  s'en  rendre 
compte  d'exprimer  que  l'on  obtient  le  même  résultat  en  ajoutant  d'abord 
la  période  a^^,  puis  la  période  a^,  ou  en  ajoutant  ces  deux  mêmes  périodes 
dans  l'ordre  invers. 

Ces  nombres  M^ß  et  les  relatious  précédentes  ont  été  étudiées  par 
M.  rROBENius  dans  le  tome  97  de  Grelle  dans  son  mémoire  sur  les  fonc- 
tions Jacobiennes.  J'ai  repris  cette  étude  à  un  autre  point  de  vue  dans 
le  mémoire  cité  de  l 'American  Journal. 

Les  fonctions  intermédiaires  se  ramènent  immédiatement  aux  fonc- 
tions 0\  c'est  à  dire  à  celles  où  tous  les  nombres  (pour  un  choix  convenable 
des  périodes)  Mi^  sont  nuls,  sauf  p  d'entre  eux  qui  sont  d'ailleurs  tous 
égaux    entre    eux.     En    général    cette    réduction   ne   peut   pas  se  faire  de 
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plusieurs  manières  essentiellement  différentes;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
quand  les  fonctions  abéliennes  considérées  peuvent  par  une  transformation 
convenable  être  ramenées  soit  aux  fonctions  elliptiques,  soit  à  des  fonctions 
abéliennes  de  rang  moindre,  c'est  à  dire  dans  les  cas  de  réduction  dont  je 
parlerai  plus  loin. 

Depuis  M.  Humbert  a  reconnu  qu'il  existe  d'autres  systèmes  de  pé- 
riodes pour  lesquelles,  bien  qu'on  ne  soit  pas  dans  un  des  cas  de  réduction, 
il  existe  des  fonctions  intermédiaires  singulières  réductibles  de  plusieurs 
manières  aux  fonctions  6,  Les  fonctions  de  M.  Humbert  ont  une  grande 
importance. 

Il  est  aisé  de  voir  quelle  est  la  signification  de  ces  nombres  Mf^. 

Prenons  le  prismatoïde  des  périodes  77;  c'est  un  domaine  de  l'espace 
à  2p  dimensions.     A  chacune  des 

\(2p) 


I  g  I  (^i>  —  9) 


combinaisons  des  2p  périodes  q  k  q^  correspond  un  système  de  polyèdres 
en  forme  de  »parallélotopes»  ou  de  »prismatoïdes»  de  l'espace  à  q  dimensions, 
qui   sont   tous   parallèles   et   égaux  entre  elles  et  qui  sont  au  nombre  de: 

C'est   ainsi    que  dans  l'espace  ordinaire  {2p  =  3),  tm  parallélépipède  a  six 

faces  (î=2)  parallèles  deux  à  deux  (2^"^  =  2)  et  réparties  par  conséquent 

(        \2p  \ 

en  3  systèmes  1  j — 1-^^~_    =3  1,  ©t  que  d'autre  part  il  a  1 2  arêtes  {q  =  i) 

parallèles  quatre  à  quatre  (2^^'""'  =  4)  et  réparties  par  conséquent  en  3  sy- 


/        \2p  \ 

stèmes  |  -, — ^■= —  =  3  ). 

\\q\2p~_q        ^J 


Parmi  ces  variétés  nous  avons  considéré  dans  les  paragraphes  précédents 
celles  qui  correspondent  à  g^  =  2p  —  1  et  que  nous  avons  appelées  les  faces 
du  prismatoïde.  Nous  envisagerons  maintenant  plus  particulièrement  celles 
qui  correspondent  à  g  =  i  et  que  nous  appellerons  les  arêtes^  et  celles  qui 
correspondent  à  9  »  2  et  que  nous  appellerons,  non  pas  les  faces,  mais 
les  parallélogrammes  (en  abrégé  prlg)  du  prismatoïde. 

A  chaque  arête  correspond  donc  une  période,  à  chaque  prlg  un  des 
nombres  Mj^. 
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Soit    âlora    9   une    fonction   intermédiaire   quelconque  et  considérona 
l'intégrale 

fdlogê 

que  nous  prendrons  le  long  du  périmètre  de  Tun  de  nos  prlg.,  correspondant 
par  exemple  au  nombre  ilf^. 

Le  long  du   i*'  côté,  l'intégrale  sera: 

si   les   coordonnées   du    i^*"   sommet  sont  v^;  le  long  du  2^  côté,  elle  sera 

£oLijW  +  a,,)  +  ßj 


le  long  du  3® 

et  enfin  le  long  du  4® 


—  Sa^{v',  +  a^)  —  ß, 

—  la^jv^i—ßj. 
L'intégrale  totale  est  donc 

-2^{av«ük— «tifcöv)  =  -Mis;. 

Nous  pouvons  décomposer  la  surface  de  notre  prlg  en  une  infinité  de  con- 
tours plans  fermés  infiniment  petits;  la  somme  des  intégrales 

fd  log  0 

prises  le  long  de  ces  différents  contours  sera  égale  à  Mf^.  Comme  la  quantité 
sous  le  signe  C  est  une  différentielle  exacte,  l'intégrale  prise  le  long  de 
Tun  de  ces  contours  sera  nulle  à  moins  que  la  fonction  sous  le  signe  f  ne 
devienne  infinie  à  l'intérieur  du  contour,  c'est  à  dire  que  0  ne  s'annule  à 
l'intérieur  du  contour. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  rechercher  les  zéros  de  0  situés  sur  la 
surface  des  prlg;  c'est  à  dire  les  intersections  de  la  variété  k  2p  —  2  di- 
mensions 0  =  0  avec  le  plan  du  prlg. 

Je  supposerai  que  nous  n'avons  que  des  intersections  simples,  c'est  à 
dire  que  ce  plan  et  la  variété  Ö  =  o  ne  sont  pas  tangents  l'un  à  l'autre. 
H  est  clair  que  sauf  des  cas  exceptionnels,  il  suffira  de  déplacer  d'une 
façon  convenable  le  prismatoïde  parallèlement  à  lui-même  pour  qu'un  pareil 
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eontact  n'ait  pas  lieu.  D'aillenrs  dans  ces  cas  exceptionnels,  où  ce  contact 
ne  peut-être  évité,  les  résultats  que  je  vais  démontrer  s'appliquent  encore, 
grâce  à  une  généralisation  presque  immédiate. 

Quelle  est  la  condition  pour  que  ce  contact  ait  lieu?  Soient  0^  et  8^ 
les  parties  réelle  et  imaginaire  de  Ö ,  a;<  et  y^  celles  de  t;,;  alors  9^  et  0^ 
sont  des  fonctions  des  x  et  des  y;  soient  bn^  et  c^  celles  de  0,4. 

La  condition  cherchée  peut  s'écrire: 

Nous  supposerons  donc  que  l'expression  D  n'est  pas  nulle  en  même  temps 
que  0  à  l'intérieur  du  prlg.  Considérons  donc  un  des  zéros  de  Ö  à  l'in- 
térieur de  notre  prlg.  Notre  intégrale  prise  le  long  d'un  contour  entourant 
ce  zéro  sera  évidemment  égale  à 

Quant  au  signe  il  dépendra  évidemment  de  celui  de  Dj^j.  Nous  pouvons 
faire  des  conventions  telles  que  ce  signe  soit  celui  de  D^y- 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer  les  zéros  pour  lesquels  Bj^  est 
positif  de  ceux  pour  lesquels  Djy  est  négatif;  je  les  appellerai  pour  abréger 
les  zéros  positifs  et  les  zéros  négatifs;  et  j'arrive  à  cette  conclusion  que  le 
nombre  entier 

est  égal  à  Vexcès  du  nombre  des  zéros  positifs  sur  celui  des  zéros  négatifs. 
Quand  on  permute  les  indices  k  et  j?',  le  nombre  M^j  change  de  signe;  il 
en  est  de  même  de  Dj^;  le  prlg  reste  le  même,  mais  il  est  parcouru  en 
sens  contraire. 

Ce  résultat  est  le  même  que  celui  que  j'avais  obtenu  par  une  tout 
autre  voie  dans  le  tome  9  des  Acta   mathematica,  pages  369  sqq. 

Considérons  un  segment  de  droite  quelconque  dont  la  projection  sur 
l'axe   des  x^  soit  f^  et  dont  la  projection  sur  l'axe  des  y  i  soit  7ji.     Posons 

.  Ar  "  1  »  ^  1 
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les  coefficients  fi  ainsi  définis  pourront  s'appeler  les  coefficients  caractéristiques 
du  segment  considéré. 

La  longueur  du  segment  est  la  racine  carrée  de 

^{ti)  étant  une  forme  quadratique  définie  positive  par  rapport  à  //,,  /i,,  ...,A'jp- 
Lorsque  les  ß  sont  entiers,  le  segment  représente  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens  une  période,  IfitOiky  et  les  quantités  a  correspondantes  seront 

Cela  posé,  envisageons  deux  segments  ayant  respectivement  pour  coeffi- 
cients caractéristiques  //^  et  /li,  et  pour  projections  sur  les  axes  f < ,  rji  et 
Si  y  7jl.  La  surface  du  parallélogramme  construit  sur  ces  deux  segments 
sera  la  racine  carrée  de: 

Si  les  /i  et  les  fx  sont  des  entiers,  et  que  les  deux  segments  soient  des 
périodes,  nous  pouvons  nous  proposer  de  calculer  le  nombre  Jlf  correspondant; 
pour  cela  dans  l'expression  de  M^j.  il  faut  remplacer 

par 

^ßk(^ik  ,     ^ßk<^ik  ,    2/4<^ik  y    ^Mi^ik- 

On  trouve  ainsi: 

M{fi  ,  //)  =  SM,j{ii,iï,  —  fx',fxj), 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  deux  indices  k 
et  y.  On  voit  que  M  est  une  forme  bilinéaire  par  rapport  aux  coeffi- 
cients fi  et  fi\ 

De  même  pour  calculer  le  nombre  D  correspondant  à  notre  parallélo- 
gramme il  faut  dans  l'expression  de  Z)jy  remplacer  ôo; ,  c^j^ ,  ô^ ,  Cij  par 

^'ßkh   y     ^f^kCik  y     ^f^kf>ik   y     ^f^k^^iky 

ce  qui  donne: 

Si  nous  distinguons  encore  les  zéros  positifs  ou  négatifs  suivant  le  signe 
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de  D{ß ,  fi)^  nous  verronB  que  lexcès  da  nombre  des  zéros  poâtib  rar  le 
nombre  des  zéros  négatifs,  est  sur  notre  parallél<^Tamme: 


2rv — I 


Considérons  maintenant  une  aire  quelconque  dans  le  plan  de  ce  parallélo- 
gramme qui  soit  limitée  par  des  segments  représentant  des  périodes  en 
grandeur  et  direction.  Cette  aire  sera  decomposable  en  un  certain  nombre 
n  de  parallélogrammes  égaux,  et  on  aura: 


S 
n  = 


8  étant  la  surface  de  Taire. 

Kexcès  du  nombre  des  zéros  positifs  sur  les  zéros  négatifs  sera: 

2r>/— I         2.T>  — I  y/iJ(ji,/ï) 
On  remarquera  que  le  rapport 

ne  change  pas,  ni  quand  on  multiplie  tous  les  //  par  un  même  facteur 
constant,  ni  quand  on  multiplie  tous  les  fi'  par  un  même  facteur  constant. 
Il  ne  change  pas  non  plus  quand  on  fait  subir  à  /ii  et  à  /i[  une  substitu- 
tion  linéaire,  et  en  même  temps  à  ji^  et  /li  la  même  substitution  linéaire. 

Ce  rapport  dépend  donc  seulement  au  moins  en  valeur  absolue  de  la 
direction  du  plan  du  parallélogramme;  cependant  il  changerait  de  signe  si 
la  substitution  linéaire  dont  je  viens  de  parler  avait  un  déterminant  négatif. 

Considérons  maintenant  une  aire  qui  ne  soit  plus  plane,  mais  qui  soit 
limitée  par  des  segments  de  droite  représentant  en  grandeur  et  direction 
des  périodes. 

Considérons  les  zéros  de  0  qui  sont  sur  cette  aire;  nous  distinguerons 
les  zéros  positifs  et  négatife  d'après  le  signe  de  D{fi,  fi'),  en  appelant  /i^ 
et  /ii  les  coefficients  caractéristiques  de  deux  droites  menées  dans  le  plan 
tangent  à  Taire  au  point  envis^é.  Nous  remarquerons  que  D{fi ,  /ï)  ne 
change  pas  quand  on  fait  subir  à  //i  et  à  fi[  une  substitution  linéaire  de 
déterminant  +  i  >  ^  en  même  temps  k  /i^et  fi^h,  même  substitution  linéaire. 


y 
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Je  me  propose  alors  de  démontrer  que  l'excès  N  du  nombre  des  zéros 
positifs  sur  celui  des  zéros  négatifs  est  égal  à 


<^'  >-/^ 


V^Cjt/,;/') 


de  représentant  un  élément  de  l'aire,  et  fi  et  f/  les  coefficients  caractéris- 
tiques de  deux  droites  menées  dans  le  plan  tangent. 

Je  diviserai  la  démonstration  en  trois  parties: 

I**  Je  suppose  d'abord  que  l'aire  se  décompose  en  un  certain  nombre 
de  parallélogrammes  construits  sur  des  périodes;  la  formule  est  alors  une 
conséquence  immédiate  de  celle  que  nous  venons  d'établir. 

2®  Je  suppose  que  Taire  soit  fermée. 

Dans  ce  cas  je  remarque  d'abord  que  N  est  nul.  En  effet  l'aire 
étant  fermée  peut  être  considérée  comme  la  frontière  complète  d'une  va- 
riété F  à  3  dimensions.  Les  points  de  cette  variété  où  0  =  o  formeront 
une   ligne;    les  points  où  cette  ligne  percera  la  frontière  pour  entrer  dans 

V  seront  les  zéros  positifs,  ceux  où  elle  percera  la  frontière  pour  sortir  de 

V  seront  les  zéros  négatifs.  H  en  résulte  immédiatement  que  le  nombre 
des  zéros  des  2  espèces  est  le  même. 

D'autre  part,  je  dis  que  l'intégrale  double  du  second  membre  est 
nulle;  on  peut  l'écrire  en  effet: 


Si;;^/^«'«' 


en  désignant  par  fil  les  coefficients  caractéristiques  du  vecteur  qui  va  de 
l'origine  au  centre  de  gravité  de  l'élément  d(r. 

L'aire  étant  fermée,  on  voit  aisément  que  chacune  des  intégrales 
fdfildfij  est  nulle. 

3^  Je  suppose  enfin  que  l'aire  A  soit  quelconque,  mais  limitée  par  des 
segments  représentant  des  périodes. 

Dans  ce  cas  je  puis  construire  une  aire  A'  ayant  même  frontière  que 
A  et  decomposable  en  parallélogrammes  construits  sur  des  périodes.  Le 
théorème  est  vrai  pour  A\  il  est  vrai  pour  l'aire  totale  A  +  A'  qui  est 
fermée;  il  est  donc  vrai  pour  A. 

Supposons  enfin  que  l'aire  A  soit  tout  à  fait  quelconque  et  ne  soit 
plus  limitée  par  des  segments  représentant  des  périodes.  Dans  quelle  mesure 
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l'équation  (2)  restera-t-elle  vraie?  Supposons  qae  Taire  A  soit  très-grande, 
que  par  exemple  ses  dimensions  linéaires  soient  des  infinis  grands  du  i"" 
ordre  et  sa  surface  un  infini  du  2^  ordre.  Je  dis  alors  que  l'égalité  (2) 
dont  les  deux  membres  sont  des  infinis  grands  du  2^  ordre,  reste  vraie  à 
des  quantités  près  infiniment  grandes  du   i^  ordre. 

Nous  pouvons  en  effet  construire  une  ligne  brisée  fermée,  composée 
de  segments  représentant  des  périodes,  et  s'écartant  peu  du  périmètre  de 
Taire  Ä\  je  veux  dire  par  là  que  la  distance  de  cette  ligne  brisée  à  ce 
périmètre  restera  plus  petite  que  la  plus  grande  diagonale  du  prismatoide  /7. 
Nous  pourrons  alors  construire  une  aire  Ä\  limitée  d'une  part  par  le  pé- 
rimètre de  A  y  d'autre  part  par  cette  ligne  brisée,  et  dont  la  surface  sera 
du  même  ordre  que  le  périmètre  de  A^  c'est  à  dire  du   i"  ordre. 

Soient  alors  -AT  et  J  la  valeur  des  deux  membres  de  Tégalité  (2),  (c'est 
à  dire  de  l'excès  de  l'intégrale  double)  pour  Taire  A^  soient  N'  et  J'  les 
deux  quantités  correspondantes  pour  Taire  A'\  N  +  N'  et  <7+ J'  les  deux 
quantités  correspondantes  pour  Taire  A  -j-  A'. 

Comme  Taire  A-^-  A'  est  limitée  par  des  segments  représentant  des 
périodes,  on  a 

N+N'  =J  +  J\ 

D'autre  part  N\  et  J'  sont  du  même  ordre  que  la  surface  de  A'  c'est  à 
dire  du   i*'  ordre.     Donc 

N  =  J 
aux  quantités  près  du   1*'  ordre.  C.  Q.  T.  D. 

Si  en  particulier  Taire  A  est  plane,  mais  quelconque,  on  aura  aux 
quantités  près  du   i*""  ordre 

Les  /if,  et  les  /li  sont  les  coefficients  caractéristiques  de  deux  droites  quel- 
conques du  plan;  nous  n'avons  plus  besoin  de  supposer  qu'ils  sont  entiers 
ou  même  commensurables. 

Mais  parmi  les  plans  possibles,  nous  distinguerons  ceux  qui  sont  pa- 
pallèles  à  un  plan  P  donné  par  les  équations: 

les  ß  étant  des  coefficients  complexes  quelconques. 
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Sipient  Yi  6t  (^i  les  partie  réelle  çt  ^magiAaixe  4^  ^,  9009  pouciçonçi 
ex^vijBçgcqr  en  particulier  deux  droites  du  plau  P  parallèles  respectiv^meut 
aux  deux  droites: 

«<  _  «A  _  yt  ^  y*  gj    _    a?ib    =  4.  ?^'  —  j-  ?^ 

r<     r*      ai     dk^       —  *t      —  ^t         r<         ** 

Ce   sont   les   coefficients   caractéristiques  de  ces  deux  droites  que  nous  ap- 
pellerons respectivement  /i*  et  /li  de  sorte  que  nous  aurons: 


(4) 


et  par  conséquent: 

Or  il  est  aisé  de  voir  que 
a  pour  partie  réelle: 

et  pour  partie  imaginaire 

de  aorte  que 

est  essentiellement  positif. 

Il  n'y  a  plus  ahrs  que  des  zéros  positifs. 

Le  rapport  ^  représente  alors  la  densité  moyenne  des  zéros  dans  un 
plan  parallèle  à  P,  c'est  à  dire  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  du 
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nombre  des  zéros  contenus  dans  une  aire  située  dans  ce  plan,  à  la  surface 
de  cette  aire,  quand  cette  surface  croît  indéfiniment.  Cette  densité  moyenne 
est  donc  égale  à 

I  M{fJL,fJL') 

les  coefficients  /i  et  fx'  étant  déterminées  par  les  équations  (4). 

Il  résulte  de  là  que  pour  ces  valeurs  des  /i  et  des  fx\  l'expression 


est  essentiellement  positive. 

Ce  résultat  peut  se  mettre  encore  sous  d'autres  formes. 
Posons 

alors  notre  expression 

27cyJ—l 

deviendra  une  forme  bilinéaire  des  f  et  des  f  que  je  puis  écrire: 
Cette  forme  devra  être  essentiellement  positive  si  Ton  y  fait: 

^i  =  Tii  ^i+p  ~  ^ii  f<   =  ^ii  ÄVf  =  Ti' 

Or  par  cette  substitution  notre  forme  doit  devenir  une  forme  quadratique 
par  rapport  aux  ;•  et  aux  J;  cette  forme  quadratique  doit  être  définie 
positive. 

Posons  maintenant: 

les  équations  (4)  nous  donneront: 

la^Xj,  =  o,         la^xl  =  2ß^. 

Il  vient  alors: 

—  I 


2y — I 


xr 


Digitized  by  VjîDO^fë 


Sur  les  fonctions  aMliennes.  91 

de  sorte  que: 

La  forme  à  variabiles  conjuguées  qui  figure  dans  le  2^  membre  est  donc 
essentiellement  positive^  si  la^Xj^  est  assujetti  à  être  nul. 

On  reconnaît  là  Tinégalité  de  Biemann,  généralisée  par  Frobenius 
(Grelle,  tome  97,  page  21).  Mais  la  voie  par  laquelle  nous  y  sommes 
parvenus  diffère  beaucoup  à  la  fois  de  celle  de  Bibmann  et  de  celle  de 
Frobenius. 

Je  crois  que  les  considérations  qui  précèdent  sont  de  nature  à  mieux 
faire  comprendre  la  signification  des  nombres  Jlf^,  et  les  relations  de  ces 
nombres  avec  la  répartition  des  zéros  des  fonctions  0. 

%  6.     C€M  de  réducHon. 

Dans  quels  cas  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  une  courbe  de 
genre  p  peut-elle  être  réduite  à  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  une 
courbe  de  genre  moindre? 

Dans  quels  cas  une  courbe  de  genre  p  admettra-t-eUe  q  intégrales 
abéliennes  de  i***  espèce,  admettant  seulement  29  périodes?  Ou,  ce  qui 
revient  au  même,  dans  quels  cas  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  une 
courbe  de  genre  p  peut-elle  être  calculée  à  Taide  de  systèmes  de  fonctions 
abéliennes  de  rang  moindre  que  p,  c'est  à  dire  admettant  moins  de  p 
variables? 

Enfin  dans  quels  cas  des  fonctions  abéliennes  de  rang  p  peuvent-elles 
être  réduites  à  des  fonctions  abéliennes  de  rang  moindre? 

Telles  sont  les  questions  qui  ont  occupé  d'abord  Weierstrass  et 
M.  Picard  et  que  j'ai  abordées  à  mon  tour,  d'abord  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  Mathématique  de  France  (tome  12),  puis  dans  le  tome  8 
de  l'American  Journal. 

Nous  trouvons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  0  peut  être  regardée 
comme  le  produit  de  p  fonctions  0  elliptiques.  Cest  ce  que  j'appelle  le 
cas  singulier  dliptique. 

Puis  nous  avons  le  cas  où  la  fonction  0  est  le  produit  de  plusieurs 
fonctions  0  abéliennes  de  rang  moindre.  C'est  ce  que  j'appelle  le  cas  sin- 
gulier abélien. 
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Nous  avons  ensuite  les  cas,  qui  par  une  transformation  d'ordi^  con- 
venable, peuvent  être  ramenés  öoit  au  cas  singulier  elliptique,  soit  au  cas 
singulier  abélien. 

il  n'y  a  pa&  d'autres  cas  de  réduction. 

Mais,  circonstatioe  remarquable,  to  système  quelconque  de  périodes, 
diffère  toujours  infiniment  peu  dNine  infinité  de  systèmes  oorrespondant  à 
des  cas  de  réduction,  de  la  même  façon  qu'un  nombre  réel  quelconqtie 
diffèfre  toujours  infinitrient  peu  ^d'tme  infinité  de  Horalwres  rationna. 

Enfin  si  un  système  de  fonctions  abéliennes  peut  de  deux  manières 
différentes  être  ramené  plar  une  transformation,  au  <îas  sii^^lier  elliptique, 
cette  réduction  peut  se  faire  d*nne  infinité  de  manières  différentes.  C'est  de 
qu'avait  déjà  remarqué  M.  Picard  dans  certains  cas  particulier». 

Je  me  borne  à  énoncer  succinctement  ces  résultats;  mais  je  dois  ce- 
pendant expliquer  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  l'étude  des  fonctions 
abéliennes  les  plus  générales. 

on  peut  les  utiliser  de  3  manières  différentes: 

1°  On  peut  résoudre  un  problème  dans  le  cas  singulier  elliptique,  et 
montrer  ensuite  que  le  résultat  ne  peut  être  différent  àans  ce  cas  singulier 
de  ce  qu'il  est  dans  le  cas  général. 

C'est  ainsi  par  exemple  que  j'ai  déterminé  le  nombre  des  zéros  com- 
muns à  p  fonctions  Ö;  et  M.  Wirtingbr  a  également  tiré  un  grand  parti 
de  ce  procédé. 

2°  On  peut  profiter  de  cette  circonstance  signalée  plus  haut  qu'étant 
donnée  une  fonction  abélienne  quelconque,  on  peut  toujours  trouver  une 
infinité  de  fonctions  abéliennes  réductibles  qui  en  diîBFèrent  aussi  peu  qu'on 
le  veut. 

C'est  comme  cela  que  j'ai  déterminé  la  somme  des  zéros  communs  à 
p  fonctions   0. 

3°  On  peut  étudier  spécialement  les  cas  qui  diffèrent  peu  du  cas  sin- 
gulier elliptique,  ou  du  cas  singulier  abélien. 

C'est  ce  que  j'ai  fait  dans  le  Journal  de  Liôuville  1895  quand 
j'ai  voulu  étudier  les  conditions  auxquelles  une  fonction  V  äe  rang  p  doit 
satisfaire  pour  être  une  fonction  6  spéciale,  c'est  à  dire  une  fonction  0  de 
EiEMANN  engendrée  par  une  courbe  algébrique  de  genre  p. 

'Enfin  c'eîst  sur  l'iétude  des  cas  de  réduction  qu'est  fondée  la  dé- 
monstiation  du  théorème  B  qui  a  été  imaginée  d'abord  par  Weikhstuass 
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e%    que  tbm    aVoltiB    rétrcmvée,    M.    Picard   et  "taci^   et  fytrblîée  dans  les 
X:f  otoptes-  Se^«ü8. 


§  7.    Zéros  des  fonctions  9. 

Les  fonctions  intennédiaîres  peuvent  toujours  se  ramener  aux  fonctions 
Ö,  soit  immédiatement,  soit  après  un  changement  de  périodes.  J'appelle 
fonctions  9  les  fonctions  intermédiaires  pour  lesquelles  p  des  multiplicateurs 
se  réduisent  à  des  constantes,  et  les  p  autres  à  des  exponentielles.  La  plupart 
des  auteurs  ont  attribué  fine  impox^anee  ^épondérante  et  presque  exclusive 
à  celles  de  ces  fonctions  où  les  nombres  appelés  caractéristiques  sont  des 
entiers.  J'ai  toujours  trouvé  beaucotip  plus  commode  de  m'aiffranchir  de 
cette  restriction  et  d'attribuer  à  ces  caractéristiques  des  valeurs  quelconques, 
ïîn  reVanclie  j'ai  Éfûpposë  le  plus  souvent  que  les  p  premiers  multiplica- 
teurs étaient  égaux  à  i,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité  d'une  façon 
essentielle. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  sait  que  le  nombre  dos  fonctions  0  d'ordre  m, 
linéairement  indépendantes  et  i^yant  mêmes  multiplicateurs  est  égal  à  m''; 
si  on  les  regarde  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans 
l'espace  à  m^  —  i  dimensions,  ce  point  engendrera  une  variété  à  ;p  di- 
mensions. J'ai  ékidié  cette  variété  prinoipaiemont  dans  le  Journal  de 
LiouviLLE  1895  ^^  j'^  ^^  particulier  déterminé  son  degré  de  deux  ma- 
nières différentes. 

Le  nombre  des  zéros  communs  à  ,p  fonctions  ß  d'wdre 

m,  ,  m, ,  . . . ,  i»p 
e^  égal  à 

C'est  ce  que  j'ai  démontré  dans  le  tome  1Ö  du  Bulletin  de  la  "Société 
Mathématique  de  IPtance. 

Dans  le  Journal  de  LioüvIlle,  j'ai  abordé  un  proT^Ième  qui  contient 
à  la  fois  comme  cas  particulier  celui  dont  je  viens  d'énoncer  la  solution, 
et  une  question  résolue  autrefois  par  Biemank. 

Soit  Un  oystème  de  'fotïdtions  abéliennes  spéciale  au  sens  du  para- 
'grtiffhe  ^ftéderit.     Soient   9i{%) ,  »3'(^<) ,  . . . ,  '»,(t?<)  5  'fondticms  »Ö.    ^Soit 
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Ui(x)  rintégrale  abélienne  de   i*"  espèce  qui  sur  la  courbe  de  genre  p  qui 
engendre  ces  fonctions  0  correspond  à  la  variable  v^.  Combien  les  équations 

^k[Ui{^l)  +  Ui{Xi)  +  .  .  .  +  Ui{x^)]  =  o  (*-l,>,....7) 

où  a;,  ,  iTj ,  . . . ,  rc^  sont  les  inconnues,  admettent-elles  de  solutions? 

La  solution  de  cette  question  est  donnée  par  une  formule  qui  contient 
comme  cas  particuliers  la  formule  (i)  et  celle  de  Riemann. 


§  8.    IPonctiona  spéciales. 

Quelle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction 
abélienne  soit  spéciale? 

KiEMANN  a  démontré  que  pour  les  fonctions  spéciales,  la  variété  à 
p  —  I   dimensions: 

e  =  o 

est  une    »variété  doublement  de  translation». 

Sophus  Lie  a  établi  ensuite  que  cette  condition  n'est  pas  seulement 
nécessaire  mais  qu'elle  est  aussi  suffisante  pour  qu'une  fonction  S  soit 
spéciale. 

J'ai  donné  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de 
France  (1901)  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Lie  qui  me 
semble  plus  simple  et  plus  synthétique  que  celle  de  ce  géomètre. 

D'autre  part  j'ai  cherché  dans  le  Journal  de  Liouvillb  1895  à 
approfondir  cette  condition. 

J'ai  cherché  à  l'exprimer  en  fonction  des  périodes,  et  dans  les  cas 
voisins  du  cas  singulier  elliptique  je  suis  parvenu  à  former  les  premiers 
termes  du  développement  de  la  fonction  des  périodes  qui,  égalée  à  zéro, 
exprime  que  cette  condition  est  remplie. 

J'ai  d'ailleurs  étudié  la  courbe  qui  engendre  cette  variété  de  translation; 
cette  courbe  satisfait  à  p —  i   équations  de  la  forme: 

les   e   étant  des   constantes.     Mais   ces  équations  ne  suffisent  pas  pour  dé- 
terminer   cette    courbe;    elles   définissent   une    courbe   decomposable  dont  la 


Digitized  by 


G^oogte 


Sur  l68  fonctions  abäiennee.  dS 

courbe  envisagée  n'est  qu'une  composante.  Tous  ces  points  étant  presque 
évidents,  j*ai  cherché  à  me  rendre  compte  des  circonstances  de  cette  dé- 
composition. 

§  9.    Somme  des  zéros. 

Dans  le  tome  8  de  TAmerican  Journal,  j'ai  démontré,  en  m'ap- 
puyant  sur  une  généralisation  du  théorème  d'ÂBEL,  que  la  somme  des 
zéros  communs  à  p  fonctions  intermédiaires  est  une  constante,  et  ne  dépend 
que  des  multiplicateurs  de  ces  fonctions. 

J'ai  ensuite,  en  remarquant  qu'on  est  toujours  infiniment  près  d'un 
cas  de  réduction,  déterminé  la  valeur  de  cette  constante. 

Je  voudrais  déduire  de  là  une  conséquence. 

Soient 

^  )  ^1 1  ^ï  )  •  •  •  >  ^p 

p  +  I   fonctions  B  ayant  mêmes  multiplicateurs. 

Considérons  maintenant  les  zéros  communs  aux  p  dernières  fonctions; 
ces  zéros  seront  donnés  par  les  équations 

(i)  ö.K)=é>.K)  =  ...=  «,(t;,)  =  o. 

Soit 

one  de  ces  solutions;  l'indice  i  varie  de  i   à  p,  l'indice  &  de  i  à  ^, 

étant  le  nombre  des  solutions  des  équations  (i)  et  m  l'ordre  des  fonctions 
0  considérées. 

Formons  maintenant  les  équations  suivantes: 

(2)  »i(»<)  +  ei  »{Vi)  =  »,(«,)  +  e. B{Vi)  =  . . .  =  B,{Vi)  +  e,B{v,)  -  o 
les  e  étant  des  constantes.     Ces  équations  auront  N  solutions;  soit 

V,  =  g'ik 

l'une  de  ces  solutions.     Les  fonctions  B^-^  s^B  ont  mêmes  multiplicateurs 
que  les  fonctions  Bi^     On  aura  donc 

(3)  S9ik  =  ^'ik. 
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^  Im  $  w»k  tr^  petita,  now  po^rroM  poser 

et  les  âffij,  seront  très  petits  de  Tordre  des  e;  on  aura  donc  en  négligeant 
les  quantités  de  Tordre  de  s': 

Dans  les  dérivées  j-^ ,  les  v^  doiye][>t  èi^^  rej;apla<)éa  piff  ^* 
Les  équations  (2)  peuvent  donc  s'écrire: 

(4)  L  ^)k^  -^  «,  ^iffik)  ^  o. 

Soit  A(t;<)  le  déterminant  des  ^-^,  c'est  à  dire  le  déterminant  fonctionnel 
des  S^  par  rapport  aux  v.  Soit  A^y(t;<)  le  mineur  de  ce  déterminant  cor- 
respondant  à  Télément  j-^;  les  éqx^tio9S  (4)  aous  cloAnçnt: 

En  vertu  de  Téquation  (3)  on  a  Sdgij,=^o\  on  aura  donc  aussi  quels  que 
soient  les  indices  q  ei  J: 

La  sommation  doit  être  étendue  aux  N  solutions  des  équations  (i). 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  signification  de  ce  théorème,  voyons 
ce   qu'il  devient  dans  le  oas  das  foBiStions  elliptiques  (p  ^  i)]  on  9^  alors: 

et  notre  équation  devient: 
La  fonction 
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est  alors  une  fonction  doublement  périodique  admettant  pour  pôles  les 
points  gxk\  le  résidu  correspondant  est  précisément 

SKgik)' 

L'équation  (6)  exprime  donc  le  théorème  bien  connu  d'après  lequel  la 
somme  des  résidus  d'une  fonction  doublement  périodique  est  nulle. 

A  ce  point  de  vue,  réquation  (5)  peiU  être  regardée  comme  la  généra- 
lisation du  théorème  des  résidus. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  p+i  fonctions  Ö,  öj,  Ö,, ...,  ©^ 
avaient  mêmes  multiplicateurs.  Supposons  maintenant  que  6  et  0^  aient 
mêmes  multiplicateurs;  mais  ne  supposons  plus  que  les  autres  fonctions 
aient  mêmes  multiplicateurs,  ni  même  qu'elles  soient  de  même  ordre. 

Eeprenons  les  équations  (i)  et  (2)  mais  en  faisant 

e,  =  e,  =  . . .  =  ep  =  o. 

Les  fonctions 

^1  +  ^1 Ö  )  ^a  >  •  •  • ,  ^P 

ayant  mêmes  multiplicateurs  que 

^1  )  ^1 1  •  •  •  I  ^1» 

les   équations   (3)    subsistent,    et   par  conséquent  aussi  l'équation  (5),  mais 
pour  q  =  I  seulement. 
Soit 

Begardons  F  comme  une  fonction  de  Vjj  les  autres  v  étant  supposés  ex- 
primés en  fonctions  de  Vj  par  les  équations 

0,  =  9,  =  ...^e,  =  o. 

Notre  fonction  F  admettra  comme  infinis 

Quel  sera  le  résidu  correspondant?     C'est  la  limite  de: 

quand  Vj  tend  vers  Çj^j  de  façon  que   0, ,  Ö,  ,  . . . ,  0^  restent  nuls. 

Å0U  mtOkmaHen.    36.    Imprimé  le  10  juin  1908.  13 
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Soit 

àVi^Vi  —  g  il, 

BOUS  aurons 

i^'d.;^'«' 

«, 

De  cette  équation 

nous 

tirons: 

A'»  o 

(î-î,a,...,»i) 


A'  étant  le  déterminant  fonctionnel  A  où  -r-'   est  remplacé  par  -r-'  —  tt  ■ 

dvj  ^         *       dvj        9 

De  là  nous  tirons: 

et  à  la  limite  pour  le  résidu: 

Av(sra) 


»M 


Aiga) 


L*équation    (5)    exprime   donc  bien  que  la  somme  des  résidus  (entendus  au 
sens  que  nous  venons  de  préciser)  est  nulle. 
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ÜBER  DIE  THEORIE  DER  RELATIV-ABEL'SCHEN  ZAHLKÖRPER ' 


VON 

DAVID  HILBERT 

in  GÖTTINOEN. 


§  I. 

In  der  Theorie  der  relativ- AbeFschen  Zahlkörper  nehmen  zunächst  die 
Körper  vom  zweiten  Eelativgrade  unser  Interesse  in  Anspruch. 

Es  sei  ein  beliebiger  Zahlkörper  k  vom  Grade  n  als  Bationalitätsbereich 
zu  Ghrunde  gelegt;  unsere  Aufgabe  ist  es  dann,  die  Theorie  der  relativ- 
quadratischen Zahlkörper  2f(\^),  d.  h.  derjenigen  Körper  zu  begründen, 
die  durch  die  Quadratwurzel  aus  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  ß  des  Körpers 
k  bestimmt  sind.  Die  »disquisitiones  arithmetical  von  Gauss  sind  als 
der  einfachste  Fall  in  jenem  Problem  enthalten.  Wir  können  unsem  Ge- 
genstand auch  als  die  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  oder  Formen 
bezeichnen,  deren  Cœffîcienten  Zahlen  des  vorgelegten  Eationalitätsbereiches 
k  sind. 

Die  Theorie  des  relativquadratischen  Körpers  fährte  mich  zur  Ent- 
deckung   eines    allgemeinen    Beciprocitati^setzes    für    quadratische   Beste, 


^  Mit  geringen  Änderungen  abgedruckt  ans  den  Nachrichten  der  K  gl.  Ges. 
der  Wiss.  zu  Göttingen  1898. 

Inzwischen  sind  folgeade  auf  diesen  Gegenstand  bezügliche  Inaugnral-Dissertationen 
in  Göttingen  erschienen:  Das  quadratische  Reciprociiätsgesetz  im  quadratischen  Zahlkörper 
mit  der  Œassenzàkl  I.  von  H.  Dörrib  1898»  Tafel  der  Klassenanzahlen  für  kubische 
Zahlkörper  von  L.  W.  Rsm  1899,  Das  allgemeine  quadraHsche  Reciprocüätsgesetz  in  aus- 
gewiÜiUen  Kreiskörpem  der  2***"  Einheiisumrzeln  von  K.  S.  Hilbert  1900,  QuadraHsche 
Beciprodtätsgesetze  in  algebraischen  ZahVcörpem  von  G.  ROckle  i  901.  Insbesondere  die 
letzte  Dissertation  enthält  zahlreiebe  und  interessante  Beispiele  zu  der  hier  entwickelten 
Theorie. 

Aota  mtUhtmatiea.    26.    Imprimé  le  10  jnin  1903. 
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welches  das  gewöhnliche  Beciprocitätsgesetz  zwischen  rationalen  Primzahlen 
nur  als  ein  vereinzeltes  Q-lied  in  einer  Kette  sehr  interessanter  und  man- 
nigfaltiger Zahlenheziehnngen  erscheinen  lässt. 

In  meiner  Abhandlung  Über  die  Theorie  des  relativquadratischen  Zahl- 
körpers  ^  habe  ich  die  Theorie  der  quadratischen  Eelativkörper  innerhalb 
eines  algebraischen  Q-rundkörpers  k  vollständig  für  den  Fall  entwickelt, 
dass  der  Grundkörper  k  nebst  seinen  sämmtlichen  conjugirten  Körpern 
imaginär  ist  und  überdies  eine  ungerade  Klassenanzahl  besitzt.  Die  wich- 
tigsten der  in  der  genannten  Abhandlung  aufgestellten  Sätze  sind  das  Be- 
ciprocitätsgesetz für  quadratische  Beste  in  k  und  der  Satz,  demzufolge  in 
einem  relativquadratischen  Körper  in  Bezug  auf  k  stets  die  Hälfte  aller 
denkbaren  Charakterensysteme  wirklich  durch  Q-eschlechter  vertreten  sind. 
Ich  habe  in  jener  Abhandlung  zu  zeigen  versucht,  welch  ein  Beichthum 
an  arithmetischen  Wahrheiten  in  diesen  Sätzen  enthalten  ist;  dennoch 
offenbart  sich  die  volle  Bedeutung  der  genannten  Sätze  erst,  wenn  wir  ihre 
Gültigkeit  auf  beliebige  algebraische  Grundkörper  k  ausdehnen.  In  einem 
auf  der  Mathematiker- Vereinigung  zu  Braunschweig  gehaltenen  Vortrage' 
habe  ich  einige  kurze  Bemerkungen  über  den  Fall  gemacht,  dass  der  Grund- 
körper k  reell  ist,  bez.  reelle  conjugirte  Körper  aufweist  oder  die  Klassen- 
anzahl 2  besitzt.  In  der  gegenwärtigen  Arbeit  beabsichtige  ich,  die  wich- 
tigsten Sätze  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Belativkörper  innerhalb 
eines  beliebigen  Grundkörpers  k  aufstellen  und  zugleich  die  Abänderungen 
anzugeben,  welche  die  Beweise  in  meiner  zu  Anfang  genannten  Abhand- 
lung erfahren  müssen,  wenn  man  für  den  Grundkörper  k  die  dort  gemachten 
beschränkenden  Annahmen  beseitigen  will. 

Endlich  habe  ich  im  letzten  Paragraph  (§  i6)  der  gegenwärtigen 
Arbeit  für  relativ-Abel'sche  Zahlkörper  von  beliebigem  Belativgrade  und 
mit  der  Belativdiscriminante  i  eine  Beihe  von  allgemeinen  Sätzen  ver- 
mutungsweise aufgestellt;  es  sind  dies  Sätze  von  wunderbarer  Einfachheit 
und  krystallener  Schönheit,  deren  vollständiger  Beweis  und  gehörige  Ver- 
allgemeinerung auf  den  Fall  einer  beliebigen  Belativdiscriminante  mir  ak 
das  Endziel  der  rein  arithmetischen  Theorie  der  relativ-Abel'schen  Zahl- 
körper erscheint. 


*  Mathematische  Ânnalen  Bd.  51,  S.   I — 127. 

•  Jahresbericht  der  Mathematiker-Vereinigung  VI,   1897,  S.  88 — 94. 
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§    2. 

Es  sei  k  ein  beliebiger  Zahlkorper;  der  G-rad  dieses  Körpers  k  heisse 
m  und  die  m  —  i  zu  Ä  conjugirten  Zahlkörper  mögen  mit  k' ,  k'\  . . . ,  U"^"^^ 
bezeichnet  werden.  Die  Anzahl  der  Idealklassen  des  Körpers  k  werde  h 
genannt.  Wir  übertragen  das  bekannte  Symbol  aus  der  Theorie  der  ra- 
tionalen Zahlen  auf  den  hier  zu  behandelnden  Fall,  wie  folgt:  ^ 

Es  sei  p  ein  in  2  nicht  aufgehendes  Primideal  des  Körpers  k  und 
a    eine    beliebige    zu  p  prime  ganze  Zahl  in  k:  dann  bedeute  das  Symbol 

(-)  den  Werth   +  i   oder  —  i,  je  nachdem  a  dem  Quadrat  einer  ganzen 

Zahl  in  k  nach  p  congruent  ist  oder  nicht.  Ist  ferner  a  ein  beliebiges  zu 
2  primes  Ideal  in  k  und  hat  man  û  =  pq . . .  tu ,  wo  p  ,  q  ,  . . . ,  nj  Prim- 
ideale in  k  sind  und  ist  a  eine  zu  a  prime  ganze  Zahl  in  &,  so  möge  das 

Symbol  (-]  durch  die  folgende  Gleichung  definirt  werden: 

0)-e)(î)-©- 

Sind  a  ,  b  beliebige  zu  2  prime  Ideale  in  k  und  a  eine  zu  ab  prime  ganze 
Zahl  in  Ä,  so  gilt  offenbar  die  Gleichung 


(å)=(!)(Ö- 


Bezeichnet  [x  irgend  eine  ganze  Zahl  in  k^  die  nicht  gleich  dem  Quadrat 
einer  Zahl  in  k  ist,  so  bestimmt  yfjx  zusammen  mit  den  Zahlen  des  Körpers 
k  einen  Körper  vom  Grade  zm^  welcher  relativquadratisch  in  Bezug  auf 
den  Körper  k  ist  und  mit  Ä(^^)  oder  auch  kurz  mit  K  bezeichnet  werde. 
Sind  in  Bezug  auf  k  mehrere  relativquadratische  Körper  vorgelegt,  so 
heissen  dieselben  von  einander  unabhängig^  sobald  keiner  derselben  als 
Unterkörper  in  demjenigen  Körper  enthalten  ist,  der  aus  den  übrigen 
durch  Zusammensetzung  entsteht. 


*  Vergl.  meine  Abhandlung   Über  die  Theorie  des  relativquadratischen  Zahlkörpers, 
Definition  I  und  5. 
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Ein  relativquadratischer  Körper  K  heisse  unverisweigt  in  Bezug  auf  k  y 
wenn  die  Eelativdiscriminante  von  K  in  Bezug  auf  k  gleich  i  ausfällt 
oder,  was  das  Nämliche  bedeutet,  wenn  es  in  k  kein  Primideal  giebt,  das 
gleich  dem  Quadrat  eines  Primideals  in  K  wird. 


§  3. 

Wir  machen  zunächst  über  den  zu  Grunde  gelegten  Körper  k  solche 
zwei  Annahmen,  unter  denen  die  Theorie  des  relativquadratischen  Körpers 
bereits  in  meiner  Abhandlung  ausführlich  entwickelt  worden  ist;  es  sind 
dies  folgende  Annahmen: 

1.  Der    Körper   k   vom    m*®°   Ghrade  sei  nebst  allen  conjugirten 
Körpern  k\  k'\  . . . ,  4^""'^  imaginär. 

2.  Die   Anzahl   h   der   Idealklassen   im  Körper  k  sei  gleich   i. 

Wegen  der  späteren  Ausführungen  wiederholen  wir  hier  die  haupt- 
sächlichsten in  Frage  kommenden  Definitionen  und  Eesultate  in  einer 
Fassung,  die  von  der  in  meiner  Abhandlung  gegebenen  Darstellung  ein 
wenig  abweicht. 

»      Definition    i.     Ein    solches   zu    2    primes   Ideal  û  des  Körpers  k^  in 
Bezug  auf  das  für  jede  Einheit  f  in  jk 


(ü 


:ü=+" 


ausfällt,  heise  ein  primäres  Ideal. 

Definition  2.  Eine  solche  zu  2  prime  ganze  Zahl  a  des  Körpers  k, 
welche  congruent  dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  k  nach  dem  Modul  2* 
ausfällt,  heisse  eine  primäre  Zahl  des  Körpers  k. 

AYir  können  dann  den  wesentlichen  Inhalt  des  ersten  Ergänzungs- 
satzes zum  Eeciprocitätsgesetz  wie  folgt  aussprechen: 

Sät»  I.  Wenn  a  ein  primäres  Ideal  in  k  ist,  so  giebt  es  stets  eine 
primäre  Zahl  a,  so  dass  a  =  (a)  wird,  und  umgekehrt:  wenn  a  eine  pri- 
märe Zahl  in  k  ist,  so  ist  das  Ideal  a  =  (a)  stets  ein  primäres  Ideal. 

Wir  zerlegen  nun  die  Zahl  2  im  Körper  k  in  Primideale  wie  folgt: 
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wo  II,  I9,  ...,  (,  die  von  einander  verschiedenen  Primfactoren  der  Zahl  2  in  A; 
und  ?i ,  if  ,...,/,  die  Potenzexponenten  bedeuten,  zu  denen  bez.  jene  Prim- 
ideale in  der  Zahl  2  aufgehen. 

Defimtian  3.  Ein  solches  zu  2  primes  Ideal  a  des  Körpers  k^  in 
Bezug  auf  das  nicht  nur  für  jede  Einheit  Ç  in  k^  sondern  auch  für  jede 
in  2  aufgehende  ganze  Zahl  X  des  Körpers  k 


!)'*'•    ©-+■ 


ausfällt,  heisse  ein  hyperprimäres  Ideal. 

Definition  4.  Eine  solche  zu  2  prime  Zahl  a  des  Körpers  k^  welche  con- 
gruent dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  k  nach  dem  Modul  I?''"*"*lJ'«"*"*. . .  C'^' 
ausföllt,  heisse  eine  hyperprimäre  Zahl  des  Körpers  k. 

Wir  können  dann  den  wesentlichen  Inhalt  des  zweiten  Ergänzungs- 
satzes zum  Beciprocitatsgesetz  wie  folgt  aussprechen: 

8ate  2.  Wenn  û  ein  hjrperprimäres  Ideal  in  ft  ist,  so  giebt  es  stets 
eine  hyperprimäre  Zahl  a,  so  dass  a  =  (a)  wird,  und  umgekehrt:  wenn  a 
eine  hyperprimäre  Zahl  in  k  ist,  so  ist  daa  Ideal  a  =  (ot)  stets  ein  hyper- 
primäres Ideal. 

Der  wesentliche  Inhalt  des  allgemeinen  Reciprocitätsgesetzes  für  qua- 
dratische Beste  im  Körper  k  lautet  wie  folgt: 

ScUz  3.  Wenn  v  ,  /i ,  v',  ;ei'  irgend  welche  zu  zwei  prime  ganze  Zahlen 
in  k  sind  derart,  dass  die  beiden  Producte  vv'  und  /i/x*  primär  ausfallen 
und  V  zu  /i ,  v'  zu  fx'  prim  ist,  so  ist  stets 


m-my 


Wenn  die  Klassenanzahl  h  des  Körpers  k  nicht  gleich  i ,  sondern  eine 
beliebige  ungerade  Zahl  ist,  so  wird  nur  eine  geringfügige  und  aus  meiner 
Abhandlung  leicht  zu  entnehmende  Abänderung  im  Ausdrucke  der  Sätze 
I — 3  nothwendig. 

Satz  4.  Jede  Einheit  in  ft,  welche  primär  (eine  primäre  Zahl)  ist, 
ist  das  Quadrat  einer  Einheit  in  ft. 

Satz  5.  Es  giebt  in  Bezug  auf  ft  keinen  relativquadratischen  un- 
verzweigten Körper. 

Die  beiden  letzten  Sätze  gelten  unverändert  für  den  Fall,  dass  die 
Klassenanzahl  h  des  Körpers  ft  eine  beliebige  ungerade  Zahl  ist. 
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§  4. 
Wir  legen  nunmehr  für  den  Körper  k  folgende  Annahmen  zu  Grunde: 

1 .  Unter  den  m  conjugirten  Körpern  k ,  k\  k'\  . . . ,  A^"""'^  gebe 
es  eine  beliebige  Anzahl  «  (>  o)  reeller  Körper;  seien  dies  die  Körper 
k,k\k'\  ...,k^'-'K 

2.  Die    Anzahl    h    der   Idealklassen   im   Körper  k  sei  gleich   i. 

Bei  diesen  Annahmen  wird  die  Definition  i  des  primären  Ideals  un- 
verändert beibehalten,  dagegen  wird  es  nöthig,  den  BegriflE  einer  primären 
Zahl  enger  zu  fassen. 

Definition  5.  Eine  Zahl  a  des  Körpers  k  heisst  total  positiv  in  k^ 
falls  die  5  zu  a  conjugirten  bez.  in  k,k\  . . . ,  k^'"^^  gelegenen  Zahlen  sämt- 
lich positiv  sind.  Wenn  eine  zu  2  prime  Zahl  a  des  Körpers  k  congruent 
dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  k  nach  dem  Modul  2'  ausfällt  und 
wenn  ausserdem  a  total  positiv  in  k  ist,  so  heisse  a  eine  primäre  Zahl  des 
Körpers  k. 

Bei  Anwendung  der  so  festgesetzten  Bezeichnungsweise  gilt  der  erste 
Ergänzungssatz  i  und  das  allgemeine  Eeciprocitätsgesetz  3  wiederum  genau 
in  der  früheren  Fassung  und,  wenn  man  in  entsprechender  Weise  den 
BegrifiE  der  hyperprimären  Zahl  enger  fasst,  so  bleibt  auch  der  zweite  Er- 
gänzungssatz 2  in  der  früheren  Fassung  gültig. 


§  5. 

Wir  erörtern  femer  die  Frage,  ob  es  unter  den  in  §  4  für  den  Körper 
k  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  relativquadratische  unverzweigte  Körper 
in  Bezug  auf  k  giebt.  Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  zunächst  allgemein  fest, 
dass,  wenn  e  irgend  eine  Einheit  in  k  bedeutet,  stets  e',  e",  ...,  e^'"'^  die 
zu  e  conjugirten  bez.  in  k' ,  k'\  . . . ,  Ä^'"'^  gelegenen  Einheiten  bezeichnen 
sollen. 

Nunmehr  nehmen  wir  e,  =  —  i  :  wie  die  Einheit  s^  fallen  offenbar 
alle  zu  e,  conjugirten  Einheiten  negativ  aus.  Femer  möge  es  in  Ä;  eine 
Einheit    e,    geben,    welche    in    k   positiv  ist,  während  mindestens  eine  der 
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coajugirten  Einheiten  ei ,  . . . ,  si'"'^  negativ  ausfällt;  es  sei  etwa  die  in  k' 
gelegene  Einheit  si  negativ.  Sodann  möge  es  in  A  eine  Einheit  b^  geben, 
welche  positiv  ist  und  für  welche  auch  ei  positiv  wird,  während  mindestens 
eine  der  conjugirten  Einheiten  ei',  ei",  ...,  ej'"^^  negativ  ausfällt;  es  sei 
etwa  die  in  k"  gelegene  Einheit  ^i'  negativ.  In  dieser  Weise  fahren  wir 
fort;  wir  mögen  schliesslich  eine  Einheit  e^  [p  <s)  erhalten  von  der  Be- 
schaflFenheit,  dass  e^ ,  e^ ,  e^' ,  . . . ,  e^''"''^  sämmtlich  positiv  sind,  dagegen  ej,'''"'^ 
negativ  ausfällt  und  nun  soll  das  eingeschlagene  Verfahren  sein  Ende  er- 
reicht haben,  d.  h.  wenn  irgend  eine  Einheit  e  in  &  nebst  ihren  p  —  i 
conjugirten  Einheit  e',  e",  ...,  e*'""'^  positiv  ausfällt,  so  sei  nunmehr  auch 
stets  jede  der  übrigen  s — p  conjugirten  Einheiten  e^''\  . . . ,  e^'~^^  positiv. 
Die  Zahl  s  —  p  erhält  eine  besonders  einfache  Bedeutung,  wenn  wir 
dem  Äquivalenz-  und  Klassenbegriff  eine  engere  Fassung  ertheilen,  als 
bisher    geschehen    ist.     Wir    wollen    nämlich    fortan   zwei  Ideale  \ ,  Ï  des 

Körpers  k  nur  dann  als  äquivalent  bezeichnen,  wenn  j  =  «  gesetzt  werden 

kann,  so  dass  a  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  in  k  ist,  die  selbst  nebst 
den  sämmtlichen  bez.  in  k\  k'\  . . . ,  Ä;^'"'^  gelegenen  zu  a  conjugirten  Zahlen 
a',  a",  ...,  a^'~'^  positiv  ausfällt,  d.  h.,  die  total  positiv  in  &  ist.  Kechnen 
wir  alle  solchen  Ideale  des  Körpers  i,  die  in  diesem  engeren  Sinne  unter- 
einander äquivalent  sind,  zu  einer  Klasse,  so  besitzt  der  Körper  Ä,  wie 
leicht  ersichtlich  ist,  genau  Ä  =  2'"''  Idealklassen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  findet  die  oben  aufgeworfene  Frage  nach 
den  unverzweigten  Körpern  in  Bezug  auf  k  in  folgender  Weise  ihre  Be- 
antwortung: 

Satz  6.  Für  den  Körper  k  giebt  es  ein  System  von  s  —  p  unab- 
hängigen relativquadratischen  un  verzweigten  Körpern  in  Bezug  auf  k. 
Durch  Zusammensetzung  dieser  s  —  p  Körper  entsteht  ein  Körper  Kk  vom 
Eelativgrade  Ä  =  2'"^  in  Bezug  auf  &,  der  sämmtliche  unverzweigten 
Körper  in  Bezug  auf  k  als  Unterkörper  enthält  und  der  Klassenkörper  von 
k  heissen  möge.  Die  Anzahl  U  der  Idealklassen  dieses  Körpers  Kk  ist, 
auch  wenn  wir  den  Klassenbegriff  in  der  vorhin  (für  k)  angegebenen  engeren 
Fassimg  nehmen,  stets  eine  ungerade  Zahl. 

Eine  der  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  Klaasenkörpers  Kk  besteht 
darin,  dass  die  Primideale  des  Körpers  Ä,  welche  einer  und  der  nämlichen 
Idealklasse  von  k  im  engeren  Sinne  angehören,  im  Klassenkörper  Kk  stets 

Attia  mtUhmaiiioa.    26.    Imprimé  le  11  juin  1903.  14 
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die  nämliche  Zerlegung  in  Priniideale  dieses  Körpers  Kk  erfahren  d.  h.  so 
dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primideale  und  ihre  Grade  die  gleichen 
sind;  die  Zerlegung  eines  Primideals  p  des  Körpers  k  im  Körper  Kk  hängt 
somit  nur  von  der  Klasse  ab,  der  das  Primideal  p  im  Körper  k  abgehört. 


§  6. 

Um  die  genannten  Thatsachen  zu  beweisen  und  unter  den  in  §  4 
gemachten  Annahmen  die  Theorie  des  relativquadratischen  Körpers  in  Bezug 
auf  k  vollständig  aufzubauen,  bedürfen  wir  eines  Symbols,  welches  ich 
bereits  in  meinem  in  Braunschweig  gehaltenen  Vortrage  erklärt  habe. 

Definition  6.  Es  sei  to  irgend  ein  Primideal  in  &,  und  es  seien  v,  fx 
beliebige  ganze  Zahlen  in  &,  nur  dass  /i  nicht  gleich  dem  Quadrat  einer 
Zahl  in  k  ausfällt;  wenn  dann  v  nach  xo  der  Relativnorm  einer  ganzen  Zahl 
des  Körpers  K{yjji)  congruent  ist  imd  wenn  ausserdem  auch  für  jede  höhere 
Potenz  von  tu  stets  eine  solche  ganze  Zahl  A  im  Körper  K{ylfi)  gefunden 
werden  kann,  dass  v  =  N{A)  nach  jener  Potenz  von  tt)  ausfällt,  so  setze  ich 

in  jedem  anderen  Falle  dagegen 

Fällt  [i  gleich  dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  (=4=  o)  in  A  aus,  so  werde  stets 

m = + ■ 

gesetzt.     Femer  definiren  wir  noch  die  s  Symbole 

V  I  /  '  V  I'  y  '  •••'  \i(-'V' 
wir  setzen  stets 
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wenn  wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen  i;,/i  positiv  ausfällt;  dagegen 
setzen  wir 

wenn  jede  der  beiden  ZaUen  p  ,  fi  negativ  ausfällt.  Ferner  bezeichnen  wir 
allgemein  die  in  A^*^  gelegenen  zu  v ,  /i  conjugirten  Zahlen  bez.  mit  v^^ ,  /u^*^ 
und  setzen 

m=(¥).  m=m m-i-'^^y 

Ist  nun  ein  bestimmter  relativquadratischer  Körper  K{yfft)  in  Bezug 
auf  k  vorgelegt,  so  wird  eine  naturgemässe  Definition  des  Geschlechtsbe- 
griffes aus  der  Definition   1 2  meiner  Abhandlung  gewonnen,  wenn  man  sich 

des    verallgemeinerten    Symbols    (-^)   bedient,   wo  w  die  in  der  Relativ- 

diskriminante  von  K{y/Ji)  aufgehenden  Primideale  und  überdies  diejenigen 
Zeichen  i^*^  durchläuft,  wofür  die  in  A:^*^  gelegene  zu  /x  conjugLrte  Zahl 
/i^*^  negativ  ausfällt.  Es  gelingt  dann  ohne  erhebliche  Schwierigkeit  die 
ganze  in  meiner  Abhandlung  entwickelte  Theorie  der  relativquadratischen 
Körper  auf  den  hier  in  Rede  stehenden  Fall,  dass  der  Körper  A  die  in  §  4 
gemachten  Annahmen  erfüllt,  auszudehnen. 

Das  Reciprocitätsgesetz  für  quadratische  Reste  im  Körper  k  erhält  mit 

Benutzung  des  erweiterten  Symbols   {-^)  die  folgende  einfache  Fassung: 

Safe  7.     Wenn  v,/i  beliebige  ganze  Zahlen  ^o  in  k  sind,  so  ist  stets 


n  C-^)  = 


+  1, 


wo  das  Product  über  sämmtliche  Primideale  û;  =  tu  in  Ä  und  über  die  s 
Zeichen  ûi  =  i  ,  i',  i",  . . . ,  i^'"*^  erstreckt  werden  soll. 

Auch  die  Sätze  41,  64,  65,  67  in  meiner  Abhandlung  lassen  sich  mit 

Hülfe    des   erweiterten    Symbols  (-^)   unmittelbar   auf  den  Fall  des  hier 

betrachteten  Qrundkörpers  k  übertragen. 

Wenn  die  in  ursprünglichem  Sinne  verstandene  Klassenzahl  h  des 
Körpers  k  nicht  i,  sondern  irgend  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  bedürfen  die 
Sätze  in  §  4 — §  6  nur  einer  geringen  und  aus  meiner  Abhandlung  leicht 
zu  entnehmenden  Abänderung. 
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§  7.   '' 

Wenn  für  den  Körper  k  insbesondere  5  —  p  =  o  ausfällt,  so  wird  Â  =  i 
und  Satz  6  lehrt  dann,  dass  es  keinen  unverzweigten  Körper  in  Bezug  auf 
k  giebt.  Wir  wollen  den  nächst  einfachen  Fall  s  —  p  =  i ,  Â  =  2  be- 
trachten und  vor  Allem  die  am  Sckluss  von  §  5  angedeuteteji  Gesetze,  der 
Zerlegung  der  Primideale  in  k  näher  erörtern.  Es  mögen  daher  fortan 
für  den  Grundkörper  k  folgende  speziellere  Annahmen  gelten: 

1.  Unter  den  m  conjugirten  Körpern  k  ,  k\  k'\\  . . ,  ä^*~'^  gebe 
es  eine  beliebige  Anzahl  s  (>  o)  reelle  Körper;  es  seien  dies  die 
Körper  &,  Ä;^  r,  ...,  Ä^'-^ 

2.  Die  Anzahl  h  der  Idealklassen  des  Körpers  Ä,  im  ursprüng- 
lichen weiteren  Sinne  verstanden,  sei  gleich  i  ;  die  Anzahl  h  der  Ideal- 
klassen des  Körpers  k,  im  engeren  Sinne  verstanden,  sei  gleich  2. 

Unter  diesen  Annahmen  ist  der  in  §  5  erwähnte  Klassenkörper  Kk 
relativquadratisch  und  besitzt  folgende  Eigenschaften: 

Satz  8  a.  Der  Klassenkörper  Kk  hat  in  Bezug  auf  h  die  Eelativ- 
diskriminante   i  ;  d.  h.  er  ist  unverzweigt  in  Bezug  auf  h. 

Satz  8  b.  Die  Klassenanzahl  ff  des  Klassenkörpers  Kk^  in  engerem 
Sinne  verstanden,  ist  ungerade, 

Satz  8  c.  Diejenigen  Primideale  in  Å:,  welche  in  k  Hauptideale  im 
engeren  Sinne  sind,  zerfallen  in  Kk  in  das  Product  zweier  Primideale. 
Diejenigen  Primideale  in  A,  welche  in  k  nicht  Hauptideale  im  engeren 
Sinne  sind,  bleiben  in  Kk  Primideale. 

Von  diesen  drei  Eigenschaften  8  a,  8  b,  8  ç  charakterisirt  jede  für  sich 
allein  bei  unseren  Annahmen  über  den  Körper  k  in  eindeutiger  Weise  den 
Klassenkörper  Kk. 

Zum  Beweise  der  Existenz  des  Klassenkörpers  Kk  ist  es  erforderlich 
zu  zeigen,  dass  es  unter  den  hier  gemachten  Annahmen  stets  eine  Einheit 
5  in  Ä  giebt,  die  congruent  dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  nach  dem  Modul 
2*  ausfällt,  ohne  dass  sie  das  Quadrat  einer  Einheit  in  k  wird.  Der  ver- 
langte Klassenkörper  Kk  ist  dann  der  Körper  K{ijë).  Der  Beweis  für  die 
Existenz    einer    solchen    Einheit    s    lässt   sich  durch  eine  ähnliche  Schluss- 
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weise   fähren,    wie   sie    im    §   9   beim  Beweise  der  Sätze  9  a,  9  b,  9  c  an- 
gewandt werden  wird. 

§  8. 

Im  weiteren  Verlaufe  dieser  Untersuchung  wollen  wir  für  einige  an- 
dere Fälle  die  Gesetze  der  Zerlegung  der  Primideale  des  Grundkörpers  k 
im  Klassenkörper  Kk  genau  erörtern  und  die  Beweise  der  aufgestellten  Be- 
hauptungen erbringen.  Es  mögen  in  diesem  Paragraphen  für  den  Grund- 
körper k  folgende  specielle  Annahmen  gelten: 

1.  Unter  den  m  conjugirten  Körpern  k  ,  k\  &",  . . . ,  A;^"*"*^  gebe 
es  eine  beliebige  Anzahl  s  reeller  Körper;  es  seien  dies  die  Körper 
k,k\  k'\  ...,  Ä:^'~'>.' 

2.  Die  Anzahl  h  der  Idealklassieh  des  Körpers  A;,  im  ursprüng- 
lichen weiteren  Sinne,  stimme  mit  der  im  engeren  Sinne  verstandenen 
Klassenanzahl  h  überein  und  sei  gleich  2. 

Unter  diesen  Annahmen  ist  der  Klassenkörper  Kk  relativquadratisch 
und  besitzt  folgende  Eigenschaften: 

Satz  9  a.  Der  Klassenkörper  Kk  ist  un  verzweigt  in  Bezug  auf  A:, 
d.  h.  er  hat  die  ßelativdiskriminante   i   in  Bezug  auf  k. 

Satsf  9  b.  Die  Klassenanzahl  H  und  H  des  Klassenkörpers  Kk^  im 
weiteren  sowie  im  engeren  Sinne  verstanden,  sind  ungerade  {H  =  h). 

Satz  9  c.  Diejenigen  Primideale  in  A;,  welche  in  k  Hauptideale  sind, 
zerfallen  in  Kk  in  das  Product  zweier  Primideale.  Diejenigen  Primideale 
in  k  y  welche  in  k  nicht  Hauptideale.  sind,  bleiben  in  K  k  Primideale;  sie 
werden  jedoch  in  Kk  Hauptideale. 

Von  diesen  drei  Eigenschaften  .9  a,  9  b,  9  c  charakterisirt  jede  für  sich 
allein  bei  unseren  Annahmen  über  den  Körper  A:  in  eindeutiger  Weise  den 
Klassenkörper  Kk;  wir  haben  somit  die  Sätze: 

Satz  loa.  Es  giebt  ausser  Kk  keinen  anderen  relativquadratischen 
Körper,  der  in  Bezug  auf  k  unverzweigt  ist. 

Satz  lob.  Wenn  ein  zu  k  relativquadratischer  Körper  eine  ungerade 
Klassenanzahl  hat j. so  stimmt  derselbe  mit  dem  Klassenkörper  XA:  überein. 

Satz  IOC.  Wenn  alle  Primideale  in  A;,  die  in  Ar  Hauptideale  sind, 
in   einem   relativquadratischen   Körper  zerfallen,  oder  wenn  alle  Primideale 
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in  k  y  die  in  k  nicht  Hauptideale  sind,  in  einem  relativquadratischen  Körper 
Primideale  bleiben,  so  folgt  jedesmal,  dass  dieser  relativquadratische  Körper 
kein  anderer  als  der  Klassenkörper  Kk  ist. 


§  9. 

Um  die  Existenz  des  Klassenkörpers  Kk  und  sodann  die  Sätze  9  a, 
9  b,  9  c  zu  beweisen,  machen  wir  der  Kürze  halber  die  Annahme,  dass  der 
Glrundkörper  k  und  seine  sämmtlichen  conjugirten  Körper  imaginär  sind  und 
nennen  dann  wie  in  §  3  eine  ganze  Zahl  in  k  primär,  wenn  sie  zu  2  prim 
ist  und  dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  k  nach  dem  Modul  2^  congruent 
ausfällt. 

Wir  bestimmen  jetzt  ein  System  von  Grundeinheiten  in  k  und  be- 
zeichnen dieselben  mit  e,  ,  e, ,  . . . ,  s«     ;  ferner  sei  r  ein  zu  2  primes  Prim- 

ideal  des  Körpers  ä,  welches  nicht  der  Hauptklasse  in  k  angehört,  und  es 
werde  t'  =  (/?)  gesetzt,  wo  p  eine  gewisse  ganze  Zahl  in  k  bedeutet.   Fügen 

wir  sodann  den  obigen i    Einheiten  noch  folgende  Zahlen  hinzu 

e«  =  — I,         ®«4.,  =='"' 

AM 

so  bilden  die  — h  i  Zahlen  e^ ,  e, ,  . . . ,  s,»      ein  System  von  Zahlen  dieser 

Beschaffenheit:    jede    ganze   Zahl   f  in  A-,  welche  das  Quadrat  eines  Ideals 
in  k  ist,  lässt  sich  in  der  Gestalt 

+1 


f  =  sf»s?...ej.   a* 


T+^ 


darstellen,  wo  die  Exponenten  rr,  ,  o?, ,  . . . ,  a;„      gewisse  Werthe  o ,  i  haben 


T+^ 


und  a  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  in  k  bedeutet. 

Endlich  bestimmen  wir  mit  Hinblick  auf  Satz  1 8  meiner  Abhandlung 
ein   System   von  Primidealen  q,,q2,  ...iq«       in  Ä,   die   zu    2  prim  sind. 


2-*-' 


so  dass 


(••'-'• Î*') 


L 
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ausfällt  und  zu  diesen  solche  Exponenten  w?,  ,  . . . ,  w^«      mit  Werthen  o,  i, 
dass  die  Producte 


y+1 


q,r"S  q,r"s  ...,  q^^^i 


Hauptideale  in  k  werden;  es  sei  etwa 

won  X,  ,  . . ,  y  x^       gewisse  ganze  Zahlen  in  k  sind. 

Nach  diesen   Vorbereitungen  betrachten  wir  den  Ausdruck 


(2)  e\' .  .  .e^^'  x\' .  .  ,xS'  ; 

derselbe  stellt,  wenn  man  rechter  Hand  für  die  Exponenten  u^  ^  . . . ,  w„, 
beliebige  Werthe  o  ,  i    und   für  die  Exponenten  Vj ,  . . . ,  t^,„      irgend  welche 
der  Gongruenzbedingung 


T+^ 


(3)  v,w^  +v^w^+  ...  +  v^     w^     =0,         (2) 


T^'      T+^ 


genügende  Werthe  o ,  i  nimmt,  im  Ganzen  2'"'*'*  Zahlen  dar.  liechnet 
man  jetzt  allgemein  zwei  ganze  zu  2  prime  Zahlen  oi^  ,0;,  in  A:  zu  der- 
selben Axt,  wenn  ihr  Product  a;,  o;,  eine  primäre  Zahl  ist,  so  lehrt  die 
Betrachtung  am  Schlüsse  von  §  2 1  meiner  Abhandlung,  dass  es  im  Körper 
k  genau  2*  verschiedene  Arten  von  Zahlen  giebt  und  es  müssen  also  unter 
den  Zahlen  von  der  Gestalt  (2)  nothwendig  wenigstens  zwei  Zahlen  vor- 
handen sein,  die  derselben  Art  angehören.  Das  Product  zweier  solcher 
Zahlen  ist  eine  primäre  Zahl  von  der  Gestalt 


'^«    , 


(4)  w  =  e\^...e^^x\^...xj:a\ 


,+1  7+1 


wo  die  Exponenten  t*, ,  . . . ,  t*«     >  ^1  >  •  •  • ,  ^m       gewisse  Werthe  o ,  i  haben 
aber  nicht  sämmtlich  gleich  o  sind  und  a  eine  ganze  Zahl  in  k  bedeutet. 
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Wenn  in  dem  Ausdrucke  (4)  für  die  Zahl  o)  die  Exponenten  t;^ ,  ...,  v 

sämmtlich  sich  gleich  o  herausstellten,  so  wäre  nach  Satz  4  und  5  meiner 
Abhandlung  der  Körper  K{^w)  ein  in  Bezug  auf  k  un  verzweigter  relativ- 
quadratischer  Körper  und  somit  der  verlangte  Beweis  für  die  Existenz  des 
Klassenkörpers  mit  der  Eigenschaft  9  a  erbracht. 

Wir    nehmen    nun    im    Gegentheil   an,    es  habe  wenigstens  einer  der 

Exponenten  t;,  ,  . . . ,  v^       den  Werth   i   und  zwar  sei  t  deren  genaue  An- 

2 
zahl;    es   sei    etwa   Vi^  =  i,  t;^=  i  ,  ...,  t;,^=  i,  wo  die  Indices  ii ,  ij,  . ..,  *< 

gewisse  t  Zahlen  der  Reihe  1,2,..., \-  i  bedeuten.  Bei  dieser  An- 
nahme müssen  die  /  Primideale  t|t,  >  Qi,  >  •  •  •  >  Qi,  ^^  der  Eelativdiskriminante 
dos  Körpers  K{yj7o)  aufgehen;  wegen  der  Bedingung  (3)  und  da  œ  primär 
ist,  folgt  ferner,  dass  es  ausser  diesen  t  Primidealen  kein  weiteres  giebt, 
welches  in  der  llelativdiskriminante  von  K{y/w)  enthalten  wäre.  Die  ge- 
nannten t  Primideale  des  Körpers  k  werden  bez.  die  Quadrate  gewisser  t 
ambiger  Primideale  des  Körpers  K{yjw)^  und  die  Anzahl  aller  ambigen 
Ideale  des  Körpers  Ky[^)  fällt  daher  genau  gleich  2'  aus.  Auch  die 
weiteren  Bezeichnungen  des  Satzes  22  in  §  15  meiner  Abhandlung  be- 
nutzen wir:  es  möge  der  Körper  k  genau  2**  Einheitenverbände  besitzen, 
die  aus  Relativnormen  von  Einheiten  in  KyjTö)  entspringen,  und  es  sei  2"' 
die  Anzahl  der  ambigen  Klassen,  in  denen  ambige  Ideale  des  Körpei-s 
K[>Jw)  enthalten  sind. 

Was  das  Verhalten  der  Ideale  des  Körpers  k  im  Körper  K{^w)  betrifft, 
so  sind  hier  die  folgenden  zwei  Fälle  möglich: 

I.  Die  Ideale  des  Körpers  &,  welche  in  k  nicht  Hauptideale  sind, 
werden  in  K{yf^)  Hauptideale. 

II.  Die  Ideale  des  Körpers  A,  welche  in  k  nicht  Hauptideale  sind, 
werden  auch  in  K[yJ^)  nicht  Hauptideale. 

Indem  wir  das  Verfahren,  welches  ich  in  meiner  Abhandlung  beim 
Beweise  des  Satzes  22  angewendet  habe,  auf  der  Körper  K{yjm)  übertragen, 
finden  wir  leicht  im  Falle  I  die  Gleichung 

(5)  a  =t  +  v  —- 

und  im  Falle  II  die  Gleichung 


(6)  a'^t^v-'^-x. 
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§    lO. 

'Wir  woUeri  femer  für  die  Zahl  v    eine  obere  von  t  und  w  abhängige 

Grenze    ableiten.     Zu    dem    Zweck   mögen  x^  ,  . .. ,  x^  irgend  welche  Ex- 

T 
poneûten  o,  i   bedeuten;  soll  dann  die  Einheit 

die   Belativnorm    einer  Einheit  in  K{y/w)  sein,  so  müssen  noth wendig  die 
t  Bedingungen 

(«)        (s)-+ (fj=+' 

erfüllt  sein. 

Wir  stellen  nun  der  Reihe  nach  folgende  Hülfssätze  auf,  welche  für 
beide  Fälle  I,  II  gelten: 

Hülfssatz  Î.  Jede  Einheit  e  des  Körpers  A,  die  den  Bedingungen 
(7)  genügt,-  ist  nothwendig  die  Relativnorm  einer  Einheit  des  Relativ- 
körpers  K{y/^). 

Zum  Beweise  dieses  Hülfssatzes  unterscheiden  wir,  ob  unter  den  In- 
dices ij  ,  . . . ,  it  die  Zahl  — f-  i   vorkommt  oder  nicht.     Im  ersteren  Falle 

sei  t,  =  --+  I.     Wir  schliessen  dann  aus  (7)  mit  Rücksicht  auf  (i),  dass 

z 

gewiss  die  Gleichungen 

^♦,  =  o>  •  •  •  ,  ^H-i  ==  o 

bestehen  müssen,  und  hieraus  entnehmen  wir,  dass  die  Ajizahl  v*  der  von- 
einander  unabhängigen  Einheitenverbände,   welche  aus  den  Relativnormen 

von  Einheiten  in  K{yJloj  entspringen,  höchstens  gleich 1 -{-  i  ist. 

z 

Kommt    andererseits    unter    den    Indices    i,  ,  . . . ,  i,   die  Zahl  — |-  i 

A 

nicht  vor,  so  schliessen  wir  auf  die  nämliche   Weise 

^f,  =  Oj  .  .  .  ,  ^ti  =  o 

Acta  maihemaüea,    26.    ImpHmé  le  11  Juin  1903.  15 


Digitized  by 


Google 


114  David  Hubert. 

und  mithin  ist  die  Anzahl  v*  der  von  einander  unabhängigen  Einheiten- 
verbände, welche  aus  den  Eelativnormen  von  Einheiten  in  K{yjm)  ent- 
springen, in  diesem  Talle  höchstens  gleich 1. 

Wir  erkennen  leicht,  dass  im  Falle  I  unter  den  Indices  i, ,  * . . ,  it  die 

Zahl 1-  I    nicht   vorkommen   kann.     Wäre  nämlich  imi  Gegentheil  das 

Primideal  q«       in  der  Eelativdiskriminante  des  Körpers  K{yjw)  enthalten 

und  bezeichnet  P  die  ganze  Zahl  in  K{yjw),  welche  das  Ideal  r  darstellt, 
so  muss  die  Eelativnorm  dieser  Zahl  P  gleich  einer  Zahl  in  k  von  der 
Gestalt  ep  werden,  wo  e  eine  Einheit  in  k  bezeichnet  und  p  =  e^       die 

früher  festgesetzte  Bedeutung  hat.  Die  hieraus  folgende  Bedingungs- 
gleichung . 


steht  im  Widerspruch  mit  der  in  (i)  getroffenen  Festsetzung  für  das  Prim- 
,     ideal  q. 


3+* 


Die  bisherigen   Überlegungen  führen  im  Falle  I  zu  der  Ungleichung 

(8)  ^'<J-i    , 

und  im  Falle  II  zu  der  Ungleichung 


(9)  t;-<J-<+i. 


Die  Gleichungen  (5),  (6)  und  die  Ungleichungen  (8),  (9)  zeigen,  dass 
in  beiden  Fällen  I  und  II  die  Ungleichung  a  <o  gilt  und  da  gewiss 
auch  a  >^o  sein  muss,  so  folgt  nothwendig  a  —  o,  d.  h.  es  ist  im  Falle  1 


(10) 

V    =--t 

imd  im  Falle  II 

(lO 

«*=?-'+'• 
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Nunmehr  können  wir  auch  einsehen,  dass  im  Falle  II  das  Primideal 
q«       in   der   Eelativdiskriminante    des   Körpers    K{^w)  vorkommen  muss. 

Wäre  nämlich  im  Qegentheil  die  Zahl 1-  i   unter  den  Indices  i, ,  . . . ,  i, 

nicht  enthalten,  so  müsste,  wie  die  vorhin  angestellte  Überlegung  zeigt, 
die  Ungleichung  (8)  gelten,  was  der  Gleichung  (ii)  widerspricht. 

Wir  sehen  mit  Eücksicht  hierauf,  dass  die  Einheiten  e  in  Ä,  welche 

den    Bedingungen  (7)  genügen,  im  Falle  I  genau 1  und  im  Falle  II 

genau 1  +  i   von  einander  unabhängige  Einheitenverbände  ausmachen. 

Da  diese  Zahl  wegen  (10),  (11)  in  beiden  Fällen  I,  II  gleich  v"  ausfällt, 
so  liefern  jene  Einheiten  e  im  ganzen  2"'  Einheitenverbände;  dieselben 
müssen  daher  mit  denjenigen  Einheitenverbänden  übereinstimmen,  deren 
Einheiten  Eelativnormen  von  Einheiten  in  K{yjœ)  sind,  d.  h.  in  beiden 
Fällen  I,  II  ist  jede  Einheit  e  in  &,  die  den  Bedingungen  (7)  genügt, 
noth wendig  die  Relativnorm  einer  Einheit  in  K{yjw)  und  damit  ist  Hülfs- 
satz  I   bewiesen. 

Hülfssatz  2.  Wenn  3  ^^  Ideal  in  K{yj^)  ist,  dessen  Quadrat  einem 
Ideal  in  k  äquivalent  ausfällt,  so  ist  auch  3  ^^  einem  Ideal  in  k  äqui- 
valent. 

Beim  Beweise  verstehen  wir  unter  S  die  Eelativsubstitution  (^  :  —  ^m) 
und  unter  N  die  Eelativnorm  einer  Zahl  oder  eines  Ideals  in  K{^ä})'  Da 
die  Belativnorm  des  Ideals  2i 

jedenfalls  ein  Ideal  in  k  ist  und  nach  Voraussetzung  3'  einem  Ideal  in  k 

äquivalent  sein  soll,  so  folgt,  dass  auch  der  Idealquotient  -^  einem  Ideal 

\  in  k  äquivalent  sein  muss. 

Im  Falle  I  ist  \  gewiss  in  K{^)  ein  Hauptideal.  Wir  beweisen  an- 
dererseits, dass  im  Falle  II  das  Ideal  {  im  Körper  k  Hauptideal  ist.  Wäre 
nämlich  \  in  k  nicht  Hauptideal,  so  wäre  jf^  i,  wo  r  die  früher  fest- 
gesetzte Bedeutung  hat;  setzen  wir  dann 

S3*  ~  ^' 
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wo  A  eine  gebrochene  Zahl  in  K{\l^)  ist,  so  folgt  offenbar,  indem  wir  auf 
beiden  Seiten  die  llelativnorm  bilden, 

(12)  ep^N{Ä), 

WO  e  eine  Einheit  und  p  =  e^      die  früher  bestimmte  Zahl  in  k  bezeichnet. 

Da  das  Primideal  q„       im  Falle  11  in  der  Eelativdiskriminante  von  K{yjw) 

vorkommt,  so  erhalten  wir  wegen  (12)  die  Œeichung 


I 


und  diese  widerspricht  der  in  (1)  getroffenen  Festsetzung  für  das  Prim- 
ideal q  M     . 

—  4.1 

'  .  ! 

Wir    haben    somit    erkannt,    dass    in   beiden   Fällen  I,  IT  der  Ideal- 

quotient  ^  in  K{yjw)  äquivalent   i   ausfällt;  wir  setzen  demgemäss 

(.3)  |  =  A 

WO  Ä  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  in  K{yjâ})  ist.  Bilden  wir  dann 
die  Eelativnorm 

(14)  e^N{Ä\ 

80  ist  6  eine  Einheit  in  Ä,  die  den  Bedingungen  (7)  genügen  muss  und 
diese  Einheit  e  wird  daher  nach  dem  oben  bewiesenen  Hülfssatz  i  gleich 
der  Eelativnorm  einer  Einheit  in  K[yjli})\  wir  setzen 

(15)  ^=-N{E-\ 
WO  E  eine  Einheit  in  K{\/ä})  ist.     Aus  (14)  und  (15)  folgt 

(16)  N{AE)^i. 

Setzen  wir 

B  =  I  +  8{AE), 

(bez.  B  =  I,  wenn  etwa  AE  =  —  i   ist),  so  wird  wegen  (16) 

^=EA     (bez.   =  I), 
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und  hieraus  entnehmen  wir  mit  Bäcksicht  auf  (13)  die  Gleichung  für  Ideale 

S(B3) 


A3 


=  I, 


d.  h.  B3  ist  das  Product  eines  ambigen  Ideals  des  Körpers  K{yjw)  in  ein 
Ideal  des  Körpers  A.  Da  nun  für  beide  Fälle  I,  II  früher  die  Gleichung 
a  =  o  bewiesen  worden  ist  und  folglich  alle  ambigen  Ideale  in  £{yjû}) 
Hauptideale  sind,  so  folgt,  dass«  auch  das  Ideal  ^  einem  Ideal  des  Körpers 
k  äquivalent  sein  muss.    Hiermit  ist  der  Beweis  für  den  Hülfssatz  2  erbracht. 

HiUfssatz  3.  Wenn  2i  irgend  ein  Ideal  in  K{y/w)  ist,  so  giebt  es  stets 
einen  ungeraden  Exponenten  w,  so  dass  3*  oioöi^a  Ideal  in  k  äquivalent  ist 

In  der  That,  ist  H  die  Klassenanzahl  des  Körpers  K^)  und  setzen 
wir  H=  2*'u^  wo  a  einen  gewissen  Exponenten  und  u  eine  ungerade  Zahl 
bedeutet,  so  folgt,  dass  3'**  ~  i  sein  muss  und  hieraus  schliessen  wir  mit 
Bücksicht  auf  Hülfssatz  2  der  Reihe  nach,  dass  die  Ideale  3**"'*»  3^  '"j  •  •> 
3'*>  3*  gewissen  Idealen  in  k  äquivalent  ausfallen. 

MtUßsate  4.  Wenn  p  ein  Primideal  des  Körpers  k  bedeutet,  für 
welches 


(.7)  (y)  =  + 


ausfällt,  so  ist  p  stets  im  Körper  k  ein  Hauptideal. 

Zum  Beweise  bedenken  wir,   dass  wegen  der  Voraussetzung  (17)  das 
Primideal  p  im  Körper  K{yjw)  zerlegbar  sein  muss;  wir  setzen 

wo  Ç  ,  8^  zu  einander  relativconjugirte  Ideale  in  K{yja})  sind  und  ver- 
stehen dann  mit  Rücksicht  auf  Hülfssatz  3  unter  u  einen  solchen  ungeraden 
Potenzexponenten,    dass   $"  einem  Ideal  \  in  k  äquivalent  wird.     Hieraus 

folgt  offenbar 

p«  /^  J'  rx.  I ,     d.  h.     p  ~  I . 


Der  gewünschte  Nachweis  für  die  Existenz  der  Klassenkörper  mit  den 
Eigenschaften   9  a,   9  b,    9  c  gelingt  mittelst  der  folgenden  Schlüsse,     Wir 
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wählen  an  Stelle  der  in  §  9  bestimmten  den  Bedingungen  (i)  genügenden 

Primideale  (|i , . . . ,  q«,      irgend  — |-  i  andere  zu  2  prime  Primideale  qî ,  . . . , 
7+>  2 


qi,       mit  den  entsprechenden  Eigenschaften 

(5)— •    (!)=+■■    ^**'^ 

und  wählen   wiederum  die  Exponenten  w\ ,  . . . ,  w'^       in  geeigneter  Weise 
so,  dass 

,;,'.  =  (,;) ,  . . . ,  ,:^,/î"  =  («^^,) 

und    darin    x[,  ...,  x'^       ganze  Zahlen  in  k  sind;  sodann  denken  wir  uns 


T+* 


die    sämmtlichen    Schlussfolgerungen   in    §   9 — §    10  für  das  neue  System 
von  Primidealen  qj,  ...,  qi,^^  wiederholt.     Auf  diese  Weise  gelangen  wir 

zu  einem  Ausdruck 


2^' 


(18)  û,'  =  e'*r''...x:;'', 

in  dem  e'  eine  gewisse  Einheit  in  k  und  vj ,  . . , ,  t^^       gewisse  Exponenten 

o  ,  I   bedeuten;  falls  wir  wie  vorhin  annehmen,  dass  die  Exponenten  t;J,..., 
vi,       nicht   sämmtlich   gleich  o   ausfallen,   folgern  wir  wiederum  für  den 

Körper  K{yjm)  die  Gültigkeit  der  Hülfssätze   i — 4,  und  entsprechend  dem 
Hülfssatz  4  ist  mithin  jedes  Primideal  p  des  Körpers  ä,  für  welches 


(^)=+" 


ausfällt,  stets  noth wendig  ein  Hauptideal  des  Körpers  k. 

Wir  bezeichnen  nun  kurz  mit  to«  alle  diejenigen  Primideale  in  &,  für 
welche 


©=+ 
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ist,  und  mit  n)«K»'  diejenigen  E^mideale  in  k  für  welche  zugleich 

ö—  "■->  (£.)-  +  ■ 

ausfallt,  femer  mit  tt)^"*"^  diejenigen  Primideale  des  Körpers  &,  welche  Haupt- 
ideale in  k  sind,  dagegen  mit  xo^"^  diejenigen  Primideale  des  Körpers  ft, 
welche  nicht  Hauptideale  in  k  sind. 

Da  die  Zahlen  (o  ,  œ'  sicher  nicht  Quadrate  von  ganzen  Zahlen  in  k 
sind  und  bei  unseren  Annahmen  wegen  der  Verschiedenheit  der  Primideale 
q, ,  . . . ,  q«      ,  qî ,  . . . ,  qi,       das  Nämliche  auch  für  das  Produkt  tofo'  gilt, 

SO  folgen  aus  Satz   17  meiner  Abhandlung  die  Gleichungen 


(19) 


(•>!) 


(*>1) 


(to»«') 

hier  sind  die  unendlichen  Summen  über  alle  Primideale  10«  bes.  lo«^-  zu 
erstrecken  und  f^{s) ,  f^'{s)  bedeuten  Functionen  der  reellen  Veränderlichen 
s,  welche  stets  zwischen  endlichen  Grenzen  bleiben,  wenn  s  sich  dem  Werthe 
I   nähert;  n  bezeichnet  stets  die  Norm  im  Körper  k. 

Die  Primideale  xo^  sind  offenbar  sämmtlich  von  den  Primidealen  xo^» 
verschieden  und  da  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  die  Primideale  tu«  ,  It).«' 
sämmtlich  unter  den  Primidealen  tt)^^^  vorkommen,  so  haben  wir 

und  folglich  wegen  (19) 

hier  sind  die  unendlichen  Sunmien  wiederum  über  alle  Primideale  mit  den 
betreffenden  Eigenschaften  zu  erstrecken. 

Die  Primideale  to^^^y  Vch^  erschöpfen  offenbar  die  sämmtlichen  Prim- 
ideale to  VDL  k^  und  es  ist  daher 
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wo  die  Snmme  21  über  sämmtliche  Primideale  to  in  k  erstreckt  werden  soll 

und  f{s)  wiederum  eine  für  Werte  5>  i,  die  sich  dem  Werte  i  nähern, 
zwischen  endlichen  Grrenzen  bleibende  Grösse  bezeichnet.  Aus  (20)  und  (21) 
zusammen  folgt  die  Ungleichung 

Ntmmehr  stellen  wir  folgenden  Hülfssatz  über  die  Ideale  des  Körpers 
k  auf: 

Hülfssatz  5.     Wenn  in  dem  Ausdrucke 


(ttK+) 


S;riv.  ^'>') 


die  erste  Summe  über  alle  Primideale  tt)^**"^  und  die  zweite  Summe  über 
alle  Primideale  to^"^  erstreckt  wird,  so  stellt  dieselbe  eine  solche  Function 
der  reellen  Veränderlichen  s  dar,  welche  stets  unterhalb  einer  positiven  end- 
lichen Grenze  bleibt,  wenn  die  reelle  Veränderliche  8  sich  der  Grenze  i 
nähert. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  durch  die  nämliche  Schlussweise  geführt, 
wie  sie  beim  Beweise  des  Satzes  31  in  meiner  Abhandlung  angewandt 
worden  ist. 

Wir  erkennen,  dass  die  Ungleichung  (22)  unmittelbar  einen  Wider- 
spruch gegen  den  Hülfssatz  5  enthält,  und  mithin  ist  unsere  ursprüngliche 
Annahme  zu  verwerfen,  d.  h.  es  müssen  in  der  Gleichung  (4)  die  Expo- 
nenten Vj ,  . . . ,  v«       oder  das  zweite  Mal  in  der  entsprechenden  Gleichung 

(18)   die   Exponenten  vj  ,  . . . ,  t;^»       sämmtlich  o  sein;  in  der  Zahl  w  bez. 

Û)'  haben  wir  also  eine  Zahl  des  Körpers  k,  welche  als  Ideal  das  Quadrat 
eines  Ideals  in  k  darstellt,  die  überdies  congruent  dem  Quadrat  einer  Zahl 
in  k  nach  dem  Modul  2'  wird  und  doch  nicht  das  Quadrat  einer  Zahl 
in  k  ist. 

Der  Körper  K[yf^)  bez.  K{yjw')  ist  der  gesuchte  Klassenkörper  Kk 
zum  Grundkörper  &,  da  er  die  in  Satz  9  a  ausgesprochene  Eigenschaft 
besitzt.  Damit  ist  die  schwierigste  Aufgabe  in  der  hier  erörterten  Theorie 
gelöst. 


1 


Digitized  by 


Google 


über  die  Theorie  der  relativ-Aberschen  Zahlkörper.  12i 


§    12. 

Der  Beweis  für  den  Satz  9  b  sowie  für  die  zweite  Aussage  des  Satzes 
9  c  ist  aus  den  bisherigen  Entwickelungen  leicht  zu  entnehmen.  Nicht  so 
einfach  gelingt  der  Nachweis  für  die  erste  Aussage  des  Satzes  9  c,  wonach 
jedes  Primideal  des  Körpers  &,  das  in  k  der  Hauptklasse  angehört,  im 
Klassenkörper  Kk^  der  jetzt  K{yJ^)  ist,  weiter  zerlegbar  sein  muss.  Wir 
führen  diesen  Nachweis  in  folgender  Weise: 

Nach  dem   in   §    1 1    Bewiesenen  ist  die  Zahl  w  von  der  Gestalt  (4)  : 

wo   die   Exponenten   Uj  ,  . . . ,  ««       gewisse  Werthe  o ,  i    haben,  aber  nicht 

sämmtlich    gleich    o    sind  :    es    sei    etwa   w,  =  t  ;  dann  bezeichnen  wir  die 

Zahlen  s, ,  e, ,  . . . ,  £,._i  ,  £..4.,  >  •  •  •  >  ^«  »  ^m      bez.  mit  s^ ,  . . . ,  ^1  und  bestim- 

Ï       2  "*■  2 

AM 

men  -    von  r  verschiedene  Primideale  p,  ,  . . . ,  p^   in  k  derart,  dass 


(A+i) 


wird.      Wegen    (23)    sind    nach    der    zweiten   Aussage  des  Satzes  9  c  diese 

Primideale  p,  ,  . . . ,  pm   sämmtlich  Hauptideale  in  k]  wir  setzen 
T 

P,    =  My   ...,  Pm  =  f7rj\, 

wo  ;r,  ,  . . . ,  TT^  ganze  Zahlen  in  k  bedeuten.     Nunmehr  wollen  wir  zeigen, 

T 
dass  ein  Ausdruck  von  der  Gestalt 

(24)  o)'  =  sp* .  .  .  em  '  77Î^  .  .  TT«  , 

î'  2 

/w;,  ...,w^,  V,,  ...,t;„  =  O,  i\ 

Acta  maikentaiiea.    36.    Imprimé  lo  18  Juin  1<02.  IQ 
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nur    dann    eine  primäre  Zahl  in  k  darstellen  kann,  wenn  die  Exponenten 

«*i  )  •  •  •  )  ^m  )  ^1  )  •  •  •  )  ^m  sämmtlich  den  Werth  o  haben.    In  der  That,  wäre 

T  T 

(O*  primär  und  weni^tens  einer  dieser  Exponenten  gleich  i,  so  beweisen 
wir  wie  oben  durch  Hülfssatz  4,  dass  alle  Primideale  in  k,  welche  in  ]i{yjci}*) 
zerlegbar  werden,  in  k  Hauptideale  sind,  d.  h.  es  müssten  dann  alle  Prira- 
ideale  m,  nach  welchen  n)*  quadratischer  Rest  ist,  Hauptideale  in  k  sein. 
Die  Thatsache,  dass  zugleich  auch  alle  Primideale  tt),  nach  denen  œ  qua- 
dratischer Rest  ist,  Hauptideale  in  k  sind,  führt  uns  wie  früher  in  §  1 1 
auf  einen  Widerspruch. 

Aus  der  soeben  erkannten  Thatsache,  dass  der  Ausdruck  (24)  ausser 
der  Zahl  i  niemals  eine  primäre  Zahl  darstellen  kann,  ziehen  wir  leicht 
durch  ein  ähnliches  Schlussverfahren,  wie  wir  es  früher  angewandt  haben, 
diese   Folgerung:    wenn   x  eine   beliebige  zu    2  prime  ganze  Zahl  in  k  ist, 

so    lässt    sich    stets    ein   System   von   Exponenten   w' ,  . . . ,  w]^  ,  Vj  ,  . . . ,  v» 

T  T 

finden  derart  dass  der  Ausdruck 

«•  V» 

(25)  xSi  '  .  .  .  e«    ;rî'  .  .  .  7tm 


eine  primäre  Zahl  in  k  darstellt. 

Es  sei  nun  q  irgend  ein  Primideal  der  Hauptklasse  in  k]  wir  setzen 
q  =  (x),  wo  X  eine  ganze  Zahl  in  k  bedeutet  und  nehmen  entgegen  der 
zu  beweisenden  Behauptung  an,  es  sei  q  in  K{y/û))  unzerlegbar.  Wir  bilden 
für  die  Zahl  x  den  Ausdruck  (25)  und  bezeichnen  denselben  mit  a.  End- 
lich bestimmen  wir  in  k  ein  von  r  verschiedenes  Primideal  r,  welches  in  k 
nicht    Hauptideal    ist,    und    eine   Zahl   ^  in  /;,  so  dass  ^  =  rr  wird;  wir 

setzen  S=— p  oder  ffi  =  û>,  jenachdem  o)  den  Paktor  t'  enthält  oder  nicht. 

Da  nach  Satz  9  b  der  Körper  K{yJ^)  eine  ungerade  Klassenanzahl 
besitzt,  so  gilt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  a  primär  ist,  nach  dem  in  meiner 
Abhandlung  für  diesen  Fall  be\viesenen  quadratischen  Reciprocitätsgesetz 
die   Formel 


(^*'  iàWâ)- 


hierbei   habe  die  geschwungene   Klammer   für   den  Körper  K{y/af)  die  ent 
sprechende  Bedeutung  des  quadratischen  Restcharakters,  wie  die  gewöhnliche 
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Klammer  für  den  Körper  k.  Das  Hauptideal  yjm  im  Körper  K{yfw)  ist 
entweder  gleich   i   oder  gleich  dem  Primideal  r.    Fällt  nun  f  ?  j  =  +  i  aus, 

so  ist  gewiss  auch  |-l  =  +  i-  Ist  Kj  =  — i,  so  wird  wegen  l-j  =  —  i 
nothwendig  (^^  J  =  -f  i  und  umsomehr  |  -^  i  =  +  i-  Andererseits  ist  wegen 
a>  =  (^ôî)*  nothwendig  |  -  i  =  +  i  und  folglich  auch  |  -  [  =  +  i-  Wir 
haben  also  in  jedem  Falle  gewiss  J  -=:  j  =  +  i  und  wegen  (26)  folgt  hieraus 

Wenn  Ä  irgend  eine  ganze  zu  q  prime  Zahl  in  K{yjw)  bedeutet,  so 
gelten  nach  dem  Primideal  q  des  Körpers  Ä,  das  auch  in  K{y/w)  Primideal 
bleiben  sollte,  folgende  Congruenzen 

{^)^{NA)    '     ,         (q) 

und  da 

SA  =  A''^'\         NA  =  A"^'^''\         (q) 

ausfällt,  so  wird  mithin 

Nehmen  wir  insbesondere  A  =  ^m,  so  erhalten  wir 


„8)  i^l  =  (^)- 

Andererseits  ist  wegen  (23)  allgemein  das  Primideal  p*  in  K{y]a)  zer- 
legbar; wir  setzen 

P*  =  ^».55p„  (»-M ^) 

wo  ^»  ein  Primideal  in  K{yß})  bedeutet.     Da 
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wird,  so  haben  wir 

Wegen    (27),   (28),   (29)   ist   mit  Rücksieht  auf  die  Bedeutung  von  a 

und  folglich 

<3o)  {^m-+'- 

Da  die  Zahl  a  primär  ist,  d.  h.  dem  Quadrat  einer  ganzen  Zahl  in  k 
congruent  nach  2'  ausfällt,  so  folgt  leicht,  dass  n(a)^  i  nach  2'  und  mithin 

(_i)  =  (_x)    «     =  +  . 

sein  muss;  wir  erhalten  mithin  aus  (30)  die  Gleichung 

l-\  =  -f  I      ^^^  somit  auch     ^-j  =  +  i, 

welche  der  Annahme  widerspricht,  wonach  q  in  Ä  unzerlegbar  sein  sollte; 
diese  Annahme  ist  somit  als  unzutreffend  erkannt,  d.  h.  jedes  Primideal 
des  Körpers  A,  welches  der  Hauptklasso  in  k  angehört,  zerfällt  in  K{y/^) 
in  das  Product  zweier  Primideale,  wie  Satz  9  c  in  seinem  ersten  Theile 
aussagt. 

§  13. 

Wir  erörtern  jetzt  die  ßeciprocitätsgesetze  für  quadratische  Iteste  im 
Körper  k  unter  den  besonderen  Annahmen  A  =  Â  =  2,  wie  sie  in  §  8 
über  den  Körper  k  gemacht  worden  sind.  Der  erste  Ergänzungssatz  lässt 
sich  wieder  genau  wie  früher  in  der  Form  des  Satzes  i  aussprechen,  sobald 
wir  dem  Begriff  »primäres  Ideal»  die  folgende  engere  Fassung  geben:  wir 
nennen  in  dem  zu  Grunde  gelegten  Körper  k  ein  zu  2  primes  Ideal  a  dann 
primary  wenn  für  dasselbe 

!)=  +  ■ 
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ausfällt  —  nicht  nur  für  alle  Einheiten  $,  sondern  auch  für  diejenigen 
ganzen  Zahlen  f  in  A;,  die  Quadrate  von  Idealen  sind,  d.  h.  wenn 

©"+■■  ft)=+' C^)=+- 

wird.  Indem  wir  in  entsprechender  Weise  den  Begriff  eines  hyperpriniären 
Ideals  in  dem  zu  Grunde  liegenden  Körper  k  enger  fassen,  gilt  auch  der 
zweite  Ergänzungssatz  in  der  früher  aufgestellten  Form  des  Satzes  2  und 
ebenso  auch  da«  allgemeine  Keciprocitätsgesetz  in  der  Fassung  des  Satzes  3. 

Um  den  Beweis  für  diese  Eeciprocitätsgesetze  zu  führen,  bedenken 
wir,  dass  der  Klassenkörper  K{yjw)  eine  ungerade  Klassenanzahl  hat.  Für 
einen  solchen  Körper  habe  ich  das  Keciprocitätsgesetz  in  meiner  Abhand- 
lung bereits  bewiesen.  Aus  diesem  Keciprocitätsgesetz  für  den  Körper  I({y/w) 
gewinnen  wir  sodann  ohne  Schwierigkeit  durch  ein  geeignetes  Schlussver- 
fahren die  eben  genannten  Keciprocitätsgesetze  für  den  Körper  k. 

In  meiner  Abhandlung  habe  ich  unter  den  in  §  3  der  vorliegenden 
Arbeit  gemachten  Annahmen  gezeigt,  wie  die  Idealklassen  eines  beliebigen 
in  Bezug  auf  k  rektivquadratischen  Körpers  in  Geschlechter  einzutheilen 
sind.  Unter  der  gegenwärtigen  Annahme  ä  =  Ä  =  2,  die  wir  im  §  8  für 
den  Körper  Ä;  gemacht  haben,  theilen  wir  die  Idealklassen  eines  beliebigen 
relativquadratischen  Körpers  K{^)  in  Bezug  auf  k  auf  folgende  Weise  in 
Geschlechter  ein.  Es  sei  3  ein  beliebiges  Ideal  des  relativquadratischen 
Körpers  -ff(\///).  Wir  definiren  zunächst  wie  in  dem  Falle,  den  meine  Ab- 
handlung betrifft,  das  Charakterensystem  einer  Zahl  des  Körpers  k.  Sodann 
verstehen  wir  unter  r  ein  bestimmtes  zu  2  primes  Ideal,  welches  nicht  der 
Hauptklasse  in  k  angehört,  und  wählen  dann  den  Exponenten  «*  =  o  ,  i 
derart,  dass  im  Körper  k  das  Product  der  Kelativnorm  von  3  ^^^  Ideal 
t"  äquivalent  wird:  es  sei  etwa 

^(3)r"  =  (0, 

WO  t  eine  geeignete  ganze  Zahl  in  k  bedeutet.  Endlich  bilden  wir  das 
Charakterensystem  für  die  Zahl  t  und  fügen  diesem  noch  die  Einheit 
( —  i)*  hinzu.  Das  so  erhaltene  System  von  Einheiten  +  i  heisse  das 
Charakterensystem  des  Ideals  3-  ^.Ue  Ideale,  die  dasselbe  Charakteren- 
system  besitzen,   bilden  ein    Geschlecht.     Es  gilt  wiederum  der  Fundament 
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talsatZj  dass  stets  genau  die  Hälfte  aller  möglichen  Charakterensystenie  wirk- 
lich durch  GescMechter  in  K{yJ]i)  vertreten  sind. 

Wenn  für  einen  Körper  k  der  Werth  der  Klassenanzahl  h  ira  ur- 
sprünglichen Sinne  und  der  Klassenanzahl  h  im  engeren  Sinne  zusammen- 
fallen und  nicht  gleich  2,  sondern  das  Doppelte  irgend  einer  ungeraden 
Zahl  sind,  so  bedürfen  die  in  §  8 — §  13  ausgesprochenen  Sätze  nur  einer 
geringen  und  aus  meiner  Abhandlung  leicht  zu  entnehmenden  Abänderung. 

§   14. 

Es  möge  endlich  kurz  die  Annahme  behandelt  werden,  dass  der  Grund- 
körper k  die  Klassenanzahl  ä  =  Ä  =  4  besitzt;  wir  haben  dann  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

A.  Es  giebt  eine  Klasse  C  in  *  derart,  dass  C,  C\  C\  C*  =  i  die 
4  Klassen  des  Körpers  ä;  darstellen. 

B.  Es  giebt  zwei  Klassen  G^^G^  in  Ä  derart,  dass  C^ ,  6',,  C\C7,  =  C,, 
C\  =z  C\  =  i   die  4  Klassen  des  Körpers  k  darstellen. 

Im  Falle  A.  ist  der  Klassenkörper  Kk  des  Körpers  k  relativcyklisch 
vom  Relativgrade  4  in  Bezug  auf  k  und  weist  folgende  fundamentale  Eigen- 
schaften auf: 

Saiz  IIa.  Der  Klassenkörper  Kk  hat  in  Bezug  auf  k  die  Eelativ- 
diskriminante   i . 

Satz  IIb.  Die  Klassenanzahl  B ,  ff  des  Klassenkörpers  Kk  im  ur- 
sprünglichen bez.  im  engeren  Sinne  ist  eine  ungerade  Zahl.  Der  Klassen- 
körper Kk  besitzt  einen  und  nur  einen  relativquadratischen  Unterkörper 
UKk.     Die  Klassenanzahl  von   UKk  ist  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl. 

Satz  1 1  c.  Diejenigen  Primideale  in  Ä,  welche  in  k  Hauptideale  sind, 
d.  h.  der  Klasse  i  angehören,  zerfallen  in  Kk  in  das  Product  von  4  Prim- 
idealen. Diejenigen  Primideale  in  Ä,  welche  der  Klasse  C  angehören,  zer- 
fallen in  TJKk  in  das  Product  zweier  solcher  Primideale,  die  im  Körper 
Kk  unzerlegbar  bleiben.  Diejenigen  Primideale  in  A,  welche  der  Klasse 
G  oder  C  angehören,  bleiben  in  Kk  unzerlegbar;  sämtliche  Ideale  in  k 
werden  in  Kk  Hauptideale. 

Von  diesen  3  Eigenschaften  1 1  a,  1 1  b,  1 1  c  charakterisirt  jede  für 
sich  allein  bei  unserer  Annahme  über  den  Körper  k  in  eindeutiger  Weise 
den  Klassenkörper  Kk\  wir  haben  somit  insbesondere  folgende  Sätze: 
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Satz  1 2  a.  Wenn  ein  relativquadratischer  Körper  die  Belativdiskrimi- 
nante  i  in  Bezug  auf  k  besitzt,  so  stimmt  derselbe  mit  UKk  überein. 
Wenn  ein  relativ-AbelscIier  Körper  vom  Belativgrade  4  in  Bezug  auf  k 
die  Belativdiskriminante   i   besitzt,  so  stimmt  er  mit  Kk  überein. 

Satz  1 2  b.  Wenn  ein  relativquadratischer  Körper  in  Bezug  auf  k  eine 
Klassenanzahl  besitzt,  die  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist,  so  stimmt 
dieser  Körper  mit  IJKk  überein. 

Satz  1 2  c.  Wenn  ein  relativ- Abel'scher  Körper  vom  lielativgrade  4 
in  Bezug  auf  k  eine  ungerade  Klassenanzahl  besitzt,  so  stimmt  er  mit  Kk 
überein. 

Im  Falle  B.  ist  der  Klassenkörper  Kk  des  Körpers  k  relativ-Abel'sch 
vom  Belativgrade  4   und    weist  folgende  fundamentale  Eigenschaften  auf: 

Satz  13  a.  Der  Klassenkörper  Kk  hat  in  Bezug  auf  k  die  Belativ- 
diskriminante  I. 

Satz  13  b.  Die  Klassenanzahl  des  Körpers  Kk  ist  ungerade.  Der 
Klassenkörper  Kk  besitzt  drei  relativquadratische  Unterkörper  ÜKk^^ ,  UKk^^ 
UKk^  in  Bezug  auf  k.  Die  Klassenanzahl  eines  jeden  dieser  drei  Unter- 
körper ist  gleich  dem  Doppelten  einer  ungeraden  Zahl. 

Satz  13c.  Diejenigen  Primideale  in  ^,  weichein/;  Hauptideale  sind, 
d.  h.  der  Klasse  i  angehören,  zerfallen  in  K  k  in  das  Product  von  vier 
Primidealen.  Diejenigen  Priraideale  in  ft,  welche  der  Klasse  C^  angehören, 
zerfallen  in  einem  jener  drei  Unterkörper,  etwa  in  TJKk^^  in  das  Product 
von  zwei  Primidealen  und  sind  in  jedem  der  beiden  anderen  Unterkörper, 
also  in  VKk^ ,  UKk^  unzerlegbar.  Diejenigen  Primideale  in  ft,  welche  der 
Klasse  Ü,  bez.  (7,  angehören,  zerfallen  etwa  in  JJKk^  bez.  UKk^  in  das 
Product  von  zwei  Primidealen  und  sind  in  UKk^ ,  UKk^  bez.  in  TJKk^ ,  UKk^ 
unzerlegbar.  Sämtliche  Ideale  des  Körpers  ft  werden  in  jedem  der  drei  rc- 
IcUivquadratischen  Körper  UKk^ ,  UKk^ ,  UKk^  Hauptideale. 

Von  diesen  Eigenschaften  charakterisirt  wiederum  jede  für  sich  voll- 
standig  den  Klassenkörper  Kk  und  die  drei  Unterkörper  Z/JSTft, ,  UKk^^ 
UKk,. 

Die  eben  aufgestellten  Sätze  1 1  a,  1 1  b,  1 1  c,  12  a,  12  b,  12  c,  13  a, 
13b,  13c  bestätigen,  wie  wir  leicht  erkennen,  unter  der  gegenwärtigen 
Annahme  ä  =  î  =  4  sowohl  im  Falle  A.  wie  im  Falle  B.  die  Gültigkeit 
der  weiter  unten  in  §   16  aufgestellten  allgemeinen  Sätze   14  und   15. 

Zum   Beweise   der  Sätze    11,    12,    13  ist  vor  Allem  nöthig,  zu  zeigen, 
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dass  für  den  Grundkörper  k  bei  der  gemachten  Annahme  stets  wenigstens 
ein  relativquadratischer  Körper  mit  der  Relativdiskriminante  i  existirt. 
Sodann  hat  man  in  Bezug  auf  diesen  noch  einen  weiteren  relativqua- 
dratischen Körper  mit  der  Eelativdiskriminante  i  zu  construiren,  was  auf 
Grund  des  schon  bewiesenen  Satzes  9  a  stets  möglich  ist. 

Wenn  für  einen  Körper  k  der  gemeinsame  Werth  der  Klassenanzahl 
h  im  ursprünglichen  Sinne  und  der  Klassenanzahl  Ä  im  engeren  Sinne  nicht 
gleich  4,  sondern  das  Vierfache  irgend  einer  ungeraden  Zahl  ist,  so  be- 
dürfen die  hier  ausgesprochenen  Sätze  nur  einer  geringen  und  aus  meiner 
Abhandlung  leicht  zu  entnehmenden  Abänderung. 


t?  15- 

Die  im  Vorstehenden  bewiesenen  und  im  folgenden  Paragraph  (§  16) 
allgemein  ausgesprochenen  Sätze  zeigen,  dass  für  die  vollständige  Unter- 
suchung der  arithmetischen  Eigenschaften  eines  beliebig  vorgelegten  Grund- 
körpers k  vor  Allem  die  Kenntniss  des  zu  k  gehörigen  Klassenkörpers  Kk 
erforderlich  ist.  Unsere  Entwickelungen  setzen  uns  in  den  Stand,  in  jedem 
besonderen  Falle  auf  arithmetischem  Wege  den  Klassenkörper  Kk  wirklich 
zu  finden.  Im  Folgenden  wollen  wir  auf  eine  transcendente  Bestimmungs- 
weise des  Klassenkörpers  hinweisen,  die  der  bekannten  von  Dirichlet  er- 
sonnenen  Methode  der  transcendenten  Bestimmung  der  Klassenanzahl  ent- 
spricht. 

Wir  machen  für  den  Grundkörper  k  die  besondere  Annahme  Ä  =  Â  =  2 
und  bezeichnen  mit  x  die  in  meinem  Berichte  Über  die  Theorie  der  alge- 
braischere Zahlkörper  ^  im  §  24  definirte,  dem  Körper  k  eigenthümliche 
Zahl;  femer  mögen  H  die  Klassenanzahl  des  Klassenkörpers  K  k  und  K  die 
elitsprechend  definirte  Zahl  für  den  Klassenkörper  Kk  bezeichnen:  dann 
gilt  die  folgende  Formel 


worin   die   Summe  S    über  alle  Hauptideale  i^**"^  in  k  und  die  Summe  £ 

(i(+))  ^  .   (i(-)) 

*    Vgl.    Jahresbericht    der    Deutschen    Mathematiker-Vereinigung    IV, 
1894—95,  S.   229. 
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über  alle  diejenigen  Ideale  j^""^  erstreckt  werden  soll,  die  nicht  Hauptideale 
in  k  sind.  Der  Ansdruck  K  enthalt  in  gewisser  Weise  die  Logarithmen 
der  Einheiten  des  Klassenkörpers  Kky  so  dass  durch  denselben  die  er- 
wünschte Bestimmung  des  Klassenkörpers  ermöglicht  ist. 

Zum  Beweise  der  Formel  (31)  betrachten  wir  das  Product 

in  welchem  m  alle  Primideale  des  Körpers  k  durchläuft;  dasselbe  convergirt 
für  reelle  Werthe  von  8  >  i   und  es  ist 

(33)  L{(5-i)C(«)}  =  Ax. 

Das  entsprechende  Product  für  den  Körper  Kk  lautet 

wo  rechter  Hand  SB  alle  Primideale  von  Kk  durchläuft  und  nN  die  Norm 
der  Eelativnorm  von  SB  in  A:,  d.  h.  die  Norm  in  K  k  bedeutet.    Es  ist  dann 

(34)  L{(5-i)Z(5)}«ÄK. 

Wir  unterscheiden  nun  unter  den  Primidealen  SB  diejenigen  die  durch 
Zerlegung  irgend  eines  Primideals  in  k  entstehen,  und  diejenigen,  die  Prim- 
ideale in  k  sind.  Wegen  Satz  9  c  fällt  für  die  ersteren  -^(SB)  gleich  einem 
Primideal  lu^"*"^  der  Hauptklasse  in  k  aus;  für  die  letzteren  dagegen  ist 
iV^(9B)  gleich  dem  Quadrat  eines  Primideals  xo^^^  in  fc,  welches  nicht  der 
Hauptklasse  in  k  angehört.     Mit  llücksicht  hierauf  wird 

^^'^  ^  (P))  (»-«(»u'^'Fr  (P)  '-«('»^-^)- 

und  hieraus  folgt  wegen  (32) 

diese  Gleichung  liefert,  wenn  wir  zur  Grenze  s  =  i  übergehen,  mit  Rück- 
sicht auf  (33),  (34)  den  verlangten  Beweis  der  Formel  (31). 

Acta  fnathmnatiea.    26.    Imprimé  le  18  juin  1902.  17 
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§    I6. 

Es  sei  endlich  k  ein  völlig  beliebiger  Zahlkörper.  Wir  treflFen  fol- 
gende Festsetzangen,  in  denen  gar  keine  beschränkende  Annahme  für 
k  liegt: 

1.  Unter  den  m  conjug^rten  Körpern  i  ,  *',  ft",  . . . ,  ft^*"'^  gebe 
es    eine    beliebige    Anzahl  s  reeller  Körper;  es  seien  dies  die  Körper 

2.  Die  Anzahl  der  Idealklassen  des  Körpers  ft,  im  engeren  Sinne 
verstanden,  sei  eine  beliebige  Zahl  Ä. 

Ein  in  Bezug  auf  ft  relativ-Abel'scher  Körper  K  heîsse  unverzweigt ^ 
wenn  die  Kelativdiskriminante  von  K  in  Bezug  auf  ft  gleich  i  ausfällt, 
oder,  was  das  Nämliche  bedeutet,  wenn  es  in  ft  kein  Primideal  giebt,  das 
durch  das  Quadrat  eines  Primideals  in  K  theilbar  wird.  Wir  stellen  dann 
folgende  Theoreme  auf,  die  im  Vorstehenden  für  gewisse  besondere  Fälle 
bewiesen  worden  sind,  deren  vollständiger  Beweis  jedoch,  wie  ich  über- 
zeugt bin,  auf  Grund  der  von  mir  angegebenen  Methoden  gelingen  muss: 

Satz  1 4.  Es  giebt  in  Bezug  auf  k  stets  einen  völlig  bestimmten  relativ- 
Abd'schen  unverzweigten  Körper  Kk  vom  Relativgrade  h;  dieser  Körper  Kk 
heisse  der  Klassenkörpet^  von  ft.  Der  Klassenkörper  Kk  enthält  sämmtliche 
in  Bezug  auf  ft  relativ- Abel* schen  unverzweigten  Körper  als  Unterkörper. 

Die  Belativgruppe  des  Klassenkörpers  Kk  ist  mit  derjenigen  Abd'schen 
Gruppe  holoedrisch  isomorph^  die  durch  die  Zusammensetzung  dei^  Idealklassen 
in  k  bestimmt  wird.  ^ 

Diejenigen  Primideale  p  des  Körpers  ft,  welche  der  nämlichen  Ideal- 
klasse von  ft,  im  engeren  Sinne  verstanden^  angehören^  erfahren  im  Klassen* 
körper  Kk  eine  Zerlegung  in  Primideale  der  nämlichen  Anzahl  und  der  näm- 
lichen Qrade^  so  dass  die  weitere  Zerlegung  eines  Primideals  p  des  Körpa'S 
k  im  Körper  K  nur  von  der  Klasse  abhängt^  der  das  Primideal  p  im  Körper 
k  angehört. 

*  Man  vergleiche  hierzu  die  Untersuchungen  von  H.  Weber,  Über  Zahlengruppen 
in  algebraischen  Körpern,  Mathematische   Annalen,  Bd.  48,  S.  433  und  Bd.  49,  S.  83. 
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Definition  7.  Eine  ganze  Zahl  A  des  Klassenkörpers  Kk  heisse  eine 
Ambige  dieses  Körpers  Kk^  wenn  sie  die  beiden  folgenden  Bedingungen 
erfüUt: 

a)  Die  ganze  Zahl  A  sei  total  positiv  (Vgl.  Definition  5);  d.  h.  das 
durch  A  dargestellte  Ideal  gehöre  auch  im  engeren  Sinne  der  Hauptklasse 
in  k  an. 

b)  Jede  zu  A  relativconjugirte  Zahl  soll  sich  von  A  nur  um  einen 
Factor  unterscheiden,  welcher  eine  Einheit  in  Kk  ist. 

Eine  Ambige  heisse  eine  Primambige^  wenn  sie  nicht  eine  Einheit  ist 
und  sich  nicht  als  ein  Product  von  zwei  Ambigen  darstellen  lässt,  von 
denen  keine  eine  Einheit  ist. 

Satz  15.  Jede  Ambige  des  Klassenkörpers  Kk  stellt  ein  Ideal  des 
Grundkörpers  k  dar  und  umgekehrt  jedes  Ideal  des  Grundkörpers  k  lässt 
sich  durch  eine  Ambige  des  Klassenkörpers  Kk  darstellen;  diese  ist  abgesehen 
von  einem  Einheitsfactor  durch  jenes  Ideal  bestimmt. 

Jede  Ambige  des  Klassenkörpers  Kk  ist  mithin  auf  eine  und  nur  auf 
eine  Weise  in  ein  Product  von  Primambigen  zerlegbar^  wenn  man  dabei  von 
der  Willkür  der  auftretenden  Einheitsfactoren  absieht. 

Die  in  diesem  Satze  aufgestellte  Eigenschaft  kommt  unter  allen  relativ- 
AbeV sehen  Körpern  in  Bezug  auf  k  allein  dem  Klassenkörper  Kk  zu. 

Das  allgemeinste  lleciprocitätsgesetz  für  quadratische  Beste  drückt  sich 
auch  in  dem  beliebigen  Körper  k  durch  die  Formel  des  Satzes  7  aus. 
Auch  das  Keciprocitätsgesetz  für  höhere  Potenzreste  gestattet  eine  ebenso 
einfache  und  allgemeingültige  Fassung.^ 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  gehörige  Verallgemeinerung  dieser 
Entwickelungen  zur  Begründung  einer  Theorie  der  >Bingklassenkörper> 
führt,  d.  h.  solcher  relativ-Abel'scher  Körper  in  Bezug  auf  A,  die  zu  den 
Idealklassen  eines  Kinges  in  &  in  einem  entsprechenden  engen  Zusammen- 
hange stehen,  wie  der  hier  behandelte  Klassenkörper  Kk  zu  den  gewöhn- 
lichen Idealklassen  des  Körpers  k. 


*  Vgl.  die  Preisaufgabe  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  für  das  Jahr  19OT. 
Mathematische  Annalen,  Bd.  51,  8.  159-  Die  preisgekrönte  Arbeit  von  Furt- 
WÄNOLER  erscheint  demnächst  in  den  Abhandlungen  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen. 
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ÜBER  EINIGE  PROBLEME  IN   DER  THEORIE  DER  ABEL'SCHEN 

FUNCTIONEN 

VON 

WILHELM   WIRTINGER 

In  INNSBRUCK. 

Die  vielen  Anregungen,  welche  aus  dem  nach  Abel  benannten  Theorem 
hervorgegangen  sind,  erstrecken  sich  auf  das  ganze  Gebiet  der  heutigen 
Algebra  und  Punctionentheorie  und,  in  Verbindung  damit,  auch  der  Geo- 
metrie und  anderer  Zweige  der  mathematischen  Wissenschaften.  Und  doch 
ist  die  Bedeutung  dieses  Satzes  noch  nicht  erschöpft.  Ja  es  scheint,  dass 
wir  erst  an  denjenigen  Functionen  von  mehr  als  einer  Variablen,  die  uns 
allein  genauer  bekannt  sind,  den  AßEL'schen,  die  Gesichtspunkte  und  Me- 
thoden inductiv  erkennen  müssen,  welche  uns  den  Weg  zu  einer  ebenso 
eingehenden  Erkenntniss  dieser  Gegenstände  der  Analysis  zeigen,  wie  wir 
sie  für  eine  Variable  besitzen. 

Schon  Jacobi  hatte  bemerkt,  dass  die  zur  Darstellung  der  AnEL'schen 
Functionen  führenden  Thetareihen  von  selbst  auf  allgemeinere  mehrfach 
periodische  Functionen  führen,  als  sie  durch  die  Lösung  des  nach  ihm  be- 
nannten Umkehrproblems  gegeben  werden.  Biemann  und  Weierstrass 
haben  die  Theorie  der  so  erklärten  mehrfach  periodischen  Functionen 
eingehenden  Studien  unterworfen,  jedoch  leider  nur  einige  wenige  grund- 
legende Sätze,  ohne  Beweis  veröffentlicht.  Nur  der  Satz,  dass  eine  endlich- 
vieldeutige analytische  Function  von  n  Variablen  nicht  mehr  als  2n  un- 
abhängige Periodensysteme  haben  kann,  ist  auch  mit  seinem  Beweis  uns 
von  beiden  Forschern  überliefert. 

Über  die  Beziehungen  dieser  allgemeinen  Functionen  zur  Theorie  der 
algebraischen  besitzen  wir  von  Weierstrass  nur  die  kurzen  Andeutungen 

4eto  maÜmuMeß,    26.    Imprimé  le  18  juin  1903. 


Digitized  by 


Google 


134  Wilhelm  Wirtinger. 

in  den  Berliner  Berichten  von  1 869.  Gerade  diese  Fragen  aber  waren  es, 
die  der  Gegenstand  meiner  Bemühungen  gewesen  sind.  Die  Kesultate,  welche 
ich  erreicht  habe,  geben  für  sich  einen  gewissen  Abschluss  und  ich  rechne 
es  mir  zur  Ehre  an,  dass  sie  sich  in  einigen  Punkten  mit  den  auf  ganz 
verschiedenem  Wege  erlangten  eines  so  ausgezeichneten  Mathematikers,  wie 
Herrn  Poincare,  berühren.  Sie  ergeben  aber  auch  neue  Gesichtspunkte 
für  die  überlieferte  Theorie  der  AßBL'schen  Functionen  von  2,3,4  Va- 
riablen, sowie  überhaupt  neue  Problemstellungen  für  die  zu  einem  alge- 
braischen Gebilde  erster  Stufe  gehörigen  AßEL'schen  Functionen  und  Integrale. 
Da  aber  diese  Untersuchungen  zu  verschiedenen  Zeiten  und  an  \»r- 
schiedenen  Stellen  nicht  immer  unter  ausdrücklicher  Betonung  des  innern 
Zusammenhanges  publiciert  sind,  so  glaubte  ich  der  ehrenden  Einladung 
des  Herrn  Herausgebers  folgen  zu  dürfen,  eine  Übersicht  derselben  an 
dieser  dem  Andenken  Abel's  gewidmeten  Stelle  vorzulegen.  Ich  bin  dabei 
auch  nach  zwei  Kichtungen  weiter  gegangen,  und  habe  zwei  Probleme 
näher  erörtert,  bei  denen  ich  über  die  Problemstellung  nicht  hinausgekom- 
men bin,  die  mir  aber  bei  der  grossen  Schwierigkeit  und  Bedeutung,  welche 
ihnen  innewohnt,  doch  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheinen. 

1.    I>ie  allgemeinen  in-foAiU  periodischen  Functionen 
von  n  Variablen, 

Den  Ausgangspunkt  der  Theorie  der  eindeutigen  2n-fach  periodischen 
Functionen  bilden  die  folgenden  drei  Sätze: 

i)  Sollen  überhaupt  solche  Functionen  existieren,  welche  im  Endlichen 
durchaus  den  Charakter  von  rationalen  haben,  so  müssen  zwischen  den 
Perioden  gewisse  Bilinearrelationen  bestehen,  deren  CoeSicienten  ganze 
Zahlen  sind. 

2)  Zwischen  n  -f  i  solchen  Functionen  besteht  dann  eine  algebraische 
Gleichung« 

3)  Alle  Functionen  dieser  Art  mit  demselben  Periodensystem  små  ra- 
tional durch  geeignete  n  4*  i   unter  ihnen  darstellbar. 

Von  den  beiden  ersten  Sätzen  ist  jeder  eine  unmittelbare  Folge  des 
andern  und  diesen  Zusammenhang  haben  Picard  und  Poincake  auseinander- 
gesetzt. Die  Beweise  von  Appell  für  zwei  Variable  und  der  spätere  von 
Poincare   fussen    wesentlich    auf   der   Theorie  der  eindeutigen  Functionen 
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mehrerer  Variablen.  Ich  selbst  suchte  den  Beweis  zu  gewinnen,  indem  ich 
von  vornherein  die  Beziehungen  zur  Theorie  der  AßEi/schen  Integrale  aii 
die  Spitze  stelle,  und  bewies,  dass  wenn  auch  nur  eine  einzige  solche  Func- 
tion existirty  welche  im  endlichen  durchaus  den  Charakter  einer  rationalen  hat^ 
dass  es  dann  auch  immer  unendlich  vide  algebraische  Gebilde  erster  Stufe  giebt, 
unter  deren  Integralen  erster  Gattung  sich  n  linear  unabhängige  befinden, 
deren  Perioden  sich  aus  den  vorgelegten  Perioden  linear  und  ganzjsaMig  zu- 
sammensetzen lasseil .^  Aus  der  Bilinearrelation  zwischen  den  Perioden  der 
ÄBEL'schen  Integrale  folgt  dann  sofort  die  Existenz  einer  Bilinearrelation 
zwischen  den  vorgelegten  Perioden  und  aus  der  Substitution  von  Summen 
von  n  solchen  Integralen  in  die  2  «-fach  periodischen  Functionen  deren  Dar- 
stellbarkeit als  algebraische,  symmetrische  Functionen  von  n  Veränderlichen, 
und  damit  der  zweite  Satz.  Dass  man  umgekehrt  aus  dem  Erfûlltsein 
der  Bilinearrelationen  und  einer  zugehörigen  Ungleichung  auf  die  Existenz 
von  2n-fach  periodischen  Functionen  der  verlangten  Beschaffenheit  schliessen 
darf,  geht  dann  aus  den  Untersuchungen  von  Frobenius  '  über  allgemeine 
JACOBi'sche  Functionen  hervor. 

Die  Methode  der  Beweisführung  hat  sich  dann  auch  später  bei  der 
Herleitung  ähnlicher  Sätze  für  die  automorphen  Functionen  mehrerer  Va- 
riablen '  erfolgreich  gezeigt,  und  ist  auch  noch  weiterer  Anwendungen  fähig. 


2.    I>ie  Bilinearrelationen  vom  Standpunkt  einer  allgefneinen 
Theorie  der  F^incti<nien  mehrerer  Variablen. 

Es  ist  nun  nöthig  auf  den  Inhalt  der  Bilinearrelationen  näher  ein- 
zugehen. Seien  ajj  ,  rr, ,  a;, ,  . . . ,  a;,  die  n  Variablen,  und  seien  die  2«  Pe- 
rioden   der  Variablen  x^  bezeichnet  mit  û>,jfc  (Ä  =  i  ,  . . . ,  »).     Die  in  Rede 

stehenden  Relationen,  -^^ an  der  Zahl,  lauten  dann 

'  2  ' 

(i)  Z  c„^(û),v,û>^/î  —  û)^û>Aa)  =  o       (a  >  /9;  a ,  /9  =  I  . . .  2w) 

wo    die    c^^ß    ganze    Zahlen    bedeuten.     Ich   habe  in  der  angeführten  Ab- 


*  Wiener  Monatshefte,  ü,    1895. 

*  Journal   für  Mathematik,  Bd.  97,   1884. 

'  Wiener   Sitz.   ber.    1899.     Abt.  11  a.     November. 
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handlung  gezeigt,  dass  man  die  zugehörigen  Functionen  algebraisch  auf 
solche  zurückführen  kann,  für  welche  die  Bilinearrelationen  dieselbe  Gestalt 
wie  in  der  Theorie  der  Abel 'sehen  Integmle  haben,  nämlich 

« 
(2)  2;  (a>faa>».,+<.  —  û>A.û><,,+„)  =  o 

und  wir  wollen  daher  die  folgenden  Betrachtungen  an  diese  Form  der 
Eelationen  knüpfen. 

Spaltet  man  die  Variablen  und  die  Perioden  in  ihre  reellen  und  imagi- 
nären Bestandtheile  und  setzt  also 

so  kann  man  die  2n  Grössen  y  als  gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Raum  von  2n  Dimensionen  auffassen.  Der  Gesammt- 
heit  der  Grössen 


im 


Z^jfcoy,,^       (/=  I  ...2W,o<^;t<  I) 


entspricht  dann  ein  2w-fach  ausgedehntes  Gebiet,  welches  dem  Perioden- 
parallelogramm in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  völlig  analog 
ist  und  als  Periodenparallelotop  bezeichnet  werden  soll. 

Jedes  Werthesystem  der  y  ist  dann  einem  und  nur  einem  Werthe- 
system  im  Innern  oder  an  der  Grenze  dieses  Parallelotopes  nach  den  Pe- 
rioden congruent.  Die  Bilinearrelationen  sagen  dann  aus,  dass  ein  solches 
Parallelotop  durchaus  nicht  willkürlich  angenommen  werden  darf,  wenn  es 
zugehörige  2n-fach  periodische  Functionen  der  hier  betrachteten  Art  geben 
soll.  Würde  man  also  im  Sinne  der  EiEMANN'schen  Functionentheorie  ein 
solches  Parallelotop  als  Fundamentalbereich  auffassen  wollen,  so  waren  dazu 
nur  solche  Parallelotope  brauchbar,  welche  bestimmten  Belationen  arith- 
metischen Charakters,  eben  den  Eelationen  1)  oder  2)  genügen  würden. 
Dieser  Umstand  ist  nun  äusserst  überraschend,  und  würde,  wenn  diese  Er- 
scheinung nicht  auch  unter  einem  andern  Gesichtspunkt  aufgefasst  werden 
könnte,  jede  Hoffnung,  die  schöne  und  weittragende  Auffassung  Kiemânn's 
auf  mehr  als  eine  Variable  zu  übertragen,  gänzlich  zerstören.  In  der  That, 
wir  würden  dann  zu  erwarten  haben,  dass  jedesmal,  wo  wir  vor  einem 
Fundamentalbereich  stehen,  es  von  erst  zu  erforschenden  arithmetischen 
Eigenschaften  desselben  abhängen  würde,  ob  überhaupt  zu  diesem  Bereich 
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gehörige  Functionen  existiren.  Aber  auch  nach  anderer  Eichtung  wäre 
das  Ergebnis  dieser  Überlegung  entmuthigend.  Die  schöne  und.  fruchtbare 
Verbindung  zwischen  elliptischen  Functionen  und  quadratischen  Formen, 
die  ihren  augenfälligen  Ausdruck  in  der  doppelten  Auffassung  eines  paral- 
lelogrammatischen  Punktgitters  als  eines  Systems  von  Periodenparallelo- 
grammen und  als  Bepräsentant  einer  bestimmten  Classe  von  quadratischen 
Formen  findet,  würde  für  mehr  als  eine  Variable  nur  bei  ganz  beschränkten 
Formenclassen  und  für  ganz  beschränkte  Parallelotope  möglich  sein. 

Man  kann  der  Ansicht  sein,  dass  diese  Ghründe  hinreichend  sind,  um 
die  erwähnten  Auffassungen,  welche  im  Gebiete  einer  Variablen  sich  so 
fruchtbar  gezeigt  haben,  zu  verlassen  und  diese  wenigstens  für  das  Gebiet 
von  mehr  Variablen  nicht  mehr  als  naturgemäss  anzusehen.  Aber  eine 
genauere  Überlegung  zeigt,  dass  noch  ein  Ausweg  möglich  ist.  Bedenkt 
man  nämlich,  dass  bei  Angabe  eines  Fundamentalbereiches  im  Gebiete  einer 
Variablen  auch  noch  eine  Massbestimmung  gegeben  sein  muss,  um  für  diesen 
Bereich  die  partiellen  Differentialgleichungen  der  reellen  und  imaginären 
Theile  der  zugehörigen  Functionen  aufzustellen  und  zu  discutiren,  und  sucht 
man  diesen  Gesichtspunkt  auf  mehr  als  eine  Variable  zu  übertragen,  so 
bemerkt  man  sofort,  dass  eine  Massbestimmung  allein,  wie  sie  durch  Zu- 
ordnung einer  quadratischen  Differentialform  gegeben  wird,  nicht  ausreicht, 
sondern  dass  noch  weitere  Angaben  hinzutreten  müssen,  deren  allgemeine 
analytische  Formulirung  mir  vielleicht  bei  anderer  Gelegenheit  auseinander- 
zusetzen vergönnt  ist.  Im  vorliegenden  Fall  lassen  sich  dieselben  einfach 
und  direct  bezeichnen.  Wenn  nämlich  einzig  und  allein  ein  Parallelotop 
gegeben  ist  mit  einer  gewöhnlichen  euclidischen  Massbestimmung,  so  ist 
dadurch  noch  in  keiner  Weise  gesagt,  welche  Richtungen  gerade  diejenigen 
Coordinatenaxen  haben  müssen,  welche  wir  zur  Beziehung  des  Bereiches  auf 
den  2n-fach  ausgedehnten  Bereich  von  n  complexen  Veränderlichen  wählen 
müssen,  und  wenn  auch  diese  gegeben  sind,  in  welcher  Weise  wir  sie  zu 
Paaren  vereiniger  müssen  um  complexe  Variable  zu  bekommen.  Im  Ge- 
biete einer  complexen  Variablen  tritt  diese  Frage  desshalb  zurück,  weil  hier 
jede  orthogonale  Transformation  des  Coordinatensystems  auch  zu  einer  von 
der  erstgewählten  linear  analytisch  abhängigen  Variablen  führt.  Das  ist 
nun  bei  mehreren  complexen  Variablen  keineswegs  der  Fall.  Ist  also  irgend 
ein  Parallelotop  gegeben,  mit  gewöhnlicher  euclidischer  Massbestimmung, 
also    analytisch    durch    Beziehung    auf    em    bestimmtes    gewöhnliches  Car- 

Aela  mathtnwtiea.    26.    Imprimé  le  18  Juin  1902.  lg 
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tesisches  Coordinatensystem,  so  entsteht  die  Frage  ob  man  nicht  durch 
passende  Wahl. eines  andern  Coordinatensystems  das  Parallelotop  so  darr 
stellen  kann,  dass,  wenn  dieses  neue  System  zur  Beziehung  der  Punkte  des 
Parallelotops  auf  das  periodisch  sich  wiederholende  Gebiet  von  n  complexen 
Veränderlichen  benutzt  wird,  dieses  letztere  dann  die  Bilinearrelationen  er- 
füllt. Das  ist  aber  in  der  That  möglich,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll. 
Bezeichnen  wir  nämUch  wie  früher  mit  ^| ,  ^, ,  ^, ,  . . . ,  ^«  die  n 
complexen  Veränderlichen,  zerlegen  jede  in  ihren  reellen  und  imaginären 
Bestandtheil,  und  verfahren  ebenso  mit  den  Perioden,  so  kommt  unsere 
Frage  darauf  hinaus,  eine  ortogonale  Substitution  (axf,)  in  den  y  anzugeben, 
so  dass  die  transformirten  Ghrössen 

in 

w 

die  Relationen 

« 

erfüllen. 

Setzt  man  die  Werte  aus  (i)  in  (2)  ein,  so  erhält  man 

Oder  wenn  man  die  Bezeichung  einführt: 

n 

und  (3)  in  den  reellen  und  imaginären  Theil  spaltet: 

Setzt  man  weiter 

(5)  ,2:   a^a^p Px^  =  P*,*  =  —  P*.Ä 
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so  besagen  die  Gleichungen  (4) 


(6) 


Bezeichnet    man    daher    mit    Xf^ ,  Y^    zwei   Eeihen   cogredienter  Variabler 
und  setzt 

(7)  U,  =  îx,a,„  V,=  ÎY,a,, 

80    ergeben   die    Gleichungen  (5)  nach  Multiplication  mit  X^F^  und  Sum- 
mation über  alle  Werte  h ,  k 

(8)  î^p,„U,V,=  è^P,,,X,Y,. 

Wenn  es  also  gelingt,  die  durch  die  p^^^  gegebene  alternirende  Bilinearform 
links  in  (8)  durch  eine  orthogonale  Transformation  in  die  rechte  Seite  über- 
zuführen, wobei  die  Pf^^  an  die  Bedingungen  (6)  gebunden  sind,  so  ist  das 
System  der  Coefficienten  dieser  Substitution  (a^^)  ein  solches,  welches  das 
ursprüngliche  Coordinatensystem  in  ein  neues  überführt,  und  auf  dieses 
System  bezogen,  also  auf  die  complexen  Veränderlichen  yij^^,  -f  ly^^k,  hat  dann 
unser  gegebenes  Parallelotop  die  Eigenschaft,  die  Bilinearrelationen  zu  er- 
füllen, und  bestimmt  daher  ein  System  2n-fach  periodischer  Functionen. 
Eine  solche  orthogonale  Substitution  giebt  es  aber  immer,  denn  wir 
können  die  Bilinearform  links  in  (8)  durch  eine  orthogonale  Transforma- 
tion auf  ihre  Normalform  bringen  *  und  diese  schreiben 

(9)  Î  p^U,V,^i  {X^_,  Y^ - X,, Y^,)a,. 

Die  Belationen  (6)  sind  hier  erfüllt,  es  giebt  also  eine  orthogonale  Substitu- 
tion von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Man  kann  also  ein  beliebig  gegebenes  Parallelotop  als  Fundamentalbereich 
eines  Systems  in-fach  periodischer  Functionen  auffassen,  wenn  man  nur  die 


^  B.  LiPSCHrrz,  Berl.  Ber.  1890^  i.  pg  514  ff.  Die  dort  benutzten  Grössen 
ßm  sind  complex  ebenso  wie  die  Variablen  tji,  C—/*  Doch  giebt  eine  einfache  Bechnnng, 
dass  man  auch  nach  Zerlegung  in  den  reellen  nnd  imaginären  Bestandtbeil  sowohl  der 
^M    als  auch  der  7j ,  C  oîo®  reelle  orthogonale  Substitution  erhält. 
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compUxen  Variablen  entsprechend  darin  orieniirt,  und  zwar  okåee  an  der  Mass* 
hestimmung  des  Gebietes  etwas  zu  ändern. 

Ob  es  möglich  ist,  diese  Wahl  der  eomplexen  Vuiablen  noch  auf  von 
der  angegebenen  wesentlich  Tcrschiedene  Arten  zu  treffen,  oder  ob  alle 
diese  durch  lineare  Transformation  der  complexen  Variablen  aus  einander 
hervorgehen  ist  eine  sehr  interessante  Frage,  ebenso  welche  Beziehungen 
eventuell  zwischen  den  zu  einem  und  demselben  Parallelotop  gehörigen 
Functionen  bestehen.  Damit  ist  auch  gezeigt,  dass  man  einer  definiten 
quadratischen  Form  immer  wenigstens  ein  System  2fi-£ach  periodischer 
Functionen  zuordnen  kann,  wenn  man  eine  solche  Form  als  ein  Punktgitter 
interpretirt,  naturlich  bei  gerader  Anzahl  der  Variablen  der  Form. 

3.    I>te  mehrdeutigen  Umkehrprobletne. 

Sei  nun  G  eines  von  den  unendlich  vielen  algebraischen  Gebilden 
erster  Stufe,  auf  welchen  n  Integrale  erster  Gattung  existieren,  so  be- 
schaffen, dass  die  Perioden  derselben  auf  dem  Gebilde  G  linear  und  ho- 
mogen aus  den  Perioden  w^  zusammengesetzt  -werden  können,  so  \%îrd  G 
im  allgemeinen  von  höherem  Geschlechte  als  n  sein,  die  Integrale  auf  G 
daher  mehr  als  2n  linearunabhängige  Periodenwege  besitzen,  und  ausser 
den  genannten  Integralen  erster  Gattung  werden  noch  andere  auf  dem 
Gebilde  vorhanden  sein. 

Drückt  man  nun  in  den  Bi£MANN*schen  Bilinearrelationen  die  Int^ral- 
perioden  durch  die  Perioden  des  vorgegebenen  Systems  2n-fach  periodischer 
Functionen  aus,  so  erhält  man  bei  geeigneter  Wahl  dieser  letzteren  die 
Bilinearrelationen  in  der  Gestalt: 

n 

wo  N  einen  gemeinsamen  Theiler  bedeutet,  der  für  das  folgende  von  Be- 
deutung ist,  und  jede  der  ganzen  positiven  Zahlen  d^  durch  die  folgende 
theilbar  ist.  Man  hat  dann  die  Bilinearform  in  ihrer  Normalform  vor  sich. 
Bezeichnet  man  die  benützten  Integrale  erster  Gattung  mit  t^  so  kann  man 
die  Congruenzen  ansetzen 

H  ty 

(î  î)  2  /  cH^  —  X,  modd  w,^^  .  .  .  ûi«,,. 


Diyiiized  by 


Google 


über  einige  Probleme  in  der  Theorie  der  AbeVschen  Functionen.  141 

und  sieht  sogleich,  dass  diese  im  allgemeinen  d.  h.  bei  frei  veränderlichen 
x^  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen  der  z^..  .z^  be- 
friedigt werden,  da  ja  die  2n-fach  periodischen  Functionen  algebraische 
Functionen  der  z^  ^  z^y  z^ ,  •  •  • ,  ^«  sind  imd  unter  diesen  gewiss  n  solche 
vorhanden  sind,  deren  Functionaldeterminante  nicht  verschwindet.  Man 
hat  also  hier  eine  Verallgemeinerung  des  Jacobi 'sehen  Umkehrproblems 
vor  sich,  welche  zwar  nur  auf  besonderen  Gebilden  möglich  ist,  nicht  alle 
Integrale  erster  Gattung  heranzieht,  aber  im  allgemeinen  mehrdeutig  ist. 
Wie  viele  Lösungssysteme  nach  den  z^  ^  z^  y  z^ ,  z^  j  . . .  y  z^  hat  nun  das 
System  von  Congruenzen  (ii)? 

Ich  habe  die  Anzahl  L  der  Lösungen  bestimmt,^  indem  ich  unter- 
suchte, wie  oft  das  fundamentale  Parallelotop  von  den  iCj ,  o?, ,  . . . ,  a?^  über- 
deckt wird,  wenn  die  z^y  z^y  .>>  y  z^  unabhängig  von  einander  das  Gebilde 
G  durchlaufen,  und  fand 

(12)  L  =  N^d^d^,.,â,. 

Aber  damit  ist  erst  der  erste  Schritt  für  das  Studium  dieses  Umkehr- 
problems gethan.  Die  nächste  Frage  wäre  die  nach  dem  Affect  der  in 
Frage  kommenden  Gleichung  von  dem  in  (12)  angegebenen  Grade. 

Soll  nun  das  Umkehrproblem  eindeutig  sein,  so  muss  sowohl  N  als 
auch  jedes  d  den  Wert  eins  haben.  Dann  aber  ergiebt  sich  in  Verbindung 
mit  einem  Satz,  den  ich  an  anderer  Stelle  bewiesen  habe,  dass  dann  das 
Umkehrproblem  noth wendig  ein  JACOBi'sches  oder  einer  seiner  Grenz- 
fälle ist. 


4.    JacoM'ache  Functionen  und  ihr  Verhalten  auf  Gebilden  O. 

Unter  einer  JACOBi'schen  Function  der  Variablen  a?, ,  a?, ,  . . . ,  a?«  ver- 
stehen wir  mit  Frobenius  eine  ganze  Function  dieser  Variablen,  deren 
Logarithmus  bei  Vermehrung  der  x  um  ein  System  simultaner  Perioden 
sich  um  eine  lineare  Function  der  a;^  ,  o?, ,  . . . ,  o?^  ändert.  Durch  geeignete 
Wahl  der   Variablen   und   der   Perioden   kaiin   man   ohne    der  AUgemein- 


'  Wiener  Monatshefte,  Bd,  YJI,  pag.  20, 
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heit  Abbruch  zu  thun,  dieses  Verhalten  durch  eine  Gleichung  von  der 
Gestalt: 

( Ï  3)  log  ^  [x^  +  r  (a^e^  +  «n^ß  7«^)) 

ausdrücken.  Hier  bedeutet  B  eine  ganze  Zahl,  die  Ordnung  der  Jacobi*- 
schen  Function,  und  es  ist  6«^  =  o  (a  #=  ^),  ^«^«  =  ^7^    Dabei  ist  iî  durch 

jede    der    Zahlen    rf«    theilbar.     Diese    Functionen    lassen  sich  auch  durch 

« 

Thetareihen    mit    R^^    Charakteristiken  ausdrücken  und  es  giebt  R^IId^^ 

linearunabhängige  Functionen  dieser  Art,  durch  welche  sich  alle  der  Func- 
tionalgleichung  (13)  genügenden  ganzen  Functionen  linear  und  homogen 
mit  Constanten  Coefficienten  darstellen  lassen. 

Man  kann  nun  einzelne  solcher  Functionen  und  auch  ganze  Systeme 
auf  ihr  Verhalten  auf  einem  Gebilde  O  untersuchen,  nachdem  man  vorher 
für  die  x^  Summen  von  Integralen  t^  eingesetzt  hat.  Das  wichtigste  Hilfs- 
mittel ist  dabei  die  Ausführung  der  Integration  über  das  logarithmische 
Differential  JACOBi'scher  Functionen  oder  Producte  von  solchen  über  die 
ganze  Begrenzung  des  durch  Querschnitte  in  ein  einfach  zusammenhängen- 
des verwandelten  Gebildes  ö,  wie  es  von  Eiemann  für  die  Theta  eines 
algebraischen  Gebildes  und  ein  einzelnes  Integral  geschehen  ist. 

Das  allgemeinste  Resultat,  zu  welchem  ich  am  angeführten  Orte  dabei 
gelangt  bin,  ist  folgendes: 

Werden  in  einem  System  von  s  Jacobischen  Functionen  ^^(^r)  (ik=  i ,  2,  ..„  5) 
mit  den  Ordnungszahlen  R^  in  die  ersten  r  derselben  für  die  x  die  Ausdrücke 
substituirt    . 

^«  =    2  f^K  —  ^a.t  (i-1 r) 

in  die  übrigen  s  —  r  dagegen 


^a  =  ^  J  dta  +f  dt^  —  e^^, 


(*-r+l,r+2, ....«) 
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80  hat  das  Gleichungssystem ,  welches  entsteht^  wenn  man  alle  diese  Jacobischen 
Functionen  gleich  Null  setjst,  nach  z,  im  allgemeinen 

(3)  R,It,...R,N'  ^_[^_^^{s-r){n-s  +  r+i) 


Lösungen. 

Femer  ist  bis  auf  einen  von  den  e^^^  unabhängigen  Summanden 

(14)  IIJ'V 

C 


WO   die   Summe   links   über   alle   Lösungen   des  Oleichungssystems  nach  z  zu 
erstrecken  ist. 

Dieser  Satz  enthält  die  von  Herrn  Poincare  aufgestellten  Sätze 
über  die  Losung  solcher  Gleichungssysteme  als  Specialfall  und  liefert  für 
r  =  o  im  Zusammenhang  mit  der  früher  bestimmten  Anzahl  für  die  Lös^ 
ungen  des  vorher  besprochenen  mehrdeutigen  Umkehrproblems  auch  den 
Satz,  das  ein  System  von  n  JAcoBi'schen  Gleichungen  ^t{^a  — ^  ^a,*)  =  o 
für  die  Xa  im  allgemeinen 

(•5)  .  iJ,ß,...ß.|«Krf,..   d.)- 

Lösungen  hat,  zwischen  welchen  die  Relationen 

(i6)  ra:i*)=B,B,B,...Ji.(rf,rf,...rf.)-'|jLzJ.|/..*+n 

bestehen. 

Die  Beweismethoden  sind  hier  von  denen  des  Herrn  Poincarb  gänz- 
lich verschieden,  da  sie  auf  directer  Bestimmung  und  nicht  auf  einem 
Schluss  vom  Besonderen  auf  Allgemeines  beruhen. 

5.    IHe  Thetafunctionen  und  die  veralluetneinerte 
Kummer^sche  Fläche^ 

Der  grosse  Reichthum  an  Beziehungen  und  Formeln,  welche  zwischen 
den  als  Thetafunctionen  bezeichneten  Reihen  besteht,  insbesondere  aber  der 
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Umstand,  dass  gerade  diese  Functionen  in  der  Theorie  der  JACOBi'schen 
Umkehrproblems  auftreten,  und  die  allgemeinsten  2n-fach  periodischen 
Functionen  rational  durch  diese  Eeihen  ausgedrückt  werden  können,  hat 
das  Interesse  der  Mathematiker  immer  gerade  auf  diese  Functionen  be- 
sonders hingelenkt.     Insbesondere  waren  es  die  2n  Thetafunctionen 

|A,A,...Ä.|  J^mmé 

flll|tllj...1lla^  — 06|  ^  OD 

die  eingehenden  Untersuchungen  auf  die  verschiedenen  Verbindungen  und 
Formeln  zwischen  ihnen  unterworfen  wurden.  Dabei  bezeichnen  g^ ,  Ä,., 
die  Zahlen  o ,  i ,  und  das  System  dieser  2n  Zahlen  soll  in  der  Folge  kurz 
mit  s  bezeichnet  werden,  die  Function  selbst  aber  mit  #,(t?t). 

Die  Quadrate  dieser  Functionen  sind  nach  bekannten  Sätzen  sämmt- 
lich  durch  2n  unter  ihnen  linear  darstellbar.  Für  n  =  2  war  es  seit 
langem  bekannt,  dass  man  die  KuMMEu'sche  Fläche  erhalte,  wenn  man  vier 
passend  gewählte  Quadrate  von  Thetafunctionen  den  homogenen  Punkt- 
coordinaten  des  Baumes  von  drei  Dimensionen  proportional  setzte  und  nun 
die  v^ ,  t;,  alle  Werthe  innerhalb  des  Periodenparallelotops  durchlaufen  liess. 
Dabei  wurde  die  KuMMEß'sche  Fläche  doppelt  überdeckt-  Klein  hat  diese 
und  andere  damit  zusammenhängende  Darstellungen  vielfach  mit  der  Theorie 
der  hyperelliptischen  Functionen  in  Zusammenhang  gebracht,  aber  er  hatte 
auch  in  Vorlesungen  bereits  dasjenige  Gebilde  in  Betracht  gezogen,  welches 
entsteht,  wenn  man  die  homogenen  Punktcoordinaten  eines  Baumes  von 
2"  —  I  Dimensionen  proportional  setzt  den  2*  linearunabhängigen  Qua- 
draten von  Thetafunctionen  und  die  Ordnung  des  so  definirten  Gebildes 
bestimmt.  Auf  eine  genauere  Untersuchung  dieses  Gebildes  wurde  ich  von 
ihm  seinerzeit  hingewiesen.  Diese  ergab,  dass  die  merkwürdigen  Sätze 
über  CoUineationen  und  Correlationen,  welche  die  KuMMER'sche  Fläche  in 
sich  überführen,  auch  auf  dieses  allgemeinere  Gebilde  sich  ausdehnen  lassen, 
und  dass  man  es  hier  wie  dort  mit  einer  den  2*"  Thetafunctionen  in  be- 
stimmter Weise  zugeordneten  Configuration  von  2'*  Puncten,  deren  jeder 
ein  2"'~'-facher  Punct  des  Gebildes,  und  2'"  linearen  i?2._2,  deren  jeder 
2"~^(2'' —  i)  Puncto  der  Configuration  enthält,  zu  thun  habe.^ 

'  Wiener  Monatshefte,  I,  189O.  Dort  auch  weitere  Nach  Weisungen  über  die 
im  vorigen  gestreifte  Literatur  für  n  =  3:  Göttinger  Nachrichten,    1889. 
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Dieses  Gebilde,  welches  ich  später  als  Ml  bezeichnet  habe,  erscheint 
als  der  der  Untersnchnng  zugänglichste  Eepräsentant  der  algebraischen  Re- 
lationen zwischen  den  Thetafunctionen.  Die  Cxesamnitheit  der  algebraischen 
llelationen  zwischen  den  lineamnabhängigen  Thetaquadraten  kann  als  ein 
Modul  im  Sinne  Dedekind's  anfgefasst  werden. 

Ich  bin  nun,  indem  ich  Hilbeut's  '  charakteristische  Function  des 
Moduls  heranzog,  zu  den  folgenden  Resultaten  gelangt:  ^ 

i)  Die  Ordnung  des  Gebildes  ist  q  =  |^2""*. 

Dies  war  schon  früher  auf  Grund  der  PoiNCARÉ'schen  Sätze  von  Klein 
angegeben,  wird  aber  hier  auf  Grund  der  Relationen  zwischen  den  Theta, 
also  eigentlich  des  HERMiTE'schen  Satzes  von  der  Anzahl  linearunabhängiger 
Theta  einer  bestimmten  Ordnung  aufs  neue  bewiesen.  Es  folgt  übrigens 
auch  aus  (15). 

2)  Das  Geschlecht  eines  vollständigen  Schnittes  der  Ml  mit  n  —  1  Man- 
nigfaltigkeiten von  2" — 2  Dimensionen  und  den  Ordnungszahlen  qi,q^,,.,,q^_i 
ist  im  allgemeinen,  d,  h,  bei  frei  veränderlichen  Coefficienten  der  Gleichungen 

dieser  Mannigfaltigkeiten  p  =  qxqa-    -  ?n-i(  ^  Qi)  •  |;!^  ' 

3)  Die  Mannigfaltigkeit  Ml  ist  durch  die  Relationen  vierten  Grades 
zwischen  den  Thetaquadraten  vollständig  und  ohne  etwaigen  Restschnitt  definirt. 

An  anderer  Stelle  '  habe  ich  die  das  Geschlecht  betreffende  Zahl  auf 
einem  ganz  andern  Wege  abgeleitet,  nämlich  durch  directe  Aufstellung  der 
zu  einer  solchen  Curve  gehörigen  Integrale  erster  Gattung. 

Damit  war  eine  bestimmte  algebraische  Grundlage  für  die  Untersuchung 
der  Ml  gewonnen,  und  wir  kommen  später  noch  auf  ihre  Verwei-thung 
für  die  allgemeine  Theorie  der  Thetafunctionen  zurück. 


6.    Der  Modul  der  Relationen  mwischen  den  Functionen  9e(o ,  ra). 

Viel  schwieriger,  aber  eben  deshalb  nicht  weniger  wichtig  wäre  es  nun 
auch    die    algebraischen    Relationen    zu    untersuchen,   welche  zwischen  den 

*  Math.   Annalen,  36. 

*  Untersuchungen  über  allgemeine  Thetafunctionen,  Leipzig,  Teubner  1895. 
M.  c.  §  27/ 

Ada  malhematirn.    2G.    Imprimé  lo  2()  juin  K'i'î.  19 
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Thetafonctionen  fur  die  Nollwerthe  der  Ai^^iimente  bestehen.  EUer  wären 
eben  die  Grondlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen  Modnlfonctionen  zu 
schaffen.  Ich  bin  nun  allerdings  hier  nicht  zu  abschliessenden  Besultaten 
gelangt,  aber  in  Anbetracht  der  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  möge  man 
entschuldigen,  wenn  ich  den  Ansatz  hier  wideigebe,  den  ich  im  Jahre 
1895  Herrn  Minkowski  brieflich  mitgetheilt  habe,  weil  derselbe  die  Zu- 
ruckführung  der  Hauptfrage  auf  ein  Problem  der  Zahlentheorie  giebt,  und 
da  eine  bemerkenswerthe  Verallgemeinerung  gewisser  von  Jacobi  in  der 
Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  und  der  Darstellung  von  Zahlen 
als  Summen  von  Quadraten  gestellter  und  gelöster  Probleme  aufweist. 

Die  Verhältnisse  der  Nullwerthe  der  geraden  Theta  von  n  Variablen 
lassen  sich  sämmtlich  als  algebraische  Functionen  von  Parametern  darstellen, 
zwischen  welchen  entweder  gar  keine  oder  nur  algebraische  Belationen  be- 
stehen.' Die  (iesammtheit  dieser  Belationen  zwischen  den  ThetanuU- 
werthen  welche  man  als  durch  Nullsetzen  ganzer  rationaler  homogener 
Functionen  derselben  ausgedrückt  denken  kann,  bilden  daher  einen  Modul 
und  dieser  wird  zugleich  dasjenige  Gebilde  definiren,  welches  entsteht, 
wenn  wir  in  den  #e(o,  r^)  die  r^»  alle  mit  den  Convergenzbedingungen  der 
Thetareihen  verträglichen  Werthe  annehmen  lassen.  Ja,  dieses  Gebilde 
wird  dal^ei  sogar  unendlich  oft  überdeckt,  indem  diejenigen  linearen  Trans- 
formationen der  Tu  welche  mod.  2  der  Identität  congruent  sind,  die  einzelnen 
Theta  im  wesentlichen  ungeändert  lassen.  Werthsysteme  der  r^^,  welche 
durch  eine  solche  Transformation  auseinander  hervorgehen,  sollen  als  äqui- 
valent gelten,  so  dass  von  solchen  als  von  einem  einzigen  System  ge- 
sprochen werden  soll.  Die  erste  und  wichtigste  Frage  ist  natürlich  die 
nach  der  Ordnung  eines  solchen  Gebildes.  Anders  formulirt  heisst  das, 
wir  wollen  wissen,  wie  viele  nicht  äquivalente  Werthsysteme  der  r^  einem 

System  von  -fi(w-fi)  linearen  Gleichungen  zwischen  den  Thetanullwerthen 

genügen.  Daran  reihen  sich  andere  Fragen,  die  sämmtlich  darauf  hinaus- 
laufen, den  algebraischen  Zusammenhang  der  Thetanullwerthe  unter  sich 
zu  erforschen. 

Einen  aussichtsreichen  functionentheoretischen  Ansatz  zu  machen  ist 
mir    nicht    gelungen,    weil    wir  zur  Zeit  noch  keine  deutliche  Vorstellung 


*   Üniermchungeii  über  Thetafunrfionen,  §  35,  3^- 
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von  dem  Fundamentalbereich  der  r^  haben  und  auch,  weil  an  den  Grrenzen 
dieses  Bereiches  Singularitäten  im  Verhalten  der  Theta  auftreten,  von  denen 
wir  noch  keine  Ahnung  haben.  Was  geschieht  z.  B.  mit  den  Theta  von 
drei  Variablen,  wenn  die  definirende  Curve  vierter  Ordnung  unvermittelt 
in  eine  vierfach  zählende  Gerade  übergeht? 

Ich  fasste  daher  den  Plan  den  Modul  der  Kelationen  der  ThetanuU- 
werthe  direct  von  ihrer  analytischen  Darstellung  aus  zu  untersuchen,  und 
wurde  dadurch  auf  ein  Problem  geführt,  welches  als  die  natürliche  Ver- 
allgemeinerung der  Aufgabe  erscheint  die  Darstellungen  einer  Zahl  als 
Summe  von  Quadraten  zu  untersuchen. 

Beginnen  wir  mit  »  =  i,  also  den  elliptischen  Functionen.     Hier  ist 


+  06  +« 


(i8)  e^{o ,t)  =  »^=  T(^\        «oi(o,  t)  =  *„  =  Ze"""+-", 

«io(o,r)  =  *,o=2^e* 

— OD 

Bilden  wir  nun  mit  drei  ganzen  Zahlen  A,  ,  ^ ,  A,  den  Ausdruck 

n'rl   ^»  ^  ^»  1        ^ 

(19)  »i}>»l\»\i  =  2^e    L-i         *=i         -1         J     *-i 

Mr 

SO    kann   man   denselben  als  Potenzreihe  nach  e*    auffassen  und  schreiben 

(2o)  #is#Jî#^o  =  2:Ji•^e''"*' 

wo  A^^"^'^*  folgendermassen  definirt  ist:  Es  sei  J9j«'^'^»  die  Anzahl  der  Dar- 
stellungen von  /£  in  der  Form 

(21)  fX==  i  (2«,)'  +  i  (2«*)'  +  i  (2n,  +  I)' 

fwl  t^l  €»l 

bei  welchen   S  n^  gerade   ist,  und  analog  Aj"^'^*  die  Anzahl  der  Darstell- 
ungen,  für  welche  S  n^  ungerade  ist.     Dann  ist 
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Nun  hat  jede  mögliehe  lielation  N^^  Grades  zwischen  den  Thetanull- 
werthen  die  Form 

Daher  besteht  für  jedes  ja  die  Gleichung 

Mit  anderen  Worten,  die  von  fi  unabhängigen  linearen  Kelationen  zwischen 
den  i4^*'^'^  (Aj  +  ^^  +  ^  =  ^)  liefern  ohne  weiters  die  Kelationen  zwischen 
den  ThetanuU werten  vom  N**^  Grade. 

Sei  nun  Z^  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  unter  den  Belationen 
(24),  dann  ist 

(25)  .    ^ — ■ ^^ 

die  charakteristische  Function  des  Moduls  der  Thetarelationen  im  Sinne 
Hilberths.  Hieraus  kann  man  dann  die  Ordnung  des  Gebildes  unmittelbar 
ablesen.     Wegen  der  Belation 

(26)  «Î0  — #i|  — Aîo=0 

ist  nun  hier  das  (xebilde,  welches  erster  Stufe  ist,  schon  vollständig  definirt 
imd  jede  solche  Relation  muss  durch  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
theilbar  sein.  Die  charakteristische  Function  wird  daher  ^N — 2  und 
daraus  folgt  rückwärts 

(.7)  z,==(^+'f +^->-4^r4-2  =  ^-^-^f-^. 

Dies  ist  also  die  Anzahl  der  Relationen,  welche  zwischen  den  Darstellungs- 
anzahlen unabhängig  von  den  ß  bestehen.  Man  erhält  diese  Relationen 
selbst,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  allgemeinste  Thetarelation  durch  Multi- 
plication eines  beliebigen  homogenen  Polynoms  {N  —  4)**"  Grades  mit  der 
linken  Seite  von  (26)  erhalten  wird.     Sie  lauten 
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Um  nun  diese  Fragestellung  auf  n  Variable  zu  übertragen  sei 


+  00       Tri   ^       ^     ,       ._^  ^  .  1 


(29)  »,=    ^g'    •'*  '      '-' 


WO  die  Zahlen  ffi ,  A^  die  Charakteristik  der  Thetaf  unction  angeben,  jedoch 

n 

immer  die  Charakteristik  eine  gerade,  also  £/7^ä,.  =  0  mod.  2  ist. 

Die  verschiedenen  Charakteristiken  zugehörigen  ThetanuUwerthe  sollen 
durch  den  untern  Index  unterschieden  werden.  Die  Anzahl  der  geraden  Charak- 
teristiken und  Theta  soll  mit  r  bezeichnet  werden,  so  dass  r  ~  2"  "^(2"  +  i). 
Bildet  man  hier  wieder  den  Ausdruck 

(30)  n»i-  (iA.  =  jr) 

und  verfährt  wie  vorhin,  so  erhält  man 

(30  nöi' 

rirat 

Fasst    man    die    Reihe   rechts    wieder   als    Potenzreihe    nach  den  e  * 
auf  und  setzt 

(32)  n<=r^fe;N**'* 

so  folgt 

und  daher,  wenn  w^-  (i  =  i  ,  2  ,  . . . ,  n)  neue  Unbestimmte  sind 

(33)  Tf^tUU.  =  ï  "5:'[i(2r4->  +  g<^^)u,]\ 

D.  h.  die  quadratische  Form  Z/i^u,fi^  stellt  sich  dar  als  eine  Summe  von 
N  Quadraten  von  Linearformen. 
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rj(A|...Ay) 


Bedeutet  nun  D\^^^  "   die  Anzahl  dieser  Darstellungen,  für  welche  die 
immer   gerade    Zahl   S   S   Sf2nl''^  +  öi^V/i"^  durch  vier  theilbar  ist,  A/j***) 

^  *=1    r-l    <T=1  ^  t'      /     *  v/n*/ 

die  Anzahl  der  Darstellungen,  wo  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  ist  wiederum 


Jede  Relation  zwischen  den  Thetanullwerthen  zieht  wie  oben  eine  solche 
zwischen  den  A[fl'^)  *'^  nach  sich,  mit  Coefficienten,  welche  unabhängig  sind 
von  den  (/i^^). 

Die  Zahl   der   linearunabhängigen   unter  diesen  Kelationen  sei  wieder 
Zy  und  diese  Eelationen  selbst 


Dann  ist 

die  charakteristische  Function  des  Moduls  der  Relationen  der  ThetanuU- 
werthe  und  zwar  nach  dem  HiLBERT'schen  Satze  für  genügend  grosses  N 

eine    ganze    rationale    Function    vom    drade    -»(»+i).     Ist  dann  a  der 

Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  N  in  dieser  Function,  so  ist 

|Qw(n+i))a 

die  Ordnung  des  Gebildes.  Ja,  es  würde  sogar  die  Ermittlung  von  Z^ 
genügen  für  eine  Reihe  von  unbegrenzt  wachsenden,  sonst  aber  beliebig 
specialisirten  Werten  von  iV,  um  a  ermitteln  zu  können. 

Die    Differenz,    auf    die    es    hier    eigentlich    ankommt,  hat  nun  nach 
HiLBBRT  die  Form 


p=i  «(«+!) 


,     ,  /r  +  N—i\  L^         /iV\ 

und  daraus  folgt  bereits  ein  asymptotischer  Ausdruck  für  Z^  da  es  ja  bis 
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auf    Grlieder    von    der   Ordnung  -w(w  +  0  mit  dem  Binomialcoefficienten 

übereinstimmen  muss,  welcher  in  N  von  der  Ordnung  A"^*""*  ist,  wo 
r  =  2«-^  (2"  +  i)  ist. 

Man  erkennt,  dass  hier  an  die  Stelle  der  Anzahl  der  Darstellunoren 
einer  Zahl  als  Summe  von  Quadraten  von  Zahlen  die  Anzahl  der  Dar- 
stellungen einer  quadratischen  Form  als  Summe  von  Quadraten  von  Linear- 
formen  zur  Untersuchung  gestellt  ist,  eine  Frage,  welche  für  n  =  i  eben 
in  die  obige  übergeht  und  daher  als  eine  Verallgemeinerung  derselben  auf- 
zufassen ist. 

Man  kann  in  dieser  Art  der  Fragestellung  noch  weiter  gehen  und 
auch  nach  dem  Modul  der  Eelationen  Fragen,  welche  zwischen  den  Theta 
bestehen,  wenn  diese  als  Functionen  sämmtlicher  Grössen  Vi  und  r^  be- 
trachtet werden.  Die  Formen  dieses  Moduls  könnten  dann  nur  Coeffi- 
cienten  haben,  welche  rein  numerische  Constante  sind.  Ein  solcher  Modul 
kommt  allerdings  erst  für  71  >  4  zu  Stande,  aber  seine  Untersuchung  wäre 
von  grosser  Wichtigkeit. 


7.    JJie  alf/ebraischen  Curven  auf  der  M  und  ihre  Beziehunf/ 
zu  den  Thetafunctionen, 

liiEMANN  hat  die  von  ihm  in  die  Theorie  der  AßEL'schen  Integrale 
und  Functionen  eingeführten  Theta  ausdrücklich  als  eine  specielle  Classe 
bezeichnet,  da  deren  Parameter  von  den  3p  —  3  Moduln  des  algebraischen 

Gebildes   abhängen,,  während    sie   doch    in  der  Zahl  -jp(^+  i)   vorhanden 

sind,  also  für  ein  p  grösser  als  drei  nothwendig  specialisirt  sein  müssen. 
Er  hat  auch  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass  die  allgemeinen  Theta  sich 
nach  einer  ganz  ähnlichen  Methode  behandeln  lassen. 

Das  Studium  der  Mannigfaltigkeit  Ml  erlaubt  nun  in  dieser  Eichtung 
weitergehende  Angaben  zu  machen.  Da  sie  von  den  Werthen  Vj,  v,, ...,  v, 
doppelt  überdeckt  ist,  da  ja  die  Thetaquadrate  durchaus  gerade  Func- 
tionen sind,  so  scheiden  sich  die  auf  ihr  gelegenen  Curven  in  zwei  Classen, 
nämlich  solche  für  welche  die  beiden  Doppelüberdeckungen  längs  der  Curve 
zusammenhängen  und  solche  für  welche  das  nicht  der  Fall  ist.  Unter 
Ordnung  einer  Curve  werde  nun  im  zweiten  Fall  die  Anzahl  ihrer  Schnitt- 
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punkte  mit  einem  linearen  Eaum  von   2" — 2   Dimensionen,  im  ersten  Fall 
aber  das  doppelte  dieser  Zahl  verstanden.    Dann  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Die  Ordnung  einer  Curve  ist  ein  gerades  Vielfache  der  Variablenzahl 
also  2gn.  Die  Riemann' sehen  Theta,  welche  zur  eventuell  doppeltüberdeckten 
Curve  gehören  zerfallen  nach  einer  Transformation  g^^  Grades  in  Factoren, 
von  denen  die  einen  Theta  von  n  Variablen  sind  y  und  zwar  gerade  die  zur 
Definition  der  vorgelegten  Ml  benutzten. 

Es  werden  also  die  allgemeinsten  Thetafunctionen  als  Faetoren  trans- 
formirter,  speeieller,  Eiem ann 'scher  Theta  höheren  Geschlechtes  erhalten. 
Im  Besondern  ergiebt  sich,  dass  die  allgemeinsten  Theta  von  n  Variablen 
sicher  bereits  aus  den  Theta  erhalten  werden  können^  welche  zu  speciellen 
Gebilden  vom  Geschlecht  {n — i)jn2"~^+  i  gehören  und  durch  Transforma- 
tionen vom  Grade  \n—  i  2"'"^  zum  Zerfallen  in  geeignete  Faetoren  gebracht 
werden  können.  Die  Bedingungen  für  dieses  Verhalten  lassen  sich  wenigstens 
principiell  algebraisch  aufstellen. 

Von  den  andern  lîesultaten,  welche  sich  daraus  ergeben,  will  ich  nur 
hervorheben,  dass  sich  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  die  gegebene  Ml  zu  Kiem^nn 'sehen  Theta  gehört,  d.  h.  ihre  r,^  als 
zu  dem  Periodensystem  der  Integrale  erster  Gattung  eines  algebraischen 
Gebildes  vom  Geschlecht  n  gehörend  aufgefasst  werden  können,  ergiebt, 
dass  eine  Curve  von  der  Ordnung   2w  auf  der  Ml  gelegen  ist. 

Jede  Curve  der  Ml  giebt  ferner  Anlass  zur  Bildung  eines  dem.  Ja- 
coBf sehen  Umkehrproblem  analogen,  aber  mehrdeutigen  Umkehrproblems 
in  n  Variablen,  welches  nach  den  Ausführungen  in  N°  3  g""  Lösungen  hat, 
weil  hier  alle  dort  mit  d  bezeichneten  Zahlen  gleich   i    werden. 

8.     Über  eine  8j}eeiellere  Classe  von  Thetafunctionen, 

Nach  diesen  Ergebnissen  lag  es  nahe,  nach  solchen  algebraischen  Ge- 
bilden zu  suchen,  deren  EiEMANN*schen  Theta  von  vornherein  in  Faetoren 
zerfallen,  wenn  eine  passende  Transformation  auf  sie  angewendet  wurde. 
Dabei  suchte  ich  es  von  vornherein  so  einzurichten,  dass  die  r^^t  der  so 
erhaltenen  Thetafunctionen  eine  Mannigfaltigkeit  von  möglichst  vielen  Di- 
mension bildeten.  Eine  eingehendere  Untersuchung  führt  nun  zu  nach- 
stehendem Ergebniss. 
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Denken  wir  uns  ein  algebraisches  Grebilde  vom  Geschlechte  n  +  i 
etwa  dadurch  gegeben,  djiss  wir  die  w  -|-  i  Differentiale  erster  Gattung  du„ 
proportional  den  homogenen  Coordinaten  eines  Baumes  von  n  Dimensionen 
setzen  und  bezeichnen  diese  mit  f^j  ,  ^3 ,  . .  ■ ,  ^«+1 .  Es  ist  dies  nichts 
anderes  als  die  bekannte  WEBER-NöTHER'sche  Normalcurve.  Wir  bilden 
dann  die  nirgends  singulare  Differentialfonn  dwj,,  so  dass  dUa  =  ^a^^x- 
Es  giebt  dann  bekanntlich  2"***^* — i  verschiedene  Systeme  von  quadra- 
tischen Formen  der  ^, ,  ...,p„+,,  so  dafis  diese  auf  dem  algebraischen  Ge- 
bilde überall  von  der  zweiten  Ordnung  Null  werden,  also  wenn  eine  solche 
Form  mit  0  bezeichnet  wird,  auch  yj~0  auf  dem  Gebilde  durchaus  un- 
verzweigt ist.  Diese  werden  gewöhnlich  als  Wurzelformen  zweiter  Stufe 
bezeichnet.  Zwischen  je  n  +  i  Wurzelformen  desselben  Systems  besteht 
dann  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten.  Bildet 
man  nun  mit  n  linearunabhängigen  Wurzelformen  desselben  Systems  die 
n  Integrale 

dXi  =  fyf0id(ûj,  (<-l...n) 


so  zeigt  die  Untersuchung  derselben  auf  dem  algebraischen  Gebilde,  dass 
sie  nur  2n  Systeme  unabhängiger  Perioden  haben,  und  diese  zur  Bildung 
von  Thetafunctionen  von  n  Variablen  geeignet  sind.  Diese  Thetafunc- 
tionen  lassen  sich  dann  mit  den  KiEMANN'schen  Hilfsmitteln  eingehend 
untersuchen  und  alle  die  Probleme,  welche  Riemann  bei  den  zu  den  In- 
tegralen erster  Gattung  gehörigen  Theta  erledigt  hat  auch  hier  erledigen, 
wobei  allerdings  merkwürdige  Unterschiede  im  einzelnen  eintreten. 

Es  gehören  also  ssu  einem  algebraischen  Gebilde  vom  Geschlecht  n  +  i 
nicht  bloss  Theta  von  n  +  i    Variablen ,  sondern  auch  solche  von  n  Variablen. 

Eine  eingehende  Untersuchung  zeigt,  dass  diese  Theta  von  3n  Moduln 
abhängen,  also  um  3  Parameter  allgemeiner  sind  als  die  RiEMANN'schen, 
welche  sie  als  Grenzfall  enthalten.  Sie  enthalten  auch  noch  die  allge- 
meinsten Theta  von  vier  und  fünf  Variablen.  Eine  eingehende  Theorie 
dieser  letzteren  auf  der  hier  angedeuteten  Grundlage  würde  gewiss  unsere 
Einsicht  in  diese  merkwürdigen  Functionen  fördern,  welche  ja  die  einzigen 
über  die  elementaren  hinausreichenden  Functionen  mehrerer  Variablen  sind, 
welche  wir  etwas  genauer  untersuchen  können. 

Wenn  man  nun  diese  Gesichtspunkte  rückwärts  auf  die  Theta  von 
zwei    und    drei    Variablen    anwendet,    so  ergeben   sich  auch   hier  neue  und 
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bemerkenswertlie  Beziehungen  zwischen  algebraischen  Gebilden  verschiedener 
Geschlechter.  So  erhält  man  diejenigen  algebraischen  Gebilde  vom  Ge- 
schlecht 3,  welche  vorgegebene  Theta  von  zwei  \''ariablen  liefern,  einfach 
dadurch,  dass  man  die  durch  die  Theta  von  zwei  Variablen  gegebene 
KuMMER'sche  Fläche  mit  einer  Ebene  schneidet.  Der  Schnitt  ist  dann 
eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  drei,  und  die  16  sin- 
gulären  Ebenen  der  KuMMER'schen  Fläche  schneiden  diese  Ebene  in  16 
von  den  28  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung.  Die  12  übrigen 
Doppeltangenten  gehören  einem  STEiNEß'schen  System  an,  welches  zugleich 
diejenige  Schaar  von  Wurzelforraen  bestimmt,  mit  welcher  die  vorgege- 
benen Theta  erhalten  werden. 

Um  diejenigen  Gebilde  vom  Geschlecht  vier  zu  erhalten,  welche  vor- 
gegebene Theta  von  drei  Variablen  geben,  kann  man  sich  in  ähnlicher 
Weise  der  zugehörigen  üf"  bedienen.  Es  sind  dort  gewisse  Curven  6**' 
Ordnung  welche  in  berührenden  Bäumen  von  drei  Dimensionen  liegen. 

Man  kann  aber  auch  direct  ohne  auf  die  M]^  zu  recurriren,  die  ge- 
suchten Gebilde  vom  Geschlecht  vier  angeben.  Zu  den  Theta  von  drei 
Variablen  gehört  bekanntlich  ein  algebraisches  Gebilde,  welches  im  allgemei- 
nen in  die  Gestalt  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  gesetzt  werden 
kann.  Um  nun  die  dreifach  unendlich  vielen  Gebilde  vom  Geschlechte 
vier  zu  erhalten,  welchem  in  dem  hier  besprochenen  Sinn  die  vorgelegten 
Theta  von  drei  Variablen  liefern,  beachte  man,  dass  man  auch  dreifach 
unendlich  viele  Schaaren  von  Pimktquadrupeln  auf  der  Curve  vierter  Ord- 
nung hat,  so  dass  die  Quadrupel  einer  Schaar  unter  sich  äquivalent  sind, 
d.  h.  hier  als  von  einem  und  demselben  Kegelschnittsbüschel,  dessen  Ba- 
sispunkte  auf  der  Curve  vierter  Ordnung  liegen,  ausgeschnitten  betrachtet 
werden  können.  Ein  Quadrupel  einer  Schaar  bildet  nun  ein  Viereck,  und 
der  geometrische  Ort  der  Ecken  des  Diagonaldreiecks  dieses  Vierecks  ist 
eine  Curve  ö**""  Ordnung,  wenn  das  Quadrupel  die  Schaar  durchläuft.  Diese 
Curve  6*""  Ordnung  hat  6  Doppelpunkte  und  ist  daher  vom  Geschlechte  vier. 
Sie  liefert  im  angegebenen  Sinne  nun  gerade  diejenigen  Theta  von  drei  Va- 
riablen, welche  zur  vorgelegten  Curve  vierter  Ordnung  gehören.  Es  findet  also 
die  transcendente  Beziehung  der  beiden  Curven  auch  ihren  prägnanten  geome- 
trisch-algebraischen Ausdruck.  Die  Aufsuchung  solcher  und  ähnlicher  Be- 
ziehungen in  den  Fällen  von  vier  und  fünf  Variablen  würde  sicher  auch  für 
die  bisher  wenig  bearbeitete  Theorie  dieser  Geschlechter  von  Interesse  sein. 
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9.     Über  die  Seduction  AheV scher  Integrale* 

Man  hat  bisher  bei  der  Frage  nach  der  Reduction  eines  AßEL'schen 
Integrals  auf  ein  solches  von  niedrigerem  Geschlecht  fast  ausschliesslich 
die  Reduction  auf  elliptische  Integrale  studiert,  und  zwar  aus  dem  vielleicht 
nicht  immer  ausgesprochenem  Grunde,  weil  dies  der  einzige  Fall  ist,  in 
welchem  aus  der  Reduction  der  Perioden  auf  ein  Paar  auch  auf  die  Existenz 
eines  einzelnen  Integrales,  welches  auf  elliptische  reducirbar  ist,  geschlossen 
werden  kann.  Bei  höherem  Geschlecht  liegt  jedoch  die  Frage  durchaus 
complicirter,  auch  dann  wenn  nur  die  Reduction  auf  nicht  höhere  Ge- 
schlechter als  drei  in  Frage  kommt,  also  die  r^  noch  sämmtlich  unabhängig 
von  einander  sind. 

Sei,  um  die  Ideen  zu  fixieren,  vorgelegt  ein  algebraisches  Gebilde  vom 
Geschlechte  lo.  Auf  diesem  seien  drei  Integrale  erster  Gattung  bekannt, 
deren  20  Perioden  sich  simultan  auf  ein  System  von  sechs  Perioden  zu- 
rückführen lassen,  dann  darf  man  nicht  etwa  schliessen,  dass  diese  drei 
Integrale  simultan  durch  eine  Substitution  auf  solche  vom  Geschlechte  drei 
zurückgeführt  werden  können,  wohl  aber,  dass  jedes  einzelne  von  ihnen  als 
eine  Summe  von  drei  Integralen  erster  Gattung  vom  Geschlechte  drei 
zwischen  deren  oberen  Grenzen  eine  algebraische  Relation  besteht,  dar- 
gestellt werden  kann.  Eine  Theorie  solcher  Reductionen  vom  algebraischen 
Standpunkt  aus  wäre  sehr  wichtig  und  eine  wesentliche  Förderung  des 
classischen  AsEL'schen  Problems  der  Vergleichung  der  Transcendenten  der 
Integralrechnung.  Für  eine  allgemeine  Discussion  dieses  Problems  von 
transcendenter  Seite  her  sind  im  vorigen  insbesondere  in  der  Theorie  der 
Ml  wesentliche  Hülfsmittel  enthalten,  und  die  niedrigsten  Fälle  liefern 
auch  bereits  Beispiele  nach  dieser  Richtung  hin.  Die  nähere  Ausführung 
dieser  Beziehungen  ist  mir  im  Augenblick  nicht  möglich,  ich  hoffe  aber 
darauf  zurückkommen  zu  können. 

10.     Über  die  Theorie  der  AbeVschen  Functionen 
vom  Oeschlechte  drei. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  weite  und  all- 
gemeine Gebiete,  zu  deren  erfolgreicher  weiterer  Bearbeitung  eine  genauere 
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Kenntniss  der  einfachsten  Fälle  nach  jeder  Richtung  hin  unerlässlich  er- 
scheint. Insbesondere  wäre  es  von  Interesse  die  mannigfachen  algebraischen 
und  geometrischen  Beziehungen  welche  die  KuMMER'sche  Fläche  aufweist, 
auch  in  den  höhem  Fällen  zu  verfolgen,  und  hieraus  wieder  rückwärts 
die  zu  einem  algebraischen  (.Tcbilde  gehörigen  Thetafunctionen  in  möglichst 
unmittelbai'e  Beziehung  zu  diesem  selbst  zu  setzen.  Für  die  Theta  von 
drei  Variablen,  habe  ich,  wenigstens  was  ihre  Abhängigkeit  von  den  Inte- 
gralsummen  betrifft  einen  Anfang  gemacht.  *  Dabei  war  der  Ausgangspunkt 
ein  wesentlich  algebraisch-geometrischer,  indem  verlangt  wurde,  das  Umkehr- 
problem mit  Vermeidung  jeder  überflüssigen  Irrationalität  und  mit  durchaus 
an  der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  invarianten  Functionen  zu  lösen.  Es 
erwies  sich  dieser  Plan  als  in  allen  Einzelheiten  durchführbar  und  ergab 
mehrere  unmittelbar  an  der  Curve  vierter  Ordnung  auftretende  Gebilde, 
welche  eindeutig  auf  die  Ml*  bezogen  waren.  Auch  für  die  ungeraden 
Thetafunctionen  resp.  die  von  Klein  eingeführten  <7-Functionen  selbst 
ergab  sich  bis  auf  constante  Factoren  eine  unmittelbare  geometrische  Be- 
deutung. Auch  die  bekannte  Beziehung  der  KuMMKu'schen  Fläche  *  auf 
die  Kernfläche  eines  speciellen  (jebüsches  von  Flächen  zweiter  Ordnung 
findet  sich  in  analoger  Form  wieder,  so  dass  sich  hiedurch  ein  rein  alge- 
braisch-geometrischer Zugang  zur  Ml*  eröffnet.  Würde  man  nun  einen 
ähnlichen  Weg  bei  vier  Variablen  gehen,  so  würde  man  speciell  zu  einer 
M\^^  kommen,  welche  zu  lliEMANN'schen  Theta  gehört,  und  hätte  durch 
Vergleichung  mit  der  aus  Integralen  über  Wurzelfunctionen  beim  Geschlecht 
5  abgeleiteten  M\^^  Gelegenheit,  tiefer  in  das  Verständniss  der  von  Schottky 
aufgestellten  Relation  zwischen  den  r^^  einzudringen,  welche  für  die  RiE- 
MANN'schen  Theta  charakteristisch  ist. 


^  Math.  AnnaleD^  40. 

'   Für  deren  Verwendung  in  dem  hier  gemeinten  Sinn  vgl.  Jahresberichte  d. 
deutschen   Math.  Ver.   1894 — 5. 
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ALGEBRAIC  PROOFS  OF  THE  RIEMANN-ROCH  THEOREM  AND  OF 
THE  INDEPENDENCE  OF  THE  CONDITIONS  OF  ADJOINTNESS» 

BY 

J.  C.  FIELDS 

o(  HAMILTON,  CANADA. 


The  methods  which  I  employ  in  the  present  paper  are  essentially  those 
of  which  I  have  already  made  use  in  a  paper  On  the  Reduction  of  the 
general  Abelian  Integral.  '  They  are  purely  algebraic  in  their  character 
and  furnish  a  very  elementary  introduction  to  the  theory  of  the  algebraic 
functions. 

The  substance  of  this  paper  was  presented  at  the  meeting  of  the 
Chicago  Section  of  the  American  Mathematical  Society  held  in  Chicago 
in  December   1900. 

Let 

(1).  F{z,u)  =  'Ee^^.z'u'  =  o 

be  the  equation  to  an  irreducible  algebraic  curve  of  degree  n.  We  shall 
assume  that  the  multiple  points  of  our  curve  are  all  double  points  with 
distinct  tangents  and  separate  from  the  branch  points,  that  the  asymptotes 
are  all  distinct  from  one  another  and  none  of  them  parallel  to  the  axis 
of  u  and  no  two  parallel  to  each  other. 

Any  irreducible  algebraic  curve,  as  we  know,  can  be  transformed  to 
this  form  by  a  birational  transformation.  The  variable  u  we  shall  regard 
throughout  as  the  dependeiit  variable.     The  coefficient  ^o,»  o^  w"  will  on 

^  See  note  at  eud  of  paper, 

'  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Vol.  2. 
Äeta  maihmmMea.    26.    Imprimé  le  21  juin  1902. 
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the  above  hypotheses  have  a  value  different  from  o  and  u  will  be  an 
integral  algebraic  function  of  z. 

Any  rational  function  R{z,u)  of  ZyU  we  know  may  be  expressed  in 
the  form 

(2)  R{z ,  «)  =  £  My:^^ .  u)  +  B,{z ,  u) 

where    Ji/\~^ — ,  «*)    denotes    a  polynomial  in   f— - — ,  w j  and  R^{z^u)  a 

polynomial  in  z ,u  the  degrees  of  these  polynomials  in  the  variable  u  not 
being  greater  than  n  —  i . 

In  pai-ticular  the  most  general  rational  function  of  0,  u  which  becomes 
infinite  only  at  00  may  readily  be  shown  to  have  the  form 

(3)  Ç,ê^|r#r,+  n^.") 

where  the  summation  with  regard  to  A  is  supposed  to  extend  to  the  d  double 
points  {ax ,  bi)  of  our  curve,  the  coefficients  y^  being  arbitrary  constants 
and  the  function  T{z,u)  an  arbitrary  polynomial  in  z^u.  On  extending 
the  above  summation  to  a  number  of  other  points  {a^ ,  bj)  the  expression 
will  evidently  represent  the  most  general  rational  function  whose  infinities 
other  than  those  at  00  are  of  the  first  order  only  and  are  included  under 
the  points  here  in  question. 

We  shall  now  try  to  construct  a  function  which  is  finite  at  00  and 
whose  infinities,  all  of  the  first  order,  are  to  be  found  among  those  cor- 
responding to  the  Q  points  (a^^., ,  6^^.,) . . .  (a^^Q,  ôd+g).  These  points  further 
we  shall  assume  to  be  all  distinct  from  the  d  double  points  which  we 
indicate  by  (aj ,  6,) . . .  (a^ ,  fe^). 

Our  function  if  it  exist  must  have  the  form 

(4)  Z^^'^lAö+n',.) 

and  our  only  task  will  evidently  be  to  determine  under  what  conditions 
a  function  of  this  form  will  not  become  infinite  at  cx).  Suppose  the  di- 
rections of  the  n  points  at  cx)  on  our  curve  to  be  given  by  the  equations 

u  —  k^z—Oy...,u  —  k^z  =  o 
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where,  in  accord  with  our  original  hypothesis  in  regard  to  the  asymptotes 
of  the  curve,  the  n  coefficients  k  all  have  different  values.  A  homogeneous 
polynomial  <(^,w)  of  degree  n — i  in  z^u  will  evidently  become  infinite 
to  the  order  n  —  i  for  one  at  least  of  the  n  branches  at  oo,  as  otherwise 
we  should  have  jBr"""'<(i  ,  ft)  =  o  for  &  =  *;,...&,  and,  as  the  degree  of  the 
equation  /(i,Ä)  =  o  in  k  is  n — i,  this  equation  would  be  an  identity 
and  we  should  therefore  also  have  <(jj,m)  =  o  identically. 

We  derive  thence  that  z^t{z^  u)  must  be  infinite  to  the  order  n  +  r —  i 
for  one  at  least  of  the  branches  at  cx),  and  this  of  course  whether  r  is 
positive  or  negative.  It  follows  further  also  that  a  non-homogeneous  po- 
lynomial T{z ,  u)  of  degree  n'\'  r  —  i  must  become  infinite  to  the  order 
n  '\-  r —  I  for  one  at  least  of  the  branches  at  oo,  for  the  polynomial  can 
evidently  be  written  in  the  form 

where  the  degree  of  .r,^p_,(j?,  w)  in  i?,fi  is  not  greater  than  n  +  ** — 2. 
Here  and  throughout  the  paper,  where  there  is  nothing  to  indicate 
the  contrary,  it  is  to  be  assumed  as  a  matter  of  course  that  our  functions 
are  expressed  in  the  reduced  form  in  which  the  variable  u  does  not  appear 
to  a  power  higher  than  the  (n —  i)*"". 


§  2. 

Eeturning  to  the  consideration  of  the  expression  (4)  which  is  to 
remain  finite  for  0  =  cx),  we  see  that  the  individual  elements  of  the  sum- 
mation therein  appearing  cannot  become  infinite  to  an  order  greater  than 
n  —  2  and  that  this  therefore  also  must  be  the  case  for  the  polynomial 
T{z,u). 

The  function  which  we  have  to  consider  then  may  be  written  in 
the  form 

(5)  |^^?i^+^.-.(^.«) 

where  in  T^^^{z^u)  we  employ  the  suffix  n  —  2  to  indicate  the  degree  of 
the  polynomial. 
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We    have    to    study    the    conditions   under  which  the  expression  (5) 
does  not  become  infinite  at  cx). 

Prom  the  equation  to  our  curve  we  have 


F(ax 


,  u)  F{a, .  ti)  -  F(ax  ,  h)       .^  "-''«î^«'  "  ^'^ 


(«  —  axXu  —  6x)  (ß  —  axXn  —  bx)  (z  —  ajiXti  —  h) 

This  we  may  write  in  the  form 

where 

(7)  {a..j,}.  =  'î:  iA.»_,ajir-'. 

We  then  have 

(8)  (7::-«,x«  -  ft.)  ~  l»  +»'+«•  ^  •••+  ^^«  +  «.-»(,_ a,)  j.tl^''^'^*/'" 

=  {j  +  ?  +  .^  +•••+  r^T|(''^'  *^)'«""'  +  ^^(^'  «) 

where   Px(^>w)   is   a  rational   function   of  j2r,w   which  is  finite  for  5  =  co. 
This  we  may  further  reduce  to  the  form 

(9)  (,^^1^  =  1  "'i^ar*{a„b,}.z-u''-'  +  P,(..  «) 

where    Pa(^,w)    is   a    rational   function  of  j2r,w  which  is  finite  for  je?  =  co. 
For  the  summation  in  (5)  we  shall  then  have 

where    P{z^u)    is    a    rational    function   oî  z^u  which  is  finite  for  jg?  =  00. 
This  we  may  write  in  the  form 
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where 


rf+Q 


For  the  suffixes  of  the  coefficients  c  we  here  select  for  reasons  of 
convenience  the  sum  of  the  exponents  of  z  and  u  and  the  exponent  of  u 
respectively. 

On  writing 

(12)  yi,k  =  ^^yx(ixK 

it  is  readily  seen  that  we  have 

J— 1    a 


Since  the  exponents  of  z  which  appear  in  the  summation  on  the  right  of 
(10)  are  all  negative  whereas  in  the  polynomial  T^_^{z^u)  in  (5)  no  such 
exponents  make  their  appearance,  it  will  not  be  inconsistent  with  the  no- 
tation employed  above  if  we  write 


n     4—3 


(14)  T^.,{z,u)  =  J_i:/._,+,.,..«'«— 

Combining  (lo)  and  (14)  we  have 


(.5)  n-.(-.«)  +  I^af=£^ 

n  J— 3 

This  again  we  may  write  in  the  form 

^eto  wuUAamo^Mia.    26.    Imprimé  le  21  jnin  1902.  2L 
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where  the  functions  Pf^{e y  u)  are  homogeneous  polynomials  m  s ^u  ol  degree 
n  —  1   which  are  given  by  the  formula 

Now  if  the  expression  (16)  is  not  to  become  infinite  for  any  of  the  n 
branches  at  co  the  polynomials  1>,(^  ,  w)  . .  .  Pn^%{^  ,  <*)  must  all  vanish 
identically,  as  otherwise  the  expression  would  become  infinite  to  the  order 
n  —  r —  I  for  some  one  at  least  of  these  branches  in  case  Pr(^>  w)  ^^  the 
first  of  these  polynomials  which  does  not  vanish  identically.  Apart  from 
c^^Q  then  the  coefficients  c  on  the  right  of  (15)  must  all  have  the  value 
o.  These  coefficients  however  include  among  them  the  coefficients  of  the 
polvnomial  T„_,(jßf,w)  and  this  polynomial  therefore  must  reduce  to  the 
constant  Co,o. 

Our  expression  on  the  left  of  (16)  will  then  take  the  form 

Since  o  is  the  value  also  of  the  remaining  coefficients 

on  the  right  of  (15),  the  equations  (13)  become 

*— 1  ff 

This  system  of  equations  we  shall  attempt  to  satisfy  by  a  proper  choice 
of    the    quantités   y^-^^    on    the   right.     The   number  of  these  equations  is 

evidently   -  (n —  i)(n  —  2)   and   this   also  is  the  number  of  the  quantities 

y  i  t  which  present  themselves  in  the  equations,  as  may  readily  be  shown. 
Namely  the  sum  of  the  suffixes  in  a  quantit}»^  îfr-i+p.i-i^c  is  r+5—  2+/>  — ir 
and  for  given  values  of  r  and  s  the  greatest  value  which  this  sum  can 
have  is  r  +  s  —  2  corresponding  to  the  values  />  =  o,  a=  o.  Also  from 
(18)  we  see  that  r  +  5 — 2  cannot  exceed  n  —  3  in  value.  It  follows 
therefore  that  the  sura  of  the  suffixes  in  a  quantity  y,  *  which  appears  in 
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our  equations,  is  in  no  case  greater  than  n  —  3.  Now  the  number  of 
possible   pairs   of   integers    (i ,  k)  whose  sum  is  not  greater  than  n  —  3  is 

-(n — i)(n — 2),  and  that  all  the  -{n — i)(» — 2)  corresponding  quantities 

Pi^t  actually  present  themselves  in  our  system  of  equations  is  immediately 
apparent,  for  each  one  of  them  in  fact  appears  in  some  one  of  the  equa- 
tions with  ^0,,  as  coefficient,  as  we  see  on  substituting  for  r,5  in  y^_,J,_, 
the  several  pairs  of  values  given  in  (18). 


§  3. 

The  number  of  the  quantities  y^^^  appearing  in  the  equations  (18) 
we  have  just  seen  to  be  equal  to  the  number  of  the  equations  and  we 
shall  now  seek  to  determine  these  quantities  so  as  to  satisfy  the  equations. 
For  this  purpose  we  shall  write  our  equations  in  the  form 

(19)  o  =  öo.«y,^,,,«,  +  ei,.-iyr..-2  +  Ö2,„_,y,+i,,_3+  .  .  . 

where  evidently  F^..,,,,,,  involves  only  quantities  y^,*  in  which  the  sum  of 
the  suffixes  is  less  than  r  +  s — 2, 

The  number  of  equations  of  the  type  (19)  in  which  the  sum  of  the 
suffixes  of  the  quantities  y,^^  in  evidence  on  the  right  has  a  given  value 
r  +  s — 2  =  T  is  r+i,  and  these  r+  i  equations  we  shall  group  together 
and  consider  in  the  form 

^0,iiyo,T+  ^l,n-iyi,T-l  +  ^,ii—jyj,T— J  +  •••  +  ^r— l,«— r+l  yr— 1,1  +  ^T,»— r  yr,0~        '  0,T 

^0,11      yi,T-l  +  ^l,ii-iys,T-J  +  •"  +  ^T-«,ii-T+ J  yr-l,!  +  ^r-l  ,ii-T+l  yT,0=       '  1,t-1 
/        .  ^0,«      y«,T-a  +  -  +  ^T— «,*-T+  lyr— 1,1  +  ^T-S,ii-r+2yT,0  =        '  2,T— 

(20)  < 


^0.«        yT_i,i+Ci,«-_i      yT,o=    't-m 

Suppose  now  that  the  quantities  y^^^  in  which  the  sum  of  the  suffixes 
is  less  than   r  are  all  equal  to  o.     The  same  will  then  evidently  also  be 
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true  of  the  quantities  /'  on  the  right  of  the  equations  (20),  for  they  are 
linear  and  homogeneous  in  the  quantities  y^^^  the  sum  of  whose  suffixes 
is  less  than  r. 

The  equations  (20)  then  become 

^0,«yo,r~r  ^l,M-iyi,T-l     r  ^2,i«-2y3,T  -2  +  •  •  •  +  ^r-l,i»-Tf  l2/r— 1,1  +  ^r,»  -r  Vrfi  =  ^ 

^0,n      yi,T-l  "T  ^l,n-iy2,r-2  +  •  •     T"  ^T-2,ii-r+2yT-l,l  +^r-l,ii-T+iyT,0  "^  ^ 

/         X  ^0.»      l/2,T-2  +  •  •  •  H~  ÖT-8,n-r+ 8^7—1,1  +  ^r— 2,«— 8+2yr.O  ^^=  ^ 

(21) 


^0.«  yr-l.l +^1,1,-1  yr,0  =  O 

^0,«  yr,0  =  O. 


Here  the  determinant  of  the  coefficients  is  el^^  and  is  therefore  different 
from  o,  since  by  our  hypothesis  with  regard  to  the  curve  F{z ,  w)  =  o 
the  coefficient  ^o,«  has  a  value  other  than  o.  It  follows  hence  that  the 
quantities  î/o.tj  yi,r-i  >  •  •  •  >  ^t.o  niust  all  have  the  value  o.  If  then  all  the 
quantities  r/i^^  in  which  the  sum  of  the  suffixes  is  less  than  r  have  the 
value  o,  this  also  will  be  so  in  the  case  of  those  quantities  in  which  the 
sum  of  the  suffixes  is  equal  to  r. 

Now  in  the  case  r=o  the  system  of  equations  (20)  reduces  to  the 
single  equation 

^o.«yo.o  =  o. 

We  therefore  have  yo.o  =  o  and  it  follows  thence  by  our  inductive 
reasoning  above  that  the  quantities  yo  1  and  y,  0  corresponding  to  the  case 
r  =  I  must  also  have  the  value  o,  and  by  successive  induction  we  see 
that  the  quantities  y^^^  for  which  T  =  i  +  k  has  one  of  the  values  2,3,..., 

n  —  3    must    all    be    equal   to  o.     Substituting  for  these  -  (n — i)(» — 2) 

quantities  the  value  o  in  the  corresponding  equations  of  the  type  (12), 
we  obtain  the  system  of  equations 

(22)  T^yj,a\bi  =  o.  t+*-o,i.2 «-8 

Any  rational  function  then  whose  infinities  are  of  the  first  order  only  and 
correspond    to    ones    among  the  Q  points  {a^^^  ,  i^^,)  .  .  .  {(la^q  ,  ^d+g)  lï^^ist 
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be  of  the  form  (17),  and  its  coefficients  y^  must  satisfy  the  conditions 
implied  in  the  system  of  equations  (22). 

Conversely  if  the  coefficients  y^  in  a  function  of  the  form  (  1 7)  satisfy 
the  system  of  equations  (22)  the  infinities  of  this  function  will  be  included 
under  the  Q  infinities  here  in  question.  For  a  function  of  the  type  (17), 
constructed  with  the  values  of  the  quantités  yx  in  question  and  reduced 
to  the  form  on  the  right  of  (16),  will  evidently,  by  virtue  of  the  equations 
(12)  and  (13),  have  all  its  coefficients  c  with  the  exception  of  Co,o  equal 
to  o  and  will  therefore  be  finite  for  2?  =  00. 

The  form  (17)  then  in  which  the  coefficients  y^  are  subject  to  the 
conditions  (22)  give  all  those  and  only  those  rational  functions  whose  in- 
finities are  included  under  the  infinities  of  the  first  order  corresponding 
to  the  Q  points  (a^+i ,  6^+,) . . .  a^j^^ ,  6^+^). 


§  4. 

We    shall    now    study   the  equations  (22)  more  in  detail  and  in  the 
first  place  we  shall  consider  the  case  in  which  Ç  =  o. 
In  this  case  our  equations  become 

d 

The   satisfaction   of  this   system  of  equations  by  values  of  the  quan- 
tities yi  which  are  not  all  o  would  imply  the  existence  of  a  function 


,4:î(«-«AXt*-fcA)"'"''^'" 


which  is  nowhere  infinite  and  which  at  the  same  time  is  not  a  constant. 
This  however  as  we  know  is  impossible,  for  an  algebraic  function  must 
either  be  a  constant  or  must  somewhere  become  infinite.  It  follows 
therefore  that  the  system  of  equations  (23)  can  only  be  satisfied  when 
all  the  quantities  yx  have  the  value  o  and  this  proves  that  the  conditions 
for  adjointness  are  independent  of  one  another.  The  points  («i,  6i)...(ûrd,ôj) 
namely   are   the   d  double   points   of  the  curve  and  the  conditions  for  ad- 
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jointness  are  those  conditions  which  must  be  satisfied  by  the  coefiFicients 
Oi^^  in  the  equation  to  a  curve 

(24)  Z<?<.4^V  =  0 

in  order  that  it  may  pass  through  the  double  points.  These  conditions 
in  the  case  of  a  curve  of  degree  n  —  3  will  be  given  by  the  d  equations 

(25)  *+i-,^i.*«l*î  =  0  A.M...... 

and  these  equations  in  the  quantities  âi^^  must  evidently  be  linearly  in- 
dependent of  one  another  since,  as  we  have  seen,  the  system  of  equations 
(23)  can  only  be  satisfied  when  the  quantities  y^  ^W  have  the  value  o. 

Since  the  d  conditions  for  adjointness  are  independent  of  one  another  in 
the  case  of  a  curve  of  degree  n  —  3  they  will  evidently  also  be  independent 
of  one  another  in  the  case  of  a  curve  whose  degree  is  greater  than  n  —  3. 

On  defining  the  genus  of  a  curve  as  the  number  of  linearly  in- 
dependent adjoint  polynomials  of  degree  n  —  3  and  on  indicating  the  same 
by  the  letter  p  we  shall  evidently  have 

p  =  Un—i){n—2)  —  d. 


§  5. 

We  shall  now  consider  the  system  of  equations  (22)  in  the  case  where 
we  have  Q>o. 

For  Q'<p  we  see  that  equations  (22)  in  general  can  only  be  satisfied 
on  putting  o  for  each  of  the  quantities  j/x  as  otherwise  the  d  -^  Q  equations 

(26)  Z     (J.  al6î  =  o  A.i.«,...,d+Q 

would  not  be  independent  of  one  another,  whereas  it  is  evident  that  these 
d  -^  Q  equations  are  independent  of  one  another  in  case  the  Q  points 
(öfrff  1 ,  ftrf+i) . . .  (^d+Q  )  ^d+q)  are  arbitrary,  for  the  number  d  +  Q  in  this  case 

is  <^-(n —  i)(n — 2)  the  number  of  coefficients  in  a  polynomial  of  degree 

n  — 3. 
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It  follows  then  that  it  is  impossible  to  construct  a  function  of  the 
form  (17)  other  than  a  constant  whose  infinities,  all  of  the  first  order, 
correspond  to  ones  among  the  Q  arbitrary  points  (a^^., ,  i^^.,) . . .  {a^^Q ,  ft^^J 
in  the  case  where  we  have  Q~<p. 

It  might  however  happen  that  we  could  construct  such  a  function  for 
a  special  set  of  Q  points.  If  we  can  construct  such  a  function  in  the  case 
where  Q  =  p  t\ie  p  points  («^+1,  Ô4+1) .  .  .  (^d+Q,  ^d+q)  will  evidently  all  lie 
on  an  adjoint  curve  of  degree  w  —  3,  for  in  this  case  the  rf+  Ö  equations 
(26)  will  not  all  be  independent  of  one  another. 

In  the  case  where  we  have  Ç>p+  i  it  is  always  possible  to  satisfy 
the  equations  (22)  by  quantities  y^  not  all  of  which  have  the  value  o, 
for  in  this  case  these  quantities  are  in  excess  of  the  number  of  the  equa- 
tions. It  is  therefore  always  possible  to  construct  a  rational  function  of 
z ,  u  whose  infinities  are  included  under  an  arbitrary  set  of  ^  +  i  infinities 

of  the  first  order. 

• 

The  strength  of  a  system  of  Q  points  («rf+i ,  ^d+i) . .  .(«d+Q,  tj+q)  in 
determining  an  adjoint  curve  of  degree  n  —  3  is  defined  as  the  number 
q  of  conditions  to  which  the  coefficients  of  the. general  adjoint  curve  of 
degree  n  —  3  must  be  subjected  in  order  that  it  may  pass  through  these 
Q  point».  The  strength  of  any  system  of  points  can  evidently  not  be 
greater  than  p  for  this  is  the  number  of  arbitrary  coefficients  involved  in 
the  expression  of  the  general  adjoint  curve  of  degree  n  —  3. 

Betuming  to  our  system  of  equations  (22)  we  see,  that  the  number 
of  arbitrary  quantities  yi  presenting  themselves  in  the  most  general  system 
of  solutions  of  these  equations  is  equal  to  Q  —  q  the  number  namely  of 
the  rf  4"  Ç  equations  (26)  taken  in  any  given  order,  which  are  dependent 
on  the  equations  preceding  them  in  this  order. 

In  other  words  the  number  of  arbitrary  coefficients,  including  the 
constant  term,  involved  in  the  expression  of  the  most  general  rational 
fimction  of  z^u  whose  infinities  are  included  under  a  certain  set  of  Q 
infinities,  is  Q  —  3'  +  i  where  q  is  the  strength  of  the  set  of  infinities  in 
question.  This  is  the  Kiemann-Eoch  Theorem.  The  infinities  which 
cannot  actually  present  themselves  in  the  function  are  those  for  which  the 
corresponding  quantities  yx  in  the  equations  (22)  must  have  the  value  o, 
and  to  each  of  these  we  see  corresponds  an  equation  in  the  system  of 
equations    (26)    which    is    independent  of  the  remaining  equations  of  the 
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system.  We  may  then  evidently  say  that  in  the  general  function  here  in 
question  infinity  corresponding  to  a  point  {üx ,  bx)  does  or  does  not  actually 
present  itself,  according  as  the  omission  of  this  point  from  the  system  of 
Q  points  (a^+i ,  &rf+i) .  • .  (^j+q  >  K-^o)  ^^^^  i^^t  or  does  diminish  the  strength 
of  the  system. 

The  number  of  points  of  intersection  of  an  adjoint  curve  of  degree 
n  —  3  with  our  original  curve,  over  and  above  the  double  points,  is 
n{n  —  3)  —  2d  =  2p  —  2.  These  2p —  2  points  determine  our  adjoint 
curve  completely  and  their  strength  is  therefore  p  —  i . 

The  strength  of  2p  —  i  or  more  points  is  evidently  p  and  from  any 
set  of  2p  or  more  points  we  may  therefore  omit  any  point  without  di- 
minishing the  strength  of  the  set.  It  will  follow  that  in  the  case  where 
we  have  Q>  2p  all  Q  infinities  will  actually  present  themselves  in  the  most 
general  function  whose  infinities  are  included  under  the  Q  infinities  in  question. 


§  6. 

In  proving  the  KiemannEoch  Theorem  we  have  excluded  infinities 
corresponding  to  the  double  points.  Such  infinities  however  may  also  be 
taken  account  of  by  a  slight  extension  of  our  reasoning. 

Namely  on  indicating  by  (6 ,  17)  a  pair  of  parameters  connected  by 
the  equation  to  our  curve  F(ß ,  ly)  =  o,  we  may  readily  shew  that  the 
function 


becomes  infinite  to  the  first  order  for  the  double  point  {a ,  b)  and  for  that 
branch  only  through  the  double  point  with  regard  to  which  the  diffe- 
rentiation is  effected,  while  it  remains  finite  for  all  other  finite  pointe  of 
the  curve. 

To  indicate  this  fimction  we  shall  employ  the  less  accurate  but  more 
concise  notation 

d       F(a  ,  u) ■' 

da\z  —  «X''*  —  ^0 
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We  shall  write 

where    g    and    g'    are    arbitrary   constants  and  y  is  therefore  an  operator 
involving  two  arbitrary  constant»,  so  that  we  have 

Fifl .  u)       _       qF{a ,  fi)  å        Via ,  u) 


(z  —  aXu  —  b)       (0— aXu  — 6)   '  ^  da  (z —aXu  —  b) 

If  we  would  determine  the  possibility  of  constructing  a  function  whose 
infinities  are  included  under  a  certain  set  of  Q  infinities  some  of  which, 
say  r  in  number,  correspond  respectively  to  r  of  the  double  points  we 
should  have,  instead  of  the  expression  (5),  to  consider  an  expression 


d-k-Q-r 


F{ax ,  n) 


A.1         \'-<^xX^-h) 
where  r  of  the  symbols  y^  indicate  symbolic  operators  of  the  form 

With  regard  to  this  expression  our  reasoning  would  be  the  same  as  in  the 
case  of  the  expression  (5),  with  some  self-evident  modifications  due  to  re- 
placing certain  of  the  factors  y^  by  operators  which  operate  on  whatever 
functions  of  (a^ ,  bj)  they  happen  to  precede. 

In  case  infinities  corresponding  to  each  of  the  branches  through  a 
double  point  {a ,  b)  present  themselves  under  the  Q  infinities  in  question, 
we  should  have  to  introduce  a  symbolic  factor  of  the  form 


»-o+'irX+^iX 


where  by  the  suffixes  i   and  2  we  distinguish  between  operations  having 
reference  to  the  separate  branches. 

In  any  case  our  conclusion  is  that  Q  —  J  +  i  is  the  number  of 
arbitrary  constants  involved  in  the  expression  of  the  most  general  rational 
function  whose  infinities  are   included   under  a  certain  set  of  Q  infinities, 
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where  q  is  the  strength  of  the  corresponding  set  of  Q  zéros  in  determining 
an  adjoint  polynomial  of  degree'  n  —  3  and  further  that  a  given  one  of 
the  infinities  in  question  will  or  will  not  actually  present  itself  in  such 
most  general  function,  according  as  the  omission  of  the  corresponding  zero 
from  the  set  of  Q  zeros  does  not  or  does  diminish  the  strength  of  the  set. 


Note.  In  his  lectures  for  the  year  1869  Weierstrass  in  constructing 
a  function  possessing  Q  infinities  of  the  first  order  makes  use  of  the  re- 
presentation by  partial  fractions  in  the  case  where  the  fundamental  alge- 
braic curve  possesses  only  double  points.^  In  the  present  paper  we  are 
concerned  with  the  same  special  case  and  employ  the  like  representation 
though  instead  of  treating  our  function  with  Weierstrass  under  the  form 
of  a  constant  plus  a  linear  expression  in  Q  functions,  each  one  of  which 
possesses  one  of  the  Q  infinities  in  question  and  a  certain  set  of  p  other 
infinities,  we  handle  the  function  directly  in  the  form  (5).  What  however 
more  particularly  characterizes  the  paper  is  ite  method  of  dealing  with  the 
equations  of  condition,  a  method  which  is  applicable  also  in  the  case 
where  our  algebraic  equation  possesses  any  singularities  whatever  and  where 
we  would  prove  the  Eiemann-Eoch  Theorem  for  any  arbitrary  combination 
of  infinities.  This  will  appear  in  a  later  paper  where  I  shall  present  the 
theory  of  the  algebraic  functions  as  I  have  developed  it  for  an  arbitrary 
algebraic  equation  on  employing  the  representation  by  means  of  partial 
fractions.  The  special  theory  here  given  then  may  be  regarded  as  a  pre- 
paration for  the  more  general  theory  though  in  the  specialization  the  im- 
portant apparatus  necessary  to  the  handling  of  the  higher  singularities 
falls  away. 

Hamilton,  Canada,  June   11,    1901. 


*    See    Brill    and    Noei*her's    Bericht  über  die  Enhdcklung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen. 
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BEMERKUNGEN  ZU  EINEM  SATZE  VON  SOPHUS  LIE  ÜBER  EIN  ANALOGON 

ZUM  ABEL'SCHEN  THEOREM 

VON 

LEO  KÖNIGSBERGER 

In  HEIDELBERG. 

In  einem  am  31**°  Mai  1879  ^^  mich  nach  Wien  gerichteten  Briefe 
schreibt  Weieustkass:  »...  Sorgen  Sie  aber  dafür,  dass  der  hundert- 
jährige Geburtstag  Abels  und  Jacobj's  würdig  begangen  werde,  und  ge- 
denken Sie  dann  auch  derer,  die  als  die  ersten  es  als  ihre  Lebensaufgabe 
betrq-chtet  haben, ,  die  Arbeiten  dieser  Männer  fortzusetzen,  .  .  .  » .  Dieser 
Mahnung  eingedenk  erscheint  es  bei  Gelegenheit  der  Feier  des  hundert- 
jährigen Geburtstages  Abel's,  eines  der  grössten  Mathematiker  des  neun- 
zehnten Jahrhunderts,  vielleicht  nicht  unpassend,  wenn  ich  aus  Briefen, 
welche  der  ausgezeichnete  norwegische'  Mathematiker  Sophus  Lie,  der 
der  Wissenschaft  nur  allzufrüh  durch,  den  Tod  entrissen  worden,  im  .Januar 
1892  an  mich  nach  Heidelberg  gerichtet  hat,  einige  Stellen  veröffentliche, 
welche  Untersuchungen  über  das  verallgemeinerte  ABEL*sche  Theorem  be- 
treffen, die  —  so  viel  ich  weias  —  in  seinen  gedruckten  Arbeiten  sich 
nicht  vorfinden,  und  an  die  ich  einige  Bemerkungen  zu  knüpfen  mir  er- 
lauben will. 

SoPHüS  Lib  schreibt  ».  .  ,  Vielleicht  werden  Sie  noch  dm  folgenden 
Satz  mit  Interesse  umfassen.  Obgleich  mein  Beweis  desselben  ausser- 
ordentlich kurz  ist,  so  beruht  doch  derselbe  auf  so  eigenthümlichen 
geometrischen  Anschauungen,  dass  ich  vermuthe,  dass  mein  Besultat  neu 
ist.     Ich  betrachte  m  +  i   Gleichungen  von  der  Form 
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und  mache  über  sie  nur  die  einzige  Voraussetzung,  dass  sich  aus  ihnen 
nur  eine  Belation  zwischen  v^  ^  v^  y  .  . . ,  v^^i  ableiten  lässt,  dann  ist  die 
Belation 

ÛK  ,  t;, ,  . . . ,  v^+i)  =  o 

dann  und  nur  dann  algebraisch,  wenn  zwei  beliebige  Grössen 

durch  eine  algebraische  Eelation  gebunden  sind.     Setzen  Sie  insbesondere 

und  verstehen  dabei  unter  f>ki{^i)  g^^^  beliebige  (?)  Functionen  von  a?<, 
so  haben  Sie  einen  Satz  über  AsEL'sche  Integrale,  den  man  mit  Benutzung 
eines  ÄBEL'schen  Satzes  noch  mehr  praecisiren  kann.  Darf  ich  Sie  bitten, 
nur  auf  einer  Postkarte  mitzutheilen,  ob  mein  Satz,  der  sich  übrigens 
ausserordentlich  verallgemeinern  lässt,  in  der  Literatur  schon  vorkommt. 
Ist  der  Satz  bekannt,  so  bin  ich  darauf  gespannt,  ob  der  Beweis  so  ein- 
fach wie  meiner  ist.  Mein  Beweis  beruht  auf  geometrischen  Anschauungen, 
die  zwar  sehr  einfach  sind,  die  aber  doch,  soweit  mir  bekannt  ist,  fast 
nur  von  mir  angewandt  worden  sind.  Hoffentlich  entschuldigen  Sie  meine 
fortgesetzten  Mittheilungen.  Wenn  ich  mich  in  diesen  Dingen  so  unsicher 
fühle,  so  liegt  es  nur  darin,  dass  ich  plötzlich  auf  ein  mir  neues  Gebiet  hin- 
eingekommen bin.  Der  allgemeine  Satz,  der  sich  ebenfalls  leicht  beweisen 
lässt,  lautet:  Lassen  sich  aus  mn  +  i   gegebenen  Gleichungen 

^k  =  -4*1  (^1  )    •  •  •  >   O   +  -4*»('m+l  >    •  •  •  >   ^2m)  +    •  •  •   +   -4fci('m(«-l)+l  )    •  •  •  >   C«) 

(*-l,9,...,iiiii  +  l) 

eine  und  nur  eine  Eelation  ä{vi ,  .  .  . ,  v««+i)  =  o  ableiten,  so  ist  dieselbe 
algebraisch  dann  und  nur  dann,  wenn  m  +  i  beliebige  Grössen 

immer  durch  eine  algebraische  Eelation  gebunden  sind.  Dieser  Satz  wird 
doch  jedenfalls  wohl  neu  sein.  Haben  die  Afg^  die  Form  totaler  Integrale 
von  algebraischen  Functionen,  so  hat  der  oben  genannte  Satz  schon  Werth  ; 
den  Fall  w  =  i  haben  Sie,  wie  ich  erfahre,  schon  erledigt.  Die  Be- 
gründung meines  ersten  Satzes  ist  leider  auf  Mannigfaltigkeitsbetrachtungen 
begründet,   die  Ihnen  vielleicht  als  reinem  Algebraisten  unangenehm  sind, 
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Auch  mein  letzter  Satz  beruht  auf  Mannigfaltigkeitsbetrachtungen,  ein  rein 
analytischer  Beweis  würde  sehr  schwerfällig  ausfallen.» 

Es  folgen  auf  meine  Antwort  in  ferneren  Briefen  weitere  Umgestal- 
tungen, Veränderungen  und  Berichtigungen  der  angeführten  Sätze,  welche 
auf  strengeren  geometrischen  Betrachtungen,  die  jedoch  nicht  angegeben 
sind,  beruhen  sollen,  und  es  schliessen  diese  Mittheilimgen  mit  der  Be- 
merkimg, die  uns  nach  dem  rafichen  Ende  des  ausgezeichneten  Forschers 
wehmüthig  ergreift:  »Seit  langer  Zeit  habe  ich  in  dem  Maasse  an  Schlaf- 
losigkeit gelitten,  dass  ich  alle  Lust  zur  Wissenschaft  verloren  hatte. 
Als  ich  nun  wieder  anfing,  wurde  ich  dadurch  sehr  überrascht,  dass  ich 
auf  einem  mir  fremden  Gebiete  neue  allgemeine  Sätze  fand.  Meine  ner- 
vöse Unruhe  zwang  mich  dazu,  sogleich  nachzufragen,  ob  meine  Besultate 
Werth  hätten.  Dadurch  erklärt  sich  die  verfrühte  Mittheilung  des  letzten 
Satzes,  gleichzeitig  die  nonchalante  Form  meiner  Briefe  ...»  Damit  brach 
der  Briefwechsel  über  diesen  Gegenstand  ab. 

Ich  will  nun  an  dieser  Stelle  in  wenigen  kurzen  Betrachtungen  rein 
analytischer  Natur  auf  den  oben  von  Lie  ausgesprochenen  Satz  näher 
eingehen, 

dass,  wenn  sich  aus  m  +  i   Gleichungen  von  der  Form 

(0  ^k  =  Ai{t,)  +  Ai^it,)  +  .  . .  +  AUL)  (*.i... ....«+!) 

nur  eine  Relation  zwischen  Vi ,  t?,,  • . . ,  t;«+i 

(2)  ß(vi,  t;,,  ...,t;«+,)  =  o 

ableiten  lOsst,  dieselbe  dann  und  nur  dann  algebraisch  ist,  wenn  zwei  be- 
liebige Grossen 

AM,Aj,{t,) 

algebraisch  von  einander  abhängen, 

und  will  dann  den  Zusammenhang  mit  der  bekannten  Arbeit  von 
Abel  darlegen  »sur  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation 

f(^)  +  F(y)  =  ^Wiy)  +  yA^))», 

in  welcher  derselbe  eine  Erweiterung  des  algebraischen  Additionstheprems 
anzubahnen  beabsichtigte, 
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Setzt  man  die  Beziehung  (2)  in  die  Forin 

(3)  ^m^i  =  û>(t;i,  V,,  ..  .,.v^), 

und  bezeichnet  für  die  constajiten  Werthe 

den  Ausdruck 

^*2(î"2l)   +    AzM   +   .  ;   .    +   Am{rml)        mit        ZJ^l , 

für  die  constanten  Werthe 

den  Ausdruck 

Ai(Ti2)  +  ^tt(rs2)  +  .  .  .  +  4*,«(r«0     mit     B*, 
u.  s.  w.,  so  erhält  man  aus  (3)  die  m  Gleichungen 

4m+,2(<2)  +  i?«.+,2  =  (o(A,,(t,)  +  ß,,,  J,,(^,)  +  ß,,,  .  .  . ,  A^,(t,)  +  B,,) 

und  somit  durch  Addition  dieser  Grleichungen  wiederum  nach  (3) 
o>(A,M+B,,,...,A^,{t,)  +  B^,)  +  ...  +  a>(A,^{t^^ 
=  co(vln('i)  +  ..•  +  4i«(0/. .  M  4mi(<i)  +  ... +4. J^^^^ 

Durch    Substitution    eines  willkührlichen,   von   den  früheren  verschiedenen 
Werthesystems 

»  ■  .        ^    ■ 

'2   =    ^2}  ^8   ^^    ^8     )         •     •     .     )         ^«  ==^    ^« 

folgt  nun,  indem  man  zur  Abkürzung  die  Constanten  einführt 

Bii  =  a^,  Bj,  =  aa,  .  .  .,  B^y=a„,  A^^{r^)  +  Aj,^{t^)  +  .  . .  +  4ä«(t«)  =  a^, 

und 
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femer  die  Constante 

Bm+n  +  . . .  +  5m+i«  —  û>(il„(r,)  +  B„,  . . . ,  J«,(r,)  +  Bj  —  . . . 
—  û>(^i«(rj  +  Bl«,  . . . ,  -4„«(r«)  +  B««)  =  B 
setzt,  die  Fnnctionalgleichong  in  der  Variabein  t^ 

(4)  u>K  +  öi,  «*2i  +  ö»,  • .  • ,  «*«i  +  öm)  =  û>(«n  +  ai,  ttji  +  otî,  . . . ,  u^i  +  aJj  +  B, 

worin  «i ,  öj  ,  .  .  . ,  ^m  der  Annahme  gemäss  von  a, ,  ot, ,  . . . ,  «^  verschieden 
sind,  und  œ  nunmehr  als  algebraische  Function  vorausgesetzt  werden  soll. 

Diese  Gleichung  kann  eine  in  Wn ,  w,, ,  .  .  . ,  u^^x  identische  sein  oder 
sie  liefert  u^i  als  algebraische  Function  von  Wn,  Wji,  .  .  .,  «m-n- 

Unter  der  Voraussetzung  der  Identität  oder  unter  der  Annahme,  dass, 
ivenn 

t'ii  +  «1  =  tT, ,  „    «,1  +  0,  =  ü;  ,   .  .  .  ,  w^i  +  a«  =  Cm ,       ö*  —  «ife  =  /tit 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

(5)  io{U,  +  ß,,  U.+fi,,...,  ü^  +  fiJ^MUi,  U,,...,  U^)  +  B 

identisch  befriedigt  wird^  würden,  wenn  die  algebraische  Function  û>(î7|, 
^r  >  •  •  •  )  ^n)  der  irreductibeln  Gleichung  genügt 

(6)  œ^  +  r,{U,,...,  t7Ji^-^  +  ...+r,(ï7,,...,  U^)  =  o, 

in  welcher  r, ,  .  .  . ,  r^  rationale  Functionen  der  Variabein  Î7, ,  r/2  >  •  •  •  j  ï^m 
bedeuten,  die  Lösungen  der  Gleichung 

sich  von  denen  der  Gleichung  (6)  nur  um  dieselbe  additive  Constante  B 
unterscheiden,  so  dass  dieselbe  Function  zusammengesetzt  aus  den  Diffe- 
renzen der  Lösungen  (6)  und  (7)  unverändert  bleibt.  Bildet  man  nun 
eine  aus  den  Differenzen  der  Lösungen  bestehende  symmetrische  Function 
derselben,  so  wird  diese  als  ganze  rationale  Function  ip  der  Coefficienten 
der  Gleichung  aufgefasst  bekanntlich  der  partiellen  Differentialgleichung 

.|  +  (/.-.K,|+(/.-=K,|+...-o 

genügen,    und    da    man,    wie    leicht    zu  sehen,   stets  ein  in  den  neu  ein- 
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tretenden  Coefficienten  lineares,  in  den  früheren  Coefficienten  ganzes  Inte- 
gral bilden  kann 

^  =  r.(l^„...,.î7.)-^r,(ï7.... .,!;.)» 


(8) 


9>  =  rM,...,U^)-P-^rM,...,UJr,{U„,..,UJ 


iso  folgt,  dass  diese  Ausdrücke  rationale  periodische  Functionen  von  U,,...,  17^ 
mit  den  Perioden  fi^  .  .  .  j  fi^  sein  werden. 

Nun  ergiebt  sich  aber  zunächst  aus  der  Vergleichung  von  (6)  und 
(7),  dass 

(9)  r,{U,  +  ;i,,  . . .,  Î7„  +  fjt^)  =  rM,  . . .,  UJ—pB, 

oder    wenn  man  diese  Gleichung  nach   Ux  difiFerentiirt,  worin  A  einen  be- 
liebigen der  Indices   i  ,  2  ,  .  .  . ,  m  bedeutet,  für  die  rationale  Function    . 

die  nothwendig  identisch  zu  befriedigende  Gleichung 

(ll)  p{U,    +  fi,,    ...,    U^  +  fim)=p{üi,    ....,    ü«), 

SO    dass    nur    die    Form    der    periodischen  rationalen  Functionen  beliebig 
vieler  Variabein  zu  bestimmen  bleibt. 

Um  zunächst  die  Frage  für  ganze  Functionen  zu  erörtern,  so  ist, 
ohne  auf  functionentheoretische  Betrachtungen  einzugehen,  unmittelbar 
ersichtlich,  dass  eine  periodische  ganze  Function  einer  Variabein  eine  Con- 
stante sein  muss,  weil  sonst  zu  einem  bestimmten  Werthe  derselben  un- 
endlich viele  Argumente  gehören  würden.  Setzt  man  nun  eine  ganze 
periodische  Function  von  zwei  Variabein  Ui  und  w,  in  die  Form 

^(wi,  u,)  =  go{ui)u^^  +  gi{ui)u\'-'  +  . . .  +  .9à(«i), 
so  folgt  aus  der  Periodicitätsbedingung 
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dass  .9o(Wi  -i-  fJti)  =  ffoi^i)}  ^^  ffoi^i)  gleich  einer  Constanten  c  ist,  und 
wenn  man  nun  die  ganze  periodische  Function  von  u^  und  u,  bildet 

(hi 

welche,  wenn  die  Constanten  a^  und  0,3  der  Bedingung  genügen 

(12)  a„/ii  +  (j^fi^  =  o 

das  Periodensystem  /i, ,  )«,  besitzt,  so  wird  die  ganze  Function  zweier 
Variabein 

^(W,,f*,)  — A(Wi,  Wa) 

wieder  dieselben  Perioden  haben,  aber  in  Bezug  auf  u^  nur  vom  Å  —  i**" 
Grade  sein.  Erniedrigt  man  den  Grad  in  Bezug  auf  u^  in  derselben  Weise 
weiter,  bis  man  zu  einer  ganzen  periodischen  Function  nur  einer  Variabein; 
also  zu  einer  Constanten  gelangt,  so  erhält  man  als  allgemeinste  Form 
von  ganzen  periodischen  Functionen  zweier  Variabein 

(13)  g{ui,  u,)  =  A,{a,.u,  +  a„tt,)*  +  A^ia^^u,  +  a^u^Y^^  +  .  .  . 

Ordnet  man  weiter  eine  ganze  Function  der  drei  Variabein  «1 ,  t*2 ,  U^ 
wieder  nach  einer  dieser  Variabein  in  der  Form 

80  wird  wieder,  wenn  die  Periodicitätsgleichung  bestehen  soll 

die  Function  ^0(^1 ,  ^2)  ^^r  Beziehung 

^oK   +  fil,  U^+  fh)=^  9Å^X  y  ^%) 

genügen  müssen  und  daher  nach  dem  Vorigen  die  Form  haben 

wenn  aj^/ii  -f-  «22/^  =^  o  ist.  Bildet  man  sodann  die  mit  den  Perioden 
ßii  fhy  fh  behaftete  Function 

(15)  HUi  ,   W,  ,   tts)   =  4i7o(«*l  ,   «*2)(«18W|    +    «28^2    +   Ö8»W8)\ 

Jeta  mathtmatica,    26.    Imprimé  le  19  join  1902.  23 
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worin  die  Constanten  a« ,  a,, ,  a,,  der  Bedingung  unterliegen 

so  wird  die  Differenz 

9{U\,  Wj,  ^8)  — Ä(Wi,  w»,«*8) 

wiederum  die  Perioden  fiiy  fh,  fi^  besitzen,  aber  in  Bezug  auf  u^  nur  vom 
Å —  i**°  Grade  sein;  die  weitere  Eeduction  des  Grades  in  Bezug  auf  u^ 
liefert  somit  als  allgemeinste  Form  einer  periodischen  ganzen  Function 
dreier  Variabein 

(i6)   <7(wi,  Wj,  w,)  =^^^A^^^{a,^u,  +  a^u,y^{a,^u,  -f  ^ss^î  +  a^zU^Y", 

und  es  hat  somit  jede  ganze  Function  von  u^^  u^^  ,  .  .  y  u^  mit  den 
Perioden  /£, ,  /i, ,  .  . . ,  /i^  die  Form 

tt^orm  die  Constanten  a^  ,  uTjj  ,  a«  ,  .  •  >  ^im  i  •  •  •  >  ««m  ^^^  Bedingungen 
unterliegen 

(i8)     a,,/!,  +  a„;i,  =  o,  a^^t^,  +  a^/i,  +  a,,/!,  =  o  ,     .  .   .  , 

t«yt(2  geht  somit,  wenn 

a,,u,  +  a,,u,  =  v„         a,,u,  +  a,,u^  +  a,,u,  =  v,  ,     .  .  .  , 

gesetzt  wirdy  in  eine  ganze  Function  der  m —  i  Variabeln  ^i,  Vj,  . . . ,  v^^y  über. 

Sei  die  in  einer  ganzen  Function  von  w, ,  w, ,  .  .  . ,  w«  vorkommende 
höchste  Potenz  von  w,  die  A{®,  die  in  dem  Coefficienten  dieser  Potenz  vor- 
kommende höchste  Potenz  von  li,  die  AJ®,  u.  s.  w.  und  nennen  wir  das 
so  herausgehobene  Glied  der  ganzen  Function  das  höchste  Glied  derselben, 
so  sieht  man  unmittelbar,  dass  die  Substitution  von 

^1  +  )"i)  «*2  +  /^a ,  .  .  . ,  «*m  +  /A«     f  »r     «, ,  w, ,     .  . ,  «*« 
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das  höchste  (rlied  der  Function  unverändert  lässt;  es  folgt  somit,  dass 
Zähler  und  Nenner  einer  rational  gehrochenen  periodischen  Function  seihst 
wieder  ganze  periodische  Functionen  sind,  und  diese  daher  allgemein  die 
Form  besitzt 

09)  r(w,,  Wj,  .  ..,  uj 

worin  die  Constanten  a,2 ,  .  .  . ,  a^^  wieder  den  Bedingungen  (  1 8)  unterliegen. 

Soll  nun  die  rationale  Function  der  Bedingungsgleichung  (9) 

(20)     r,{U,+,M,  U.-Jffi,,...,  f/"„  +  /i«)  =  n(f/-.,  Z/,,  ...,  U^)—pB 

unterworfen  sein,  in  welcher  pB  eine  Constante  bedeutet,  so  wird  ihr  nach 
einer  der.  Variabein  L\  genommener  partieller  Differentialquotient  die 
Perioden  /£i ,  /^ ,  -  -  - ,  f^m  haben,  und  somit  nach  (  1 9) 

..  ^r,(U,,U,.,.ü^)_ 

^    ^  du,  ~ 

^^'Q-'^-^Ap^..,pUa,,U,+a,,U,ria,^^^ 

sein,  und  hieraus  ergiebl  sich  für  die  allgemeinste  Form  einer  periodischen 
rationalen  Function  von  î/^ ,  U, ,  .  .  . ,  t/"^,  welche  der  Gleichung  (20)  Genüge 
leistet 

(22)  r,iU„U„.:.,U„)  = 

—  ^BUi  +  G. 

Gehen  wir  nun  zur  Bestimmung  der  allgemeinsten  Form  der  durch  die 
Gleichung  (6)  deftnirten  algebraischen  Function  über,  welche  der  Beziehung 
(5)  Genüge  leistet,  so  wird  zunächst  vermöge  (9)  die  Form  des  Coefficienten 
r^{Uj,  .  .  .,  U„)  durch  (22)  bestimmt  sein,  und  es  werden  somit  nach  (8), 
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da  die  Ausdrücke  tp  rationale  periodische  Functionen  von  ü, ,  C/,,...,  U^, 
also  in  der  Form  (19)  darstellbar  sindj  die  sämmtlichen  Coefficienten  der 
Gleichung  (6)  die  Gestalt  annehmen 

(23)        r^{U^,  Î/,,...,  UJ  =  B,  +  R,U,  +  B,Ul  +  ^  •  .  +  RaUt, 

wenn  JB^, ,  JB^ ,  .  .  . ,  JB^  rationale  periodische  Functionen  von  der  durch  die 
Gleichung  (19)  gegebenen  Form  sind. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  sich  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung 
der  identischen  Beziehung  (5)  nach  (3),  wenn  für  X  in  dem  Ausdrucke  (23) 
der  Index  m  gewählt  wird,  v^^^  als  algebraische  Function  von 

ergiebt,  wenn  die  Constanten  nach  Feststellung  der  oben  gewählten  Perioden 
den  Bedingungen  unteriiegen 

»is/*!  +  «28/*.  =  o,         a,,fi,  +  a,,fi^  +  a„/i,  =  o  ,     .  .  .  , 

und  die  Coefficienten  der  v^^i  definirenden  algebraischen  Uleichung  in 
Bezug  auf  die  explicite  vorkommende  Grrösse  v^  von  dem  Urade  ist,  den 
der  Index  des  Coefficienten  anzeigt. 

Fasst  man  aber  ebenso  in  der  (jleichung  (2)  v^  als  algebraische 
Function  von  ^i,  t^j,  .  .  .,  t^«-i ,  t^«+i  auf,  so  wird  sich  auch  v^  als  alge- 
braische Function  von 

oÎ8«^i  +  ««t^8 ,  <zV,  +  a'^^v^  +  a\^v^ ,  .  .  . , 

»Imt'i  +  «L^a  +  .  . .  +  a«-i«^«-i  +  »m«î^«+i     und     t;^+i 

darstellen  lassen,  worin  die  Constanten  mit  den  Perioden  /ij,  /l4,  . .  .,/jei,«i,/ii,+i 
durch  die  Gleichungen  verbunden  sind 

«l»/*!  +  a«;4  =  o,       «;,/£;  +  «ma^  +  öi8A^i  =  o ,    .  .  .  , 

und  wiederum  die  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  in  v^  in  Be- 
zug auf  ihren  Grad  in  v^+j  durch  den  Index  des  Coefficienten  bestimmt 
sind;  da  nun  in  der  ersten  Darstellung  v^^x  ^^^  i^^i*  ^i>  ^1  »  •  •  •  1  ^m-j  ^^^ 
mit    t;i ,  t?a ,  .  .  . ,  t;^_, ,  v«    additiv    mit  constanten  Coefficienten  verbunden 
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vorkommt,  während  in  der  zweiten  Darstellung  i;„_i  nur  mit  v, ,  v,,  . . . ,  v^^^ 
und  Vi,  v^,  .  .  . ,  v^__3 ,  v^^x  ebenfalls  additiv  mit  constanten  Coefficienten 
verbunden  sich  darstellt,  und  dieselben  Überlegungen  statthaben  für  jede 
der  m  +  i  Variabein  t^i ,  t;,,  .  .  . ,  t;,^,  t^„+i,  wobei  die  Coefficienten  der  die 
periodischen  Functionen  definirenden  algebraischen  Gleichungen  die  oben 
angegebene  Form  besitzen,  so  sieht  man  leicht,  da  oben  vorausgesetzt  war, 
dass  zwischen  den  m  +  i  Grössen  t;, ,  v, ,  .  .  . ,  v^ ,  v^^^  nur  eine  algebraische 
Belation  existiren  soUtCf  dass  die  Annahme  der  identischen  Beziehung  (5) 
nicht  statthaft  isfj  wenn  nicht  die  Beziehung  (3)  die  Argumente  Vj ,  t?j ,  .  .  . , 
^«j  ^m+i  ^^^  linear  enthalt,  in  welchem  Falle  sich  in  der  That  nichts  über 
die  Eigenschaften  der  in  dem  Gleichungsystem  (i)  enthaltenen  Functionen 
aussagen  lässt. 

Nachdem  die  Voraussetzung  der  Identität  der  Gleichung  (4)  erledigt 
ist,  bleibt  nur  zu  untersuchen,  was  aus  der  Existenz  dieser  in  den  Grössen 
^n  1  w,i ,  .  .  . ,  Uait  algebraischen  Beziehung  gefolgert  werden  kann. 

Bezeichnet  man  mit  Berücksichtigung  der  Bedeutung  der  Grössen 
**ii  )  w,i ,  .  .  . ,  w,„i  diese  algebraische  Beziehung  durch 

ßn(^ii(«,),-i.i(<,),-..,^mi(<.))  =  0 

und  die  analog  wie  oben  aus  (3)  durch  Einsetzen  von  speciellen  Werthe- 
systemen  von 

'1  )   ^8  J   •  •  •  J   C   )    '1  j   '3  >   '4  >    •  •  •  )   C  j     •     •     •    )    *1  f  »J  J    •  •  •  >  *«-i 

hergeleiteten  algebraischen  Gleichungen  durch 

Qia(AÅt^) ,  ^22(^) ,  .  .  . ,  Am{t^))  =  o  ,     .  .  .  , 

schafft  man  femer,  ebenso  wie  früher  y^+i,  aus  der  algebraischen  Beziehung 
(2)  jetzt  v^ ,  i;^_i ,  .  .  . ,  t;j  heraus,  so  dass  sich  die  Beziehungen 

Q,r{A,,{t,),  A,,{t,),  .  .  .,  ^«_n(^),  ^«+ii(«i))  =  0,     .  .  .  , 

Ä,.(^,«(<«),  ^«.(C),  .  ..,^..1.(0,  ^«+i«(C))  -=  o 
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ergeben,    so  wird  man  aus  dem  Systeme  der  m  offenbar  von  einander  un- 
abhängigen Gleichungen 


Si^,(Au{t,) ,  AM) ,  .  . . ,  A^,{t,) ,  A^^uiti))  =  o 

m  —  I    der    m  +  *    -4-Grössen   eliminiren  und  somit  fur  beliebige  k  und  j 
eine  algebraische  Beziehung  zwischen  Ai,i{ti)  und  -4^<(<0  herleiten  können. 
Besteht  nun  umgekehrt  zwischen  je  zwei  Functionen 

Aj^{ti)     und     AM 

eine  algebraische  Beziehung,  so  erhält  man  m'  algebraische  Gleichungen, 
welche  mit  den  m  +  i  Gleichungen  (i)  zusammengestellt  m'  +  *w  +  ' 
Gleichungen  liefern,  aus  denen  die  m{m  -j-  i)  Grössen 

unter  der  Voraussetzung,  dass  ein  und  nur  ein  Zusammenhang  zwischen 
den  Grössen  v^,  v^j  .  .  . ,  v^^i  identisch  für  alle  t^  t^y  .  .  . ,  C  besteht, 
eliminirt  werden  können,  so  dass  sich  ein  algebraischer  Zusammenhang 
von  der  Form  (2)  ergiebt. 

Der  von  Lie  ausgesprochene  Satz  lautet  demnach  folgendermassen: 

Wenn  sich  aus  m  +  i   Gleichungen  von  der  Form 

A,M  +  A,,{t,)  +  . . .  +  A,^{t^)  =  V, 
An{t,)  +  A„{t,)  +  .  .  .  +  iä,«(C)  =  V, 


(24) 


A^rit,)  +  A^,{t,)  +  ...  +  A^^{tJ  =  v^ 

nur  eine  Relation  Vi ,  Va ,  .  .  . ,  ^m  »  ^m+i 

(25)  fiK,  ^3,  ...,^«,  «^«+1)  =  0 

ableiten  lassf,  so  ist  diese,  wenn  sie  nicht  die  Arguweiife  «^i,  t'j,  . . . ,  î^«,  ^m+i 
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nur  linear  enthalt,  dann  und  nur  dann  algebraisch,  wenn  zwei  beliebige 
Grössen 

^4,(0     und     Äj,{t^)     für    ä  ,y  =  i ,  2  ,  . . . ,  m  +  i ,     i=i,2,...,w 

algebraisch  von  einander  abhängen. 

Wir    wollen    den    Satz  zum  Zwecke  der  Anwendung  desselben  noch 
anders  aussprechen: 

Wenn   im    beliebige    Argumente    Ui ,  u^ ,  .  .  .  ^  u^  und  den  Functionen 
dieser  Argumente 

ßii(t*i) ,  B^,{u,) ,  .  .  .  ,  ß«,(w,) ,     .  .  .  ,     B,^{uJ  ,  2?,«{w„.) ,  .  . .  ,  B«„(w«) 

eine  und  nur  eine  in  den  Argumenten  w,  ,  w^ ,  .  .  .  ,  ti«  identische  Relation 
von  der  Form  besteht 

(16)     a(u,  +  w,  +  .  .  .  +  u« ,  B,,{u,)  +  B,,[u,)  +  .  .  .  +  B,^{u^) ,  . . .  , 

B^M)  +  B^,{u,)  +  . . .  +  l?«.(w„))  =  o, 

so  ist  diese  dann  und  nur  dann  algebraischj  wenn  die  sämmtlichen  BFunc- 
tionen  algebraische  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  oder  dasSy  wenn  diese 
alle  oder  nur  mm  Theil  transcendent  sindy  die  Beziehung  (26)  ebenfalls  eine 
transcendente  sein  muss,  vorausgesetzt,  dass  die  Relation  (26)  nicht  eine  in 
ihren  Argumenten  lineare  ist. 

oder  endlich, 

wenn  für  die  Umkehrungsfunctionen  des  Systems 

Bn{u,)  +  B,,[u,)  +  .  .  .  +  B,^{u^)  =  w, 
B,Au,)  +  B,,{u,)  +  .  .  .  +  B,^[u^)  =  w. 


B^,{n,)  +  B^,{u,)  +  .  .  .  +  B^^iuJ  =  w^, 
welche  mit 

u,  =  y,{w, ,  «?2 ,  .  .  . ,  m;J,         u^  =-  ^^[w,  ,W2, «?J  ,     .  .  *  , 

^m  =  9>m{m  ,  li^,  ,  .  .  . ,  w^) 
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bezeichnet  toerden  môgen^  eine  und  nur  eine  Relation  von  det*  Form  besteht 

SO  ist  diese,  wieder  von  dem  Falle  der  linearen  Relation  abgesehen,  dann 
und  nur  dann  algebraischy  wenn  die  B{u^)  selbst  algebraische  Functionen 
von  %,  also  auch  die  jpaCw^i  ,  w^a ,  •  •  • ,  ^J)  algebraische  Functionen  ihrer 
Argumente  sind. 

Während  Lib  die  Ausdehnung  des  algebraischen  Additionstheorems 
auf  allgemeine  algebraische  Beziehungen  zwischen  Transcendenten  im  Auge 
hat,  geht  Abel  in  seiner  Arbeit  ^  >sur  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion f>(a^)  +  f^(y)  =  î^(^/(y)+yA(^))*  darauf  aus,  transcendente  Beziehungen 
für  das  Additionstheorem  zu  ermitteln,  und  ich  will  noch  in  einigen 
Worten  das,  was  Abel  dort  angedeutet,  ergänzen,  indem  ich  zunächst 
die  Frage  aufwerfe,  wie  die  Functionen  f>j ,  ip^  und  ip  beschaffen  sein 
müssen,  damit 

(27)  Fi(a')  +  p,(y)  .==  i&(^(« ,  y)) 

ist,  worin  die  Form  von  F{x ,  y)  nachher  näher  bestimmt  werden  soll. 

Zunächst  darf  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  angenommen 
werden,  dass  fP,(o)  =  b,  fp,(o)  =  o  ist,  da,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist, 
und  zwei  Auflösungen  der  Gleichungen  f>i(aj)  =  o  und  f,(y)  ==.0  mit  § 
und  7j  bezeichnet  werden,  die  Substitution  von  a;  =  aj'  +  ç,  y  =  y'  +  ç 
die  Gleichung  (27)  in  die  ähnlich  gestaltete  überführt,  für  welche  x'  =  0 
und  y'  =  o  die  Summanden  der  linken  Seite  verschwinden  lassen.  Aus 
der  Beziehung  (27)  ergiebt  sich  nunmehr  für  y  =  o  resp.  x  =  o 

<p,{x)  =  ^(F[x  ,  o))  =  if>{x,),      ,  ^,(y)  =  ^{F{o  ,  y))  =  ^{y,), 
und  die  Gleichung  (27)  geht  somit  in 

oder  endlich,  wenn 

4,{x,)  =  X,         ^(y.)  =  Y    oder    x,  =  x{X),        y.  =  xi^)  . 


^  Oeuvres  complètes,  non  v.  édition,  tome  premier,  XVII. 
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gesetzt  wird,  in 

X  +  Y  =  ^f(x{X) ,  xiY)) 
oder  in 

XiX  +  Y)  =  f(x{X) ,  xiY)) 

über,  worin  f  eine  algebraische  oder  transcendente  Function  sein  kann. 

Nachdem  gezeigt  worden,  dass  die  Untersuchung  der  Gleichung  (27) 
stets  auf  die  einer  Functionalgleichung  von  der  Form 

(28)  f>(a;  +  y)  =  f(^{x) ,  f{y)) 

zurückgeführt  werden  kann,  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  es  sich  um 
die  Ermittlung  derjenigen  Functionen  handelt,  welche  ein  algebraisches 
oder  transcendentes  Additionstheorem  haben,  und  es  braucht  kaum  hervor- 
gehoben zu  werden,  dass  die  zu  (27)  analogen  Functionalgleichungen  für 
Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Variabein  ebenfalls  auf  die  Unter- 
suchung der  entsprechenden  Additionstheoreme  führen. 

Substituirt  man  für  das  Additionstheorem  (28)  gleich  das  allgemeine 
Functionaltheorem 

(29)  ^(w{x,y))  =  F(^{x),^[y)), 

worin  m{x^y)  eine  algebraische  Function  von  x  und  y  bedeutet,  und  be- 
zeichnet fp  die   inverse  Function  der  ^-Function,  so  geht  dasselbe  über  in 

(30)  ip(F[x  ,  y))  =  o>(ip{x) ,  p(y)), 

und  es  ist  somit  nur  dieses  zum  Geschlechte  i  gehörige  Functionaltheorem 
zu  untersuchen,  in  welchem  œ  eine  algebraische  Function  der  Argumente 
f[x)  und  f{y)  bedeutet.  Für  den  Fall  dass  F{x  ^  y)  eine  algebraische 
Function  von  x  und  y  sein  soll,  habe  ich  die  Frage  in  meiner  Arbeit^ 
^Betoeis  von  der  Unmöglichkeit  der  Existenz  eines  andern  Funcfionaltheorems 
als  des  AheVschen^  beantwortet;  soll  jedoch  F  eine  transcendente  Function 
bedeuten  dürfen,  so  erhalten  wir  durch  Differentiation  von  (30)  nach  x  und  y 

dwdF  ^(ü        ,.    V  ^       dwdF  daß        „    , 

und  hieraus  durch  Elimination  von  ~-, 

/..\  ^F    dœ       ,.    .        dF    da}       ,,    . 

'  Journal  für  Mathematik.     B.    lOO  und    lOl. 

Aela  mathâmatiea,    26.    Impriu4  lo  25  juin  liiü2.  24 
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Ist  nun  die  algebraische  Function  œ  von  f?(a?)  und  ^{y)  durch  die  irré- 
ductible Gleichung  definirt 

(32)    û>"+r,(f^(a:),  j^(y))û>"->  +  r,(j^(a?),  f^(y))û>"~'+...  +  r,(f)(rr),  ^(y))  =  o, 

worin  ^i  ,  ^2  >  •  •  •  ,  ^h  rationale  Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeuten,  so  lassen  sich  bekanntlich  die  partiellen  Ableitungen  von  œ  nach 
^{x)  und  ^(y)  genommen  in  der  Form  von  ganzen  Functionen  n  —  i**° 
Grades  von  o)  darstellen  mit  Coefficienten,  die  rational  aus  fp(ic)  und  ^{y) 
zusammengesetzt  sind,  so  dass  die  Gleichung  (31)  die  Gestalt  annimmt 

(33)         ^  [pM'^)  '  f  (y))u>""'  +  ■ .  •  +  Pn(9>{<^),  f  (y))]f'(y) 

Setzt    man    nun   in   (32)  und  (33)  y  =  o  und  eliminirt  die  Function 
(û>)y„0)  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

(34)  g(î.(o)  .  ^'(o) .  H-) ,  F'(^) ,  g),., .  (f),..)  =  o, 

worin  G  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeutet. 
Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung  (33)  nach  y,  eliminirt  wiederum  œ 
und  setzt  y  =  o,  so  ergiebt  sich 

(35)     <;,(,(o).  ,-(o).  ,"(o),  ,(.),,■(.),  Çil.  f^^_  ,  {^l.  (0),..)  =  o. 

worin  ö,   wiederum  eine  ganze  Function  darstellt,  und  aus  den  Gleichungen 
(34)  und  (35)  wird  sich  die  Bestimmung  der  gesuchten  Functionen  ergeben. 
Um    zunächst    nur    auf  den  von  Abel  für  das  Additionstheorem  zu 
Grunde  gelegten  Fall,  in  welchem 

F{x ,  y)  =  xf{y)  +  yf{x),         o}{p{x) ,  f  (y))  =  f>{x)  +  <p{y) 

ist,  näher  einzugehen,  so  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass,  wenn 

ip'{o)  =  a,         f{o)  =  a,         r(o)  ==  «' 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  (33)  oder  (31)  in 

(36)  {fiy)  +  yt'(^))9>'{y)  =  (f{^)  +  ^ny))9''{^) 
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und  für  y  =  o  in 

(37)  (f{o^)  +  o^'x)9>'{^)  =  «« 
übergeht.     Differentiirt  man  nun  (36)  nach  y,  so  folgt 

{f{y)  +  ynx))f'{y)  +  (r(y)  +  r{x))p'{y)  =  =rr'(y)j^'(^) 

und  für  y  =  o 

(38)  «çp"(o)  +  (a'  +  f'{x))a  =  xrioMx), 

welche,  wenn  aus  (37)  der  Werth  von  ^'{x)  und  der  hieraus  durch 
Differentiation  nach  x  sich  ergebende  Werth  von  f"(o)  = a  einge- 
setzt und  —  a"  —  aT'(o)  mit  m  bezeichnet  wird,  in 

(39)  n^)(f{^)  +  a'a;)  +  (mx  ~  a%x))  =  o 

übergeht.  Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  Gleichung  (i  r)  von  Abel 
überein,  und  deren  Integral  liefert,  wenn  m  =  —  n*  gesetzt  wird,  die 
Function  f{x)  aus  der  Gleichung 

«'"  =  (f{^)  —  nxY^^\f{x)  +  na;)-«', 
während  ^{x)  nach  (37)  durch  den  Ausdruck  gegeben  ist 


'p^'^^-^J-Mhrx- 


Ebenso    einfach  gestaltet  sich  der  viel  allgemeinere  Fall,  in  welchem 
F{x  ,  y)  =  xfiy)+yx(f{x))  +y»;f^(/^(a:)),         œ{^{x) ,  ^(y))  =  v>{x)  +  y{y) 

ist,  wie  überhaupt  durch  die  Aufstellung  der  Dijßferentialgleichungen  (34), 
(35)  sowie  der  weiter  zu  bildenden  die  Methode  zur  Herleitung  aller  zum 
Geschlechte  i  gehörigen  transcendenten  Functionaltheoreme  für  Functionen 
einer  Variabein  gegeben  ist,  und  ebenso  vollzieht  sich  die  Aufstellung  der 
zum  Geschlechte  2  gehörigen,  die  sich  in  der  Form  darstellen 

G(f>{F,{x  ,y,z)),  ip{F,[x  ,y,z)),  ip{x) ,  j^(y) ,  ip{z))  =  o, 

worin  G  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen  und  -F,  ,  F, 
wiederum  transcendente  Functionen  bedeuten,  u.  s.  w.  Sind  aber  Func- 
tionen   von    mehreren    unabhängigen    Variabein    gegeben,    und  soll  z.  B. 
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wieder  ein  zum  Geschlechte  i  gehöriges  Functionaltheorem  bestehen  wel- 
ches dann  in  der  Form  darzustellen  ist 

G^,(f  iK  )  ^») .  f^,(yn  yJ  >  f^t(^i  )  ^2)  »  $^2(^1 ,  y,))  1  f^2[^i(^i  1  yJ  >  ^2(^2  »  y2)] = o, 

worin  ffj  und  <?,  wiederum  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen  Grrössen, 
F,  und  f\  transcendente  Functionen  bedeuten,  so  führen  ganz  analoge 
Betrachtungen  auf  die  zugehörigen  partiellen  Differentialgleichungen  zur 
Bestimmung  der  gesuchten  Functionen. 
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ÜBER  GRUPPEN  DER  ORDNUNG  p-g* 

VON 

Œ  PR0BENIU8 

in  BBBLIN. 

Angeregt  durch  die  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Gauss  haben  Abel 
und  Galois  das  Fundament  der  modernen  Algebra  geschaffen  und  ins- 
besondere die  Bedingungen  für  die  Auflösbarkeit  einer  algebraische  Gleich- 
ung entwickelt.  Mit  Hülfe  derselben  gelingt  es  in  einer  Reihe  von  Fällen, 
wo  die  Ordnung  der  Gleichung  bekannt  ist,  ihre  Auflösbarkeit  allein  aus 
der  Art  zu  erkennen,  wie  diese  Zahl  aus  Primfactoren  zusammengesetzt  ist. 
Auch  in  diesem  Bereiche  von  Untersuchungen  hat  Abel  den  ersten  Schritt 
gethan,  indem  er  bewies,  dass  jede  Gleichung  von  Primzahlordnung  auf- 
lösbar ist.  Diesen  Satz  hat  Herr  Sylow  in  einer  für  die  Ghmppentheorie 
grundlegenden  Arbeit  auf  Gleichungen  ausgedehnt,  deren  Ordnung  eine 
Potenz  einer  Primzahl  ist.  Im  Folgenden  beschäftige  ich  mich  mit  Gleich- 
ungen, deren  Ordnung  nur  durch  zwei  verschiedene  Primzahlen  theilbar  ist. 


In  meiner  Arbeit  Über  endliche  Gi-uppen,  Sitzungsberichte  der 
Berliner   Akademie   1895,  habe  ich  folgenden  Satz  bewiesen: 

I.  In  einer  Gruppe  f^,  deren  Ordnung  genau  durch  die  a^  Potenz  der 
Primzahl  p  theilbar  ist,  und  die  mehr  als  eine  Gruppe  ^  der  Ordnung  ff^ 
enihälty  wähle  man  zwei  dieser  Untergruppen  «0,  daas  die  Ordnung  p^  ihree 
groasten  gemeinsamen  Divisors  2)  möglichst  gross  ist.  Bilden  die  mit  2)  ner- 
tauschbaren  Elemente  von  Ç  die  Gruppe  IS)'  der  Ordnung  d\  so  sei  pP  die 
höchste  in  d'  aufgehende  Potenz  von  p. 

Ä€ta  mtOhmßHea,    26.    Imprimé  le  36  Join  1902. 
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Dann  ist  î)  eine  charakteristische  Untergruppe  von  S)',  nämlich  der 
grösste  gemeinsame  Divisor  von  je  jswei  in  Î)'  enthaltenen  Gruppen  SB  der  Ord- 
nung p^.  Jede  Gruppe  35  ist  in  einer  und  nur  einer  Gruppe  31  enthalten  ^ 
und  jede  durch  %  theübare  Gruppe  ^  enthält  eine  und  nur  eine  Gruppe  f&. 
Die  Anzahl  der  durch  S)  theilbaren  Gruppen  31  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Gruppen  23.  Sie  ist  =  i  {mod.  pP'^)  und  >pP~^>  i.  Demnach  ist  ß>d, 
und  d'  stets  durch  eine  von  p  verschiedene  Primzahl  theilbar. 

Jedes  Element  von  $,  das  mit  S)'  vertauschbar  ist,  ist  in  Î)'  enthalten. 
1st  S3  in  31  enthalten,  und  bilden  die  mit  31  vertauschbaren  Elemente  von  ^ 
die  Gruppe  3Ï',  und  die  mit  93  vertauschbaren  Elemente  von  Î)'  die  Gruppe 
SB',  so  ist  SB'  der  grösste  gemeinsame  Divisor  von  31'  und  Î)'. 

Aus  diesem  Princip  ergiebt  sich  die  Auflösbarkeit  jeder  Gruppe  der 
Ordnung  pf'g,  wo  q  eine  von  p  verschiedene  Primzahl  ist,  und  allgemeiner 
der  Ordnung  p'^q^,  wo  fi  der  Exponent  ist,  zu  dem  q  [mod.  p)  gehört 
(A.  a.  O.  §  6),  femer  der  Ordnung  p'^q^  (Burnside,  Theory  of  groups^ 
%  244;  C.  Jordan,  Liouv.  Journ.  sér.  5,  tome  4,  1898)  und  der  Ord- 
nung p"^^,  wo  ß  <  2/i  ist  (BüRNSiPB,  §  243).  Diese  Sätze  will  ich  hier 
etwas  einfacher  herleiten  und  auf  Gbuppen  der  Ordnung  p^q^^'  ausdehnen, 
sowie  auf  solche  Gruppen  der  Ordnung  p^q^,  die  nicht  mehr  als  q^  Gruppen 
der  Ordnung  p*"  enthalten. 

Um  die  Entwicklung  nicht  unterbrechen  zu  müssen,  schicke  ich  fol- 
genden Hülfssatz  voraus: 

II.  Ist  eine  Gruppe  ^  der  Ordnung  h  mit  jedem  Elemente  einer  Gruppe 
5ß  vertauschbar,  deren  Ordnung  eine  Potenz  einer  Primzahl  p  ist^  und  bilden 
die  Elemente  von  §,  die  mit  jedem  Elemente  von  5p  vertauschbar  sind,  eine 
Gruppe  ®  der  Ordnung  g,  so  ist  h=g  {mod,  p). 

Ist  A  ein  Element  von  ^,  und  P  ein  Element  von  5ß,  so  ist  P~^AP=B 
auch  ein  Element  von  $.  Zwei  solche  Elemente  von  ^  nenne  ich  con- 
jugirt  in  Bezug  auf  Sß.  Sind  zwei  Elemente  einem  dritten  conjugirt,  so 
sind  sie  es  auch  unter  einander.  Daher  kann  man  die  h  Elemente  von  Ç 
in  Classen  conjugirter  Elemente  eintheilen.  Jedes  der  g  Elemente  von  @ 
bildet  für  sich  eine  Classe.  Ist  p^  die  Ordnung  von  5ß,  ist  -4  nicht  in  @ 
enthalten,  so  ist  A  mit  p"  <p^  Elementen  von  5ß  vertauschbar,  und  folglich 
mit  p^""^   Elementen    von   $   conjugirt.     Ist  B  nicht  in  @  enthalten,  und 
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auch  nicht  mit  A  conjugirt,  so  ist  B  mit  ]^^^  >  i   Elementen  von  ^  con- 
jugirt.     Daher  ist  A  =  ^  +  p^~**  +  p^""  +  •    •  =^  (mod.  p). 

Nun  sei  ^  eine  Gruppe  der  Ordnung  h  =  p^q^.  Sind  dann  ^  und  ÎB 
zwei  Untergruppen  der  Ordnungen  p"^  und  g^,  so  ist  $  =  %f&.  Ist  all- 
gemeiner @  eine  Untergruppe  der  Ordnung  p'g^,  so  ist  auch  $  =  @93. 
Demnach  bilden  die  Elemente  von  35  ein  vollständiges  Restsystem  von 
^  (mod.  ®),  und  man  erhält  die  Untergruppen,  die  mit  @  in  ^  conjugirt 
sind,  schon  sämmtlich  indem  man  @  mit  jedem  Elemente  von  93  trans- 
formirt.  Sei  B  ein  von  E  verschiedenes  invariantes  Element  von  3}.  Ist 
dann  B  in  @  enthalten,  so  zeigt  diese  Betrachtung,  dass  auch  die  mit  @ 
conjugirten  Gruppen  alle  das  Element  B  enthalten.  Der  grösste  gemein- 
same Divisor  Î)  dieser  Gruppen  ist  aber  eine  invariante  Untergruppe  von 
^.  Ist  also  ff  <  ßy  so  ist  ^  zusammengesetzt.  Ich  schliesse  daher  in  den 
Beweisen  der  beiden  folgenden  Sätze  den  Fall  aus,  wo  ein  invariantes  Ele- 
ment B  einer  Gruppe  S3  in  einer  Untergruppe  der  Ordnung  p'^q''  [a  <  ß) 
enthalten  ist,  oder  wo  ein  invariantes  Element  A  einer  Gruppe  ?l  in  einer 
Untergruppe  der  Ordnung  p"^  {p  <  a)  enthalten  ist. 

III.  Sind  p  und  q  zwei  verschiedene  Primzahlen^  und  gehört  q  [titod.  p) 
zum  Exponenten  /i,  so  ist  jede  Gruppe  der  Ordnung  p'q^  auflösbar^  die  nicht 
mehr  als  (f  Gruppen  der  Ordnung  |>*  Chthält. 

Es  genügt  zu  zeigen,  dass  eine  Gruppe  Ç  der  Ordnung  A  =  p*^, 
die  nicht  mehr  als  g'*  Gruppen  .31 ,  3lj  ,  ?ï, ,  . . .  der  Ordnung  p"*  enthält, 
stets  eine  invariante  Untergruppe  ©  besitzt.    Dann  hat  nämlich  die  Gruppe 

~    der   Ordnung   p^q^  <  h   die    Untergruppe    -^  der  Ordnung  p  und  die 

mit  ihr  conjugirten  Untergruppen  -^—  ,  -^  ,  . . . ,  deren  Anzahl  <  q^  ist. 

Bilden  die  mit  %  vertauschbaren  Elemente  von  Ç  die  Gruppe  %'  der 
Ordnung  p*^q^^  so  enthält  Ç>  g^""*  Gruppen  der  Ordnung  p*,  von  denen  je 
zwei  conjugirt  sind,  und  es  ist  ^~^=  i  (mod.  p).  Ist  daher  ^  —  A  kleiner 
als  der  Exponent  /m,  zu  dem  q  (mod.  p)  gehört,  so  ist  /9 — A  =  o,  also 
ist  %  eine  invariante  Untergruppe  von  Ç>.  Sei  also  ß  =  X  +  fx.  Sind 
nicht  je  zwei  der  ç'*  mit  ^  conjugirten  Gruppen  theilerfremd,  so  sei  Î) 
die  in  Satz  I  definirte  Gruppe.  Dann  ist  die  Anzahl  der  durch  %  theil- 
baren   Gruppen    ?ï    höchstens    gleich   q^\   grösser  als   i,  eine  Potenz  von  q 


Digitized  by 


Google 


192  G.  Frobeniiis. 

und  =  I  (mod.  p)^  also  gleich  j^.  Daher  ist  2)  der  grossie  gemeinsame 
Divisor  aller  g^  mit  51  conjugirten  Gruppen,  also  eine  invariante  Unter- 
gruppe von  ^.  Seien  also  je  zwei  der  Gruppen  %  theilerfremd.  Dann 
ist  q^=i  (mod.  j)*).  Ist  nun  A  =  o,  ß  =  /A,  so  enthält  §  (p** — 0/+  i 
Elemente,  deren  Ordnung  in  |f  aufgeht,  also  eine  invariante  Untergruppe  JB 
der  Ordnung  q^.     Sei  also  ^  >  o. 

i)  Sei  O  ein  Element  von  ^,  dessen  Ordnung  eine  Potenz  von  q  ist, 
SB  eine  durch  0  theilbare  Untergruppe  der  Ordnung  g^,  B  ein  invariantes 
Element  von  S3.  Dann  ist  B  nicht  in  der  Gruppe  ?l'  der  Ordnung  jf^q^ 
enthalten,  also  nicht  mit  ^  vertauschbar,  die  Gruppe  B'^^B  ist  demnach 
von  %  verschieden.  Die  mit  O  vertauschbaren  Elemente  von  Ç  bilden  eine 
Gruppe  @  der  Ordnung  jfg".  ®  enthält  das  Element  B  und  eine  Gruppe 
91  der  Ordnung  p^,  also  auch  die  Gruppe  B^^^B.  Sei  ^  eine  durch  91 
theilbare  Gruppe  der  Ordnung  p**. 

Ist  p  >  Oj  so  ist  B~^^B  von  91  verschieden.  Denn  sonst  wäre 
91  =  B"  *91B  ein  gemeinsamer  Divisor  der  beiden  verschiedenen  Ghmppen 
3Ï  und  B-^%B.  Demnach  enthält  ®  mehrere  Gruppen  91,  91,,  ...,  91,,  ... 
der  Ordnung  p^.  Zwei  dieser  Gruppen,  91  und  91,,  können  nicht  in  der- 
selben Gruppe  ^  der  Ordnung  p*  enthalten  sein.  Denn  sonst  wären  sie 
auch  in  dem  grössten  gemeinsamen  Divisor  von  ^  und  @  enthalten  dessen 
Ordnung  höchstens  p^  sein  kann.  Ist  also  9},  in  ^l,  enthalten,  so  sind  die 
Gruppen  SÏ ,  ^, ,  31, ,  ...  alle  unter  einander  verschieden.  Daher  ist  die 
Anzahl  der  Gruppen  91,  höchstens  gleich  q^,  grösser  als  i,  eine  Potenz 
von  q  und  =  i  (mod.  p),  also  gleich  q^.  Nun  ist  0  mit  91,  vertauschbar, 
also  auch  mit  ?l,,  weil  sonst  die  beiden  verschiedenen  Gruppen  31,  und 
O^^^ljO  beide  durch  91,  theilbar  wären.  Polglich  ist  O  in  31^  enthalten, 
also  haben  die  q"  mit  31'  conjugirten  Gruppen  W^  alle  einen  Theiler  gemein- 
sam, und  demnach  ist  !q  zusammengesetzt. 

Sei  also  p  =  o  für  jedes  O;  dann  ist  ein  Element  von  f),  dessen 
Ordnung  eine  Potenz  von  p  ist,  nie  mit  einem  Elemente  vertauschbar, 
dessen  Ordnung  eine  Potenz  von  q  ist,  und  ^  enthält  kein  Element,  dessen 
Ordnung  durch  p  und  q  theilbar  ist. 

2)  Die  Untergruppe  31'  der  Ordnung  p"}*  enthält  p**  Elemente,  deren 
Ordnungen  in  p^  aufgehen,  und  kein  Element,  dessen  Ordnung  durch  pq 
theilbar  ist,  also  p"(9* —  i)  +  i  Elemente,  deren  Ordnungen  in  q^  auf- 
gehen,    Dies   ist  aber  möglich,   wenn  31'  p"  verschiedene   Untergruppen  SP 
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der  Ordnung  q^  enthalt,  und  je  zwei  derselben  theilerfremd  sind.  Daher 
igt  p*=  I   (mod.  g^),  und  weil  ^=  i   (mod.  p*)  ist,  ao  ist  A  </i. 

Seien  S  ,  S,  ,  . . . ,  S,  ^  •  •  •  die  jp*  in  31'  enthaltenen  Gruppen  der 
Ordnung  g^  (>  i).  Eine  Gruppe  8  der  Ordnung  q^  kann  nicht  zwei  dieser 
Gruppen  enthalten,  weU  die  Ordnung  des  grössten  gemeinsamen  Divisors 
von  93  und  W  höchstens  gleich  q^  sein  kann.  1st  also  2x  in  93«  enthalten, 
so  sind  die  p*  Gruppen  95  ,  95^ ,  93, ,  .  • .  alle  unter  einander  verschieden. 
Daher  enthält  $  nicht  weniger  und  auch  nicht  mehr  als  p*  Gruppen  93 
der  Ordnung  q^. 

Von  den  p*  Gruppen  95  können  nicht  je  zwei. theilerfremd  sein.  Sonst 
enthielten  sie  zusammen  {q^ —  i)l>*'  +  *  Elemente,  und  folglich  enthielte 
^  nur  eine  Gruppe  31.  Wählt  man  zwei  der  Gruppen  93  so,  dass  die 
Ordnung  q^  ihres  grössten  gemeinsamen  Divisors  Î)  möglichst  gross  ist,  so 
ist  à  >  o.  Die  mit  Î)  vertauschbaren  Elemente  von  $  bilden  eine  Gruppe 
2)'  der  Ordnung  p^g',  wo  /o>o  und  a>d  ist.  Ist  p  =  fXj  so  ist  f)  zusam- 
mengesetzt, nämlich  falls  a<ß  ist,  weil  2)'  jedes  invariante  Element  /i  jeder 
durch  Î)  theilbaren  Gruppe  93  enthält,  und  falls  tr  =^  ß  ist,  weil  3)  eine 
invariante  Untergruppe  von  (^  ist. 

3)  Die  Annahme  p  <a  aber  ist  unzulässig.  Denn  sei  91  eine  in  2)' 
enthaltene  Gruppe  der  Ordnung  ff".  Dann  ist  Î)  mit  jedem  Elemente  von 
91  vOTtauschbar,  aber  kein  Element  von  %  ausser  E.  Nach  Satz  II  ist 
folglich  ^=  I    (mod.  p),  also  à  —  fij  mithin  û>  /â>  Å. 

Da  /)  <  a  ist,  so  ist  9t  in  einer  Gruppe  der  Ordnung  p^*^*  als  in- 
variante Untergruppe  enthalten.  Sei  P  ein  Element  dieser  Gruppe,  das  nicht 
in  der  Gruppe  Î)'  der  Ordnung  j/'q"  enthalten  ist.  Dann  ist  P~^Î)P:=  Î), 
von  Î)  verschieden  und  mit  jedem  Elemente  von  P"'^9lP  — 91  vertauschbar. 

2)  und  2),  haben  keinen  Theiler  gemeinsam.  Denn  ihr  grösster  ge- 
meinsamer Theiler  wäre  mit  jedem  Elemente  von  91  vertauschbar,  aber 
keines  seiner  Elemente  ausser  E.  Daher  wäre  nach  Satz  II  seine  Ordnung 
=  1   (mod.  p),  also  gleich  ^,  der  Ordnung  von  $). 

Aus  demselben  Grunde  haben  2)^  und  ^',  die  beide  mit  jedem  Ele- 
mente von  91  vertauschbar  sind,  kein  Element  gemeinsam.  Denn  sonst 
wäre  die  Ordnung  ihres  grössten  gemeinsamen  Theilers  gleich  q^^  dieser 
Theiler  wäre  2)i,  wäre  in  2)'  enthalten,  2)  wäre  also  mit  jedem  Elemente 
von  2)|  vertauschbar.  Polglich  wäre  2)2),  eine  Gruppe  der  Ordnung  g''*, 
während  A  nur  durch  q^  theilbar  ist,  und  ß  ^  Å  +  fi  <  2fA  ist. 

AHa  mathtmaiiea.    26.    ImpHmé  le  90  juin  190Q.  25 
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Kein  Element  von  S,  ausser  E  ist  in  2)'  enthalten,  also  mit  2)  ver- 
tauschbar. Transformirt  man  daher  Î)  mit  jedem  Elemente  von  3),,  so 
erhält  man  (f^  verschiedene  mit  Î)  conjngirte  Gruppen.  Da  %  mit  p'q"  Ele- 
menten von  Ç>  vertauschbar  ist,  so  enthält  Ç  genau  ff^''^q^"'  mit  3)  conjngirte 
Gruppen.  Folglich  ist  g^<p*""''/"".  Nun  ist  ç^  =  i  +  rp*  und  p^=  i  (mod.  g^), 
also  da  A  <  /£  ist,  r  =  —  i    (mod.  q^).     Daher  ist 

t  =  I  —  p"  +  sp'q^  >  pf{q^  —  i). 
Mithin  ist 

p«(g*  —  i)  <  f-^<f-\  f^q""  —  i)  <  (7*-^''-''\ 

Da  aber  p>  o  und  <!'>/£  ist,  so  ist 

Daher  kann  der  betrachtete  Fall  {p  <  a)  nicht  eintreten. 

IV.  Sind  p  und  q  zwei  verschiedene  Primzahlen  y  gehört  q  {mod.  p) 
zum  Exponenten  fi^  und  ist  ß<^/Jii  so  ist  jede  Gruppe  der  Ordnung  p'^(f 
auflösbar. 

Auch  hier  genügt  es  zu  zeigen  dass  ^  keine  einfache  Gruppe  ist. 
Dies  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  III,  wenn  31'  die  Ordnung  p""^^^  hat, 
also  stets,  wenn  ß  <  2(1  ist.  Es  ist  also  nur  der  Fall  zu  betrachten,  wo 
ß  =  2ß  und  ^'  =  ^  ist.  Dann  enthält  ^  g'*  Gruppen  %.  Sind  je  zwei 
derselben  theilerfremd,  so  ist  93  eine  invariante  Untergruppe  von  ^.  Seien 
also  %  und  ®'  die  in  Satz  I  definirten  Gruppen,  und  seien  ihre  Ordnungen 
p^  >  I  und  d'  =  pl^q".  Dann  werde  ich  zunächst  zeigen,  dass  §  zusammen- 
gesetzt ist,  wenn  nicht   \)  a  ^=  p  und  2)  ^  =  ot  ist. 

i)  a  ^=  ß:  Die  Gruppe  Î)'  enthält  mehrere  Gruppen  91  der  Ordnung 
p/*  y  also  ^  oder  g''*.  Im  letzteren  Falle  ist  Î)  in  allen  q^^  mit  31  conju- 
girten  Gruppen  enthalten,  und  eine  invariante  Untergruppe  von  Ç>.  Sei 
also  q^  die  Anzahl  der  Gruppen  Ül,  demnach  ^>/i. 

Sei  ©  eine  in  ®'  enthaltene  Gruppe  der  Ordnung  g'',  und  93  eine  durch 
©  theilbare  Gruppe  der  Ordnung  q'^^.  Ist  3Ï  durch  2)  theilbar,  so  ist  Î) 
mit  pf"  Elementen  von  31  vertauschbar.  Transformirt  man  also  Î)  mit  den 
p''  Elementen  von  31,  so  erhält  man  p**""''  mit  3)  conjngirte  Gruppen,  deren 
eine  gleich  35  ist.  Dasselbe  gilt  für  jede  der  q^  Gruppen  31,  die  durch  3) 
theilbar  sind.     Je  zwei  derselben  haben  ausser  3)  keinen  Theiler  gemeinsam. 
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Sie  enthalten  daher  zusammen  {p*^^^ — ^)9^  +  '  verschiedene  Gruppen,  die 
mit  2)  in  §  conjugirt  sind.  Im  ganzen  enthält  Ç,  da  3)  mit  p^q"  Ele- 
menten vertauschbar  ist,  p*"''g"'"'  solche  Grruppen.     Daher  ist 

(^p—p  _  i)qf^  <  p—pq^f^-^         (p^-p  —  i)j--/»  <  p—p. 

Folglich  ist  nicht  (y>  ß^  sondern  tr  =  /jl. 

Zu  demselben  Ergebniss  führt  die  Bemerkung,  dass  die  Grruppe  Î)'  in 
dem  Falle  (y>  ß  ein  Element  O  der  Ordnung  q  enthielte,  das  mit  JR,  aber 
nicht  mit  %  vertauschbar  wäre.  Zwei  verschiedene  Grruppe  %  und  0"*3ïO 
können  aber  nicht  eine  Grruppe  JR  =  0"*3lO  der  Ordnung  p^  >  p^  gemein- 
sam haben. 

2)  />  =  a  :  Es  giebt  in  Ç  p^^^qf"  mit  25  conjugirte  Gruppen,  von  denen 
mindestens  p^'^^q^  —  î'*  +  i  in  den  g"  Gruppen  31 ,  tl,  ,  3ïj ,  . . .  enthalten 
sind,  die  durch  2)  theilbar  sind.  Jede  dieser  q^  Gruppen  Sl ,  ^Ij ,  31, ,  ... 
enthält  eine  der  q^  Gruppen  3fl ,  9î,  ,  91, ,  ...  der  Ordnung  p^,  durch  die 
5)'  theilbar  ist.  Da  3)'  =  91©  ist,  so  giebt  es  in  ©  ein  solches  Element 
S,  dass  S-'^S==X  ist.  Ist  also  31  in  31  enthalten,  so  ist  31,  in  3Ï,  =  S'^^S 
enthalten.  Je  zwei  der  Gruppen  31 ,  3ïj  ,  31, ,  . . .  können  also  durch  ein 
Element  von  ©  in  einander  transformirt  werden. 

Nun  sei  ©  irgend  eine  in  2)'  enthaltene  Gruppe  der  Ordnung  q^j  und 
2)  irgend  eine  durch  ©  theilbare  Ghruppe  der  Ordnung  g''*.  Dann  ist  ©  der 
grösste  gemeinsame  Theiler  von  2)'  und  33,  und  2)  ist  mit  den  g"  Ele- 
menten von  © ,  aber  mit  keinen  anderen  Elemente  von  93  vertauschbar. 
Transformirt  man  daher  ®  mit  den  q^^  Elementen  von  93,  so  erhält  man 
q^  verschiedene  mit  2)  conjugirte  Gruppen  2) ,  2),  ,  . . . ,  2), ,  . . . ,  deren  eine 
gleich  2)  ist.  Von  den  q^  —  i  übrigen  ist  keine  in  einer  der  q^  Gruppen 
31 ,  31,  ,  31, ,  ...  enthalten,  die  durch  2)  theibar  sind.  Denn  sei  O  ein  Ele- 
ment von  93,  und  sei  02)0~*  in  3t  enthalten.  Dann  ist  2)  in  0"'3lO  =  3t« 
enthalten.  Wie  oben  gezeigt,  ist  aber  auch  iS~^3lS  =  3lx,  wo  S  ein  Element 
von  ©,  also  auch  von  93  ist.  Daher  ist  0S~^  mit  31  vertauschbar,  also  in 
31' =  31  enthalten,  aber  auch  in  93,  und  folglich  ist  05^^  = -E^,  also  ist 
0  =  iS  in  ©  enthalten.  Ist  also  O  in  93 ,  aber  nicht  in  ©  enthalten,  so 
ist  02)0-*  in  keiner  der  q^  Gruppen  3t  enthalten,  die  durch  ®  theilbar 
sind.     Ist 

93  =  @  +  @Oj  4-©0,  +... 

so  ist  O1O7*  nicht  in  ©  enthalten.    Transformirt  man  also  2)  mit  allen  Ele- 
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menten  von  $0,  so  erhält  man  <?"  txruppen  î),  î),  =^  Of 'î)0, , I),  =  Oi''î>0, , . . . , 
von  denen  ausser  3)  keine  in  einer  der  q^  Gruppen  ?ï  ,  ^,  ,  Ä, ,  ...  ent- 
halten ist.  Diese  aber  enthalten  von  den  Tf~^^  mit  2)  conjugirten  Gruppen 
mindestens  p^"'*  q^  —  Q^  -\'  ^  •  Daher  enthalten  sie  auch  nicht  mehr,  genau 
g^  —  I  der  mit  2)  conjugirten  Gruppen,  etwa  Î),  ,  2), ,  . . . ,  Î), ,  . . .  sind 
in  keiner  durch  3)  theUbaren  Gruppe  ?l  enthalten,  und  die  ^  Gruppen 
®  ,  Î),  ,  ©j ,  ...  und  keine  anderen  findet  man,  indem  man  Î)  mit  den  y''* 
Elementen  irgend  einer  Gruppe  SB  transformirt,  die  mit  Î)'  einen  Theiler  @ 
der  Ordnung  q^  gemeinsam  hat.  Diese  geistreiche  Überlegung  bildet  den 
Kern  des  Beweises,  den  Herr  C.  Jordan  für  die  Auflösbarkeit  der  Gruppen 
der  Ordnung  p'^q^  gegeben  hat. 

Nun  sei  P  irgend  ein  Element  von  Î)',  und  O  irgend  ein  Element 
von  39 .  Dann  kann  man  zu  den  q^  Gruppen  Î) ,  î)j  ,  î), ,  . . . ,  2), ,  . . .  auch 
gelangen,  indem  man  statt  S  die  Gruppe  P~*99P  benutzt,  die  mit  2)'  die 
Gruppe  P"'  ©P  gemeinsam  hat.  Transformirt  man  also  2)  mit  dem  Elemente 
P^^OP  der  Gruppe  P"^3)P,  so  erhält  man  eine  jener  Gruppe  2),.  Es 
giebt  aber  auch  in  S3  ein  Element  O',  das  2)  in  2)«  transformirt.  Daher 
ist  P""'OPO'~'  mit  2)  vertauschbar,  also  in  2)'  enthalten.  Mithin  ist  auch 
QPQ/-1  =  p  in  55'  enthalten.  Sind  also  P  und  0  irgend  zwei  Elemente 
von  2)'  und  99,  so  giebt  es  in  diesen  Gruppen  zwei  solche  Elemente  P' 
und  O',  daes  OP  =  PO'  ist.  Daher  sind  93'  und  2)  mit  einander  ver- 
tauschbar, ihr  Product  99'2)  =  2)39'  ist  eine  Gruppe,  deren  Ordnung  gleich 
ffq^^  ist,  weil  der  grösste  gemeinsame  Divisor  S  von  2)  und  99'  die  Ord- 
nung ^  hat. 

1st  aber  A  ein  invariantes  Element  einer  der  durch  2)  theilbaren 
Gruppen  3Ï,  so  ist  ^  in  2)',  also  auch  in  992)'  enthalten.  Ist  also  /><a, 
so  ist  (^  zusammengesetzt. 

3)  Ist  p  =  a  und  a  =  fi^  so  enthält  ^  genau  ^  mit  2)  conjugirte 
Gruppen  2)x.  Die  mit  2)«  vertauschbaren  Elemente  von  Ç)  bilden  eine  Gruppe 
2)i  der  Ordnung  p'^q'*'.  Sie  enthält  von  den  ^  mit  2)  conjugirten  Gruppen 
nur  die  eine  2),,  und  von  den  y^'*  mit  31  conjugirten  Gruppen  genau  ^^ 
nämlich  die,  welche  durch  2),  theilbar  sind.  Jede  der  q^^  Gruppen  %  enthält 
nur  eine  der  ^  Gruppen  2).  Jede  der  ^  Gruppen  2)  ist  in  j'*  der  g^ 
Gruppen  3Ï  enthalten,  und  diese  sind  alle  in  2)'  enthalten.  Zwei  verschiedene 
Gruppen  2)'  und  2)1  haben  keine  Gruppe  31  gemeinsam. 

Man  wähle  2)'  und  2)î  so,  dass  sie  beide  durch  eine  Gruppe  %  theilbar 
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sind,  deren  Ordnung  p"^  eine  möglichst  hohe  Potenz  von  p  ist.  Dann  ist 
r<a.  Ist  r>o,  so  hat  Ip  stets  eine  invariante  Untergruppe:  Die  mit 
%  vertauschbaren  Elemente  von  f)  bilden  eine  Gruppen  %\  deren  Ordnung 
ftq^Kh  sei.  Da  r<a  ist,  so  ist  /?>  r.  Ist  <r»  2/1,  so  ist  ^  zusammen- 
gesetzt, weil  %'  ein  Element  A  enthält,  das  in  einer  Gruppe  ^  invariant  ist. 
Sei  also  a<  2/u. 

Die  in  %'  enthaltenen  Gruppen  91 ,  34, ,  91, ,  ...  der  Ordnung  ff  können 
nicht  alle  in  %'  enthalten  sein.  Denn  %  ist  mit  den  Elementen  einer  in 
2)|  enthaltenen  Gruppe  der  Ordnung  j?^^*  vertauschbar.  Diese  ist  also  in 
%\  mithin  in  einer  der  Gruppen  9t ,  9tj  ,  ...  »  also  in  2)'  enthalten,  während 
die  Ordnung  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  von  2)  und  %[  nur  durch 
p^  theilbar  ist.    Damit  ist  der  Fall  erledigt,  wo  %'  nur  eine  Gruppe  91  enthält. 

Im  anderen  Falle  enthält  %\  da  ü<2fi  ist,  ^  Gruppen  91 ,  9li ,  .... 
Von  diesen  sind  nicht  zwei  in  %'  enthalten.  Denn  sonst  wäre  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  %'  und  %'  eine  Gruppe  der  Ordnung  pf*q^  und 
enthielte  zwei,  also  ^  der  Gruppen  91,  und  folglich  wären  die  gl"  Gruppen 
91  alle  in  %'  enthalten.  Ist  also  91«  in  2)^  enthalten,  so  sind  die  ^  Gruppen 
£',  î)| ,  S)iy  . . .  alle  unter  einander  verschieden.  Die  qf"  mit  S)'  conjugirten 
Gruppen   sind    folglich   alle  durch  %  theilbar,  also  ist  Ç  zusammengesetzt. 

Sei  demnach  t  =  o.  Dann  haben  zwei  der  (^  Gruppen  %'  kein  Element 
gemeinsam,  dessen  Ordnung  eine  Potenz  von  p  ist.  Nun  enthält  ID'  ^ 
Gruppen  ^ ,  die  durch  2)  theilbar  sind,  sonst  aber  kein  Element  gemeinsam 
haben.  Daher  enthält  %'  ausser  dem  Hauptelemente  (p" — p^ç'^  +  P^ — i 
Elemente,  deren  Ordnungen  in  p**  aufgehen,  und  die  qf  mit  %'  conjugirten 
Gruppen  enthalten 

solche  Elemente.  Die  Anzahl  der  Elemente  von  Ç ,  deren  Ordnungen  in  p** 
aufgehen,  ist  aber  durch  p*  theilbar.     Daher  ist  ^=  i   (mod.  p^), 

4)  Sei  O  ein  Element  von  Ç,  dessen  Ordnung  eine  Potenz  von  q  ist. 
Die  mit  0  vertauschbaren  Elemente  von  Ç)  bilden  eine  Gruppe  ®  der  Ord- 
nung p/^q".  Man  kann  0  so  wählen,  dass  p>  o  ist.  Denn  sonst  enthielte 
^  kein  Element,  dessen  Ordnung  durch  p  und  q  theilbar  ist,  also 

(jM  _  ,)(pY  +  i)  +  I  =  p'q^^  —  {p'  —  i)qr 

Elemente,  deren  Ordnungen  in  q^^  aufgehen.  Diese  Anzahl  muss  durch  j*'* 
theilbar  sein.     Daher  wäre  |)*=i   (mod.  y^),  während  y'*=i   (mod.  p^)  ist, 
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Seien  91  und  @  Äwei  in  %  enthaltene  Gruppen  der  Ordnungen  ff  und 
q",  35  eine  durch  ©  theilbare  Gruppe  der  Ordnung  g'",  B  ein  invariantes 
Element  von  93.  Bann  ist  £  in  @  enthalten.  Ist  also  p  =  a,  so  ist  ig 
zusammengesetzt.  Sei  also  o  <  yo  <  a.  B  ist  nicht  in  der  Gbuppe  2)'  der 
Ordnung  p^^  enthalten^  also  nicht  mit  $),  und  auch  nicht  mit  3)'  ver- 
tauschbar. Daher  ist  91  von  B~^MB  verschieden.  Denn  sonst  wäre  9l=B~'9lß 
in  den  beiden  verschiedenen  Gruppen  35'  und  B~^%'B  enthalten,  während 
diese  nach  der  gemachten  Annahme  keinen  Theiler  gemeinsam  haben,  dessen 
Ordnung  eine  Potenz  von  p  ist.  Folglich  enthält  @  mehrere  Gruppen 
91 ,  9li ,  91, ,  . . . ,  also  q^  oder  g^^.  Im  letzteren  Falle  wäre  a  =  2/i^  und 
wäre  91  mit  keinem  Elemente  von  ®  vertauchbar,  dessen  Ordnung  eine 
Potenz  von  q  ist.  Da  aber  91  mit  O  vertauschbar  ist,  so  enthält  ®  genau 
q^  Gruppen  91.  Von  diesen  sind  nicht  zwei  in  Î)'  enthalten.  Denn  sonst 
enthielte  auch  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  @  und  Î)'  zwei,  also 
g^,  also  alle  Gruppen  9î.  Mithin  enthielte  3)'  die  Gruppe  J591B~\  und  91 
wäre  in  den  beiden  verschiedenen  Gruppen  2)'  und  J5~"^35'-B  enthalten. 

Ist  also  9lx  ^  3)i  enthalten,  so  sind  die  q^  Gruppen  3)i  alle  unter 
einander  verschieden.  Nun  ist  0  mit  9lx  vertauschbar,  also  auch  mit  3)i, 
weil  sonst  die  beiden  Gruppen  3)i  und  0"*2);^0  verschieden  und  beide  durch 
9lx  theilbar  wären.  Folglich  ist  O  in  S)i  enthalten,  also  in  allen  mit  ®' 
conjugirten  Gruppen,  und  mithin  ist  ®  keine  einfache  Gruppe. 

Zum  Beweise  der  Auflösbarkeit  jeder  Gruppe  Ç  der  Ordnung  p'^q^ 
reichen  die  unter  i)  und  2)  angestellten  Überlegungen  aus.  Denn  jede 
Gruppe  33  der  Ordnung  q^  ist  eine  commutative.  Enthält  daher  iQ  eine 
Gruppe  der  Ordnung  p^^q^  so  ist  ein  darin  enthaltenes  Element  B  der 
Ordnung  q  ein  invariantes  Element  jeder  durch  B  theilbaren  Gruppe  S3 
der  Ordnung  q^. 

Damit  ist  der  Beweis  durch  rein  gruppentheoretische  Betrachtungen 
geführt,  ohne  jede  Hülfe  der  Substitutionstheorie,  d.  h.  ohne  Benutzung 
irgend  einer  Darstellung  der  Gruppe  ®. 
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VON 

A.  HURWITZ 

in  ZÜRICH. 


Bei  meinen  Untersuchungen  über  RiEMANN'sche  Flächen  mit  gegebenen 
Verzweigungspunkten  *  bin  ich  auf  eine  Reihe  von  algebraischen  Identi- 
täten geführt  worden,  welche  die  von  Abel  gegebene  Verallgemeinerung 
der  binomischen  PorraeP  als  einen  speciellen  Fall  enthalten.  In  dör  Zeit- 
schrift für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  35,  S.  56,  habe  ich  vor 
längerer  Zeit  einen  Theil  dieser  Identitäten  mitgetheilt.  Die  übrigen,  auf 
welche  ich  nur  kurz  in  der  unten  citirten  Abhandlung  hingewiesen  habe, 
möchte  ich  in  den  folgenden  Zeilen  näher  darlegen  und  begründen. 

Es  seien  r  und  s  zwei  (positive  oder  negative)  ganze  Zahlen,  ferner 
w  ,  t; ,  ir,  ,  a?, ,  .  ,  .  ,  tc^ .  unbeschränkt  veränderliche  Grrössen.  Ich  definire 
nun  eine  Function  F^,  dieser  Grössen  durch  die  Gleichung 

■  • 

(I)     F,^,^Z^{u+6,x,+6,x^  +  ,..  +  e,x:)     -•   {v+e[x^+s',x,+  ...+e:x.)    *-    . 

Hier  ist  s^  zur  Abkürzung  für  i  —  e^  geschrieben  und  es  soll  die  Summe 
in  der  Weise  gebildet  werden,  dass  e,  ,  e, ,  .  .  . ,  e„  unabhängig  von  ein- 
ander die  beiden  Werthe  o  und  i  erhalten.  Indem  man  in  jedem  ein- 
zelnen der  2"  Glieder  dieser  Summe  diejenigen  Terme  e^Xi  bez.  e^Xi  unter- 
drückt, für  welche  e<  bez.  si  gleich  Null  ist,  erhält  die  Gleichung  (I) 
offenbar  die  Gestalt 

(!')     F^^.=:^T{u  +  x^^  +  x^^  + ...  +  x,^y^'{v  +  x^^  +  x^^  +  ...  +  x.r^ 


'  S.  Mathematische  Annalen,  Bd.  39,  S.    I   ff. . 

*  Abel,  Oeuvres  complètes,  nouvelle  édition,  vol.  I,  p    102. 

Àtla  maikåmaliea.    26.    Imprimé  le  30  Juin  1902. 


Digitized  by 


Google 


200  A.  Hurwitz. 

wo  nun  die  Summation  auf  alle  Zerlegungen  der  Variabeln  aîj  ,  a;, ,  . . . ,  o:^ 
in  zwei  Grruppen  i»a,  »  ^o« ,  •  •  i  ^ax  ^^^  ^i»,  >  %  »  •  •  j  ^ß  auszudehnen  ist. 
Dabei  sind  auch  diejenigen  beiden  Zerlegungen  zu  berücksichtigen,  bei 
welchen  in  der  einen  Gruppe  keine,  in  der  andern  Ghruppe  die  sämmt- 
liehen  Variabein  stehen. 

Wenn  es  erforderlich  ist,  die  Argumente,  von  denen  F^^,  abhängt, 
näher  anzugeben,  so  werde  ich  in  der  Folge  diese  Funktion  mit 

K,,{u  ,  V  I  a?i ,  a?, ,  . . . ,  0?^) 
bezeichnen. 

Offenbar  ist  F^,  eine  symmetrische  Funktion  der  Variabein  ir,,a:,,  ...,«„; 
sie  bleibt  femer  ungeändert,  wenn  gleichzeitig  u  mit  v  und  r  mit  s  ver- 
tauscht wird.  Einige  weitere  Eigenschaften  von  t\,  folgen  leicht  aus  der 
Definitionsgleichung  (I).  Nimmt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
diejenigen  Glieder,  für  welche  e,  =  i  ist,  so  bilden  dieselben  die  Funktion 
^rf  i,#(w  +  ^1  ,  ^  I  ^« ,  •  •  j  ^f.)>  während  diejenigen  Glieder,  für  welche  e^  =  o 
ist,  die  Funktion  2^r,*+i(^  ,  ^  +  ^i  |  ^«  »  •  •  •  »  ^n)  bilden.     Daher  hat  man 

(i)      F,,,  =  F,^.,,,(w  +  x,,v\x^,..,,x^)  +  -F,,,+i(w,  t;  +  o?,  |  o?,,  . . . ,  x^). 

Durch  Vertauschung  von  x^  mit  x^,x^y  . .  . ,  x„  entstehen  hieraus  n  —  i 
weitere  Gleichungen. 

Trennt  man  im  allgemeinen  Gliede  der  Summe  (I)  einen  Faktor 
u  +  e^x^  +  e,ir,  +  •  •  •  +  ^«^«  ^^^  »^  gewinnt  die  Summe  die  Form: 

ui:{u  +  B,x,  +  . . .  +  B^x^f-'^'^^^v  +  B[x,  +  . . ,  +  elx;)'^"^'^ 
+  xj:e,[u  +  e,x,  +  . . .  +  s,a:«r^-^^*'(t;  +  e[x,  +  . . .  +  s>„y-^^'^'* 

+ 

Hieraus  erkennt  man  die  Eichtigkeit  der  Gleichung 

n 

(2)  F,.  =  «F,„,,,  +  Z  a?,F,,,(M  +  x,,v\x,,..,,  x,_^ ,  x,^, ,  . . . ,  x^. 
Analog  ergiebt  sich 

(3)  K,.  =  i'K,,-x  +  ?.  ^tFr,.{u ,  r  +  ir,  I  .r, ,  . . . ,  r^_, ,  x,^, ,...,  x,). 


Digitized  by 


Google 


über  Abel's  Verallgememenuig  der  binomischen  Formel.  201 

Für  die  nach  u  und  v  genommenen  Differentialquotienten  von  F^ ,  findet 
man  aus  (I) 

dF  " 

(4)  ^  ==  rF,_i,,  +  ,?i^r..(w  +  ^*,  V  I  a?! ,  . . . ,  rc,_i ,  x,^, ,  . . . ,  x,\ 

(5)  ^  =   5J^r,.-l  +    I^^  Fr,.(«*  ,  V  +  ^*  I  ^1  ,   .  .  •  ,  ^*-l  ,  ^*+l  ,   •  •  •  >  ««)> 

Bifferenziirt  man  die  Gleichung  (i)  partiell  nach  jx^  und  benutzt  sodann 
auf  der  rechten  Seite  die  Formeln  (4)  und  (5),.  so  ergiebt  sich  nach  kurzer 
Rechnung 


(6)  ^^=={r+i)F,,.{u  +  x„v\x„...,x,)-[-{s  +  i)F,,.{u,v+x,\x„...,x;} 

n 

+  r  F,,,(w,  t;  I  a:,, . . . ,  a?,_, ,  0?,  +  aJi ,  x,^^ ,  . . . ,  x^). 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  durch  Vertauschung  von  Xy  mit  iCa,a;3, ...,  a?, 
entsprechende  Darstellungen  der  nach  diesen  Variabein  genommenen  DifEe- 
rentialquotienten  von  F^,. 

Wenn   die  Zahl  n  der  Variabeln  a:,  ,  o? ^ ,  . . . ,  a;,  sich  auf   i   reducirt, 
so  ist  der  Ausdruck  der  Funktion  F^^,  nach  (I)  der  folgende: 

(7)  F^^,{u  ,v\x,)=^{u  +  xJ^^W  +  u^{v  +  x.y^' . 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Gleichungen  lässt  sich  nun  leicht  zeigen, 
dass  die  Funktion  jP-i,o  die  sehr  einfache  Darstellung 

(H)  F^,,o  =  {u  +  v  +  x,+x,+...  +  xy- 

zulässt.  In  der  That  ist. dieses  nach  (7)  im  Falle  n=i  richtig.  Nimmt 
man  nun  an,  dass  die  Gleichung  (II)  für  den  Fall  von  n  —  i  Variabein 
a?,  ,  ic, ,  . . .  ,  x^^i  gilt,  so  ergiebt  sich  aus  (5)  und  (6) 


=  »(«   I-  t;  +  aîj  +  a;,  +  .  .  .  +  x,)' 


»^-'.o—^/..   L  ..   . ^     1  ».     .  .   ^>i«-ii.         (.-1.«....,«) 


9Zi 
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Und  hieraus  folgt  durch  Integration 

wo  C  von  V  ,  x^  j  x^  y  . . ,  y  x^  unabhängig  ist.     Setzt  man  aber 

t;  =  OTj  =  rr,  =  .  .  .  =  ic,  =  o,         r  =  —  I,         s  =  o, 

so  erhält  man  auf  der  rechten  Seite  von  (I)  w"~^ .  Also  ist  C  =  o  und 
damit  die  Allgemeingültigkeit  der  Gleichung  (II)  erwiesen.  Benutzt  man  die 
Definitionsgleichung  (I'),  so  stellt  sich  die  Gleichung  (II)  in  der  Form  dar: 

(ir)    T{u  +  x,^  +  x^  +  .,.  +  x^;)'-\v  +  x,^  +  x,^  +  ...  +  x,;f 

^\{u  +  v  +  x,  +  x,  +  .,.  +  x:r. 

Diese  vereinfacht  sich  noch,  wenn  man  v  durch  v  —  (a^i  +  a?,  +  . . .  +  a?„) 
ersetzt.     Dadurch  erhält  man  nämlich 

(HO    ^{u  +  x^^  +  x^  +  .,.+x^;f-\v-x^-x^~...-x^;^^^^^ 

Für  den  Fall,  dass  man  die  n  willkürlichen  Grössen  o;, ,  o?, ,  . . . ,  a?,  sämmt- 
lich  gleich  ein  und  derselben  Grösse  x  annimmt,  geht  die  vorstehende 
Gleichung  in  die  AßEL'sche  Formel 

è  (!)(« + ^f~'i^  -  ^r' = li^ + «)" 

über. 

Setzt  man  in  (i)  r  =  —  i  ^  5  =  o,  so  kann  man,  unter  Berücksichtigung 
von  (II),  aus  der  entstehenden  Gleichung  l^-i,-i  bestimmen.  Es  ergiebt 
sich  auf  diese  Weise: 

(iiT)         r(«  +  ^«.  + . . .  +  <»^,y-'{v  +  X,.  + . . .  +  x,;r^ 

=  (m  +  «  +  a;,  +  a?,  +  . . .  +  a;.)"-' (i  +  ^) . 

Auch  dem  Falle  r  =  o,  5  =  0  entspricht  eine  einfache  Formel,  die  man 
durch  Induktion  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2)  und  (II)  beweist.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

u  +  v  +  x^+x^  +  ,.,  +  x,  =  s 
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und  bezeichnet  man  femer  mit  f^yf^^  -  --  yfn  diö  elementar-symmetrischen 
Funktionen  von  a^i ,  a:, ,  .  .  . ,  rc,  : 

so  lautet  die  in  Rede  stehende  Formel: 

(IV)  Z(w  +  0?,,  +  .  .  .  +  x^^Yiv  +  a;,,  +  .  .  .  +  x,/ 

Schliesslich  seien  hier  noch  einige  Verallgemeinerungen  der  vorstehenden 
Identitäten  erwähnt,  welche  sich  aus  diesen  ableiten  oder  in  ähnlicher 
Weise  wie  diese  begründen  lassen.  Es  sei  r  >  i  eine  positive  ganze  Zahl. 
Man  theile  die  Variabein  a?,  ,  o;, ,  . . . ,  rc«  auf  alle  möglichen  Weisen  in  r 
Gruppen 

wobei  auch  diejenigen  Eintheilungen  berücksichtigt  werden  sollen,  bei 
welchen  in  einer  oder  mehreren  Gruppen  keine  Variable  steht.  .  Dann 
hat  man: 

(V)  T{u,  +  x^^  +  ,,.  +  x^^y{u,  +  x,^  +  .,.-^x,/'\.,{u,  +  x^^  +  .^ 


=  {u,'\'U^   +  ...+Ur  +  X,+X,   +  ...+X^Y 


I 


und 

(VI)     r(u,  +  a;„.  +  ...  +  a!„/-'(«,  +  ^,.-f.-.  +  ^^/-'...K+^..+...+a;,/- 

=  (u,  +  «,  +  ...  +  «,  +  a;.  +  aj,  +  ...  +  a;.)-'^'  -^^»^  -•  +  "' 
Im  Falle  r  =  2  geht  (V)  in  (II)  und  (VI)  in  (HI)  über. 
Zürich,  im  November   1901. 
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RATIONALE  REDUCTION  DER  ABEUSCHEN  INTEGRALE 


VON 

M.  NOETHER 

In  ERLANGEN. 


In  der  Theorie  der  Reduction  der  Abel'schen  Integrale  mag  man 
zwei  Aufgaben  unterscheiden.     Die  eine  hat  zum  Ziel  die  —  Eiem  ann 'sehe 

—  Zerlegung  eines  gegebenen  Integrals  in  seine  einfachsten,  algebraisch 
oder  logarithmisch  unstetig  werdenden  oder  allenthalben  endlichen  Bestand- 
teile: die  Integrale  der  drei  »Gattungen».  Die  andere  verlangt  —  an  Abel 
anschliessend  —  eine  Zurückführung  aller  algebraisch  unstetigen  Integrale 

—  der  Integrale  »zweiter  Art»  —  welche  einer  Klasse  algebraischer  Func- 
tionen mit  der  Klassenzahl  p  angehören,  mit  Hülfe  algebraischer  Func- 
tionen der  Klasse  auf  eine  möglichst  kleine  Anzahl,  nämlich  2p  y  von 
algebraisch-unabhängigen  Transcendenten  mit  fest  gegebenen  Unstetigkeiten. 

An  eine  algebraische  Durchführung  dieser  beiden  Aufgaben  wird  man 
bei  dem  jetzigen  Stande  der  Lehre  von  den  algebraischen  Functionen 
folgende  theoretische  Forderungen  stellen  können: 

a.  Die  vorkommenden  algebraischen  Formen  und  Functionen  sollen, 
wie  die  der  Klasse  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  f{s ,  ^)  =  o,  nur  in  ho- 
mogenen Veränderlichen  betrachtet  werden. 

Dies  geschieht,  um  die  Dimensionen  der  Formen  zum  Ausdruck  zu 
bringen,  und  um  die  Auszeichnung  einzelner  Werthe  der  Veränderlichen, 
wie  z  =  CO,  zu  vermeiden.  Mindestens  sollen  die  etwa  herausgehobenen 
Stellen  ;?  =  oo  nicht  für  f  =  o  singulare  Stellen  sein. 

b.  Sämmtliche  sowohl  im  Ansatz  als  im  Verlauf  der  Eechnung  vor- 
kommenden ganzen  oder  gebrochenen  Formen  sollen  sich  »zu  f^o  adjungirh 

Atia  wnÜmMiiioa,    26.    Imprimé  le  SO  JuUlet  1902. 
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(bei  gewöhnlichen  Singularitäten  von  f=  o  für  die  Doppelpunkte  von  /"=  o 
verschwindend)  verhalten,  und  die  Functionen  als  Quotienten  solcher  Formen 
gebildet  werden. 

Denn  es  ist  nötig,  bei  gegebenen  Polen  je  die  allgemeinsten  Formen 
und  Functionen  zu  betrachten,  nicht  solche,  welche  specielle,  an  die  aus 
der  Klasse  herausgenommene  Gb-undgleichung  /*  =  o  geknüpfte,  Eigen- 
schaften besitzen.  Nur  die  für  jene  Ausdrücke  gebildeten  Eelationen  sind 
invariant  für  die  ganze  algebraische  Klasse,  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Gleichung  f  =  o. 

c.  In  den  Methoden  sollen  keine  Umwege  vorkommen,  d.  h.  es  soll 
nicht  erst  eine  Beihe  von  Unstetigkeitsstellen  eingeführt,  hintennach  wieder 
weggeschafft  werden.  Insbesondere  sollen  in  die  erstere  Aufgabe,  oder  bei 
Absonderung  der  logarithmisch  unstetigen  Teile  —  der  Integrale  »dritter 
Art»  —  der  zweiten  Aufgabe,  überhaupt  keine  anderen  oder  höheren  Un- 
stetigkeitspunkte,  als  die  gegebenen,  eingeführt  werden. 

d.  Der  Gang  soll  so  sein,  dass  sich  die  ganze  Mannigfaltigkeit  der 
Reductionsmöglichkeiten  übersehen  lässt. 

Zu  diesen  nothwendigen  Forderungen  kann  man  theoretisch  eine  weitere 
gesellen  : 

e.  Die  Trennung  in  Integrale  dritter  und  zweiter  Art,  und  die  Zu- 
rückführung  der  letzteren  auf  2p  algebraisch-unabhängige,  soll  durch  ra- 
tionale Operationen  bewirkt  werden,  d.  h.  ohne  Auflösung  von  höheren, 
als  linearen  Gleichungen. 

Schon  die  Forderungen  a. — d.  sind  in  den  bisherigen  Methoden  nur 
teilweise  beachtet.  Clebsch  und  Gordan  ^  entsprechen  keiner  derselben,  am 
wenigstens  der  Forderung  c,  indem  sie  in  die  erste  Aufgabe  algebraisch- 
logarithmische  Functionen  einführen;  sie  beabsichtigen  auch  mehr  eine 
Klassificirung  der  Integrale  in  Typen,  als  eine  Eeduction.  Die  modificirte 
Methode  von  Clebsch-Lindemann  *  erfüllt,  neben  a.,  auch  c,  bis  auf  den 
Umstand,  dass  von  vornherein  ein  Punkt  von  f=  o  ausgezeichnet  wird. 
Auch  für  die  zweite  Aufgabe  entsprechen  die  von  Partialbruchzerlegung 
ausgehenden    —    praktisch    bequemsten   —   Methoden,   so  die  von  Herrn 


*  Theorie  der  ÄbeV sehen  Functionen  (1866),  §  2. 
'  Vorlesungen  über  Oeomeèrie,  Bd.   I,  p.  y 77  flf. 
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Picard,*  vor  Allein  der  Forderung  c.  nicht.  Dagegen  hat  Weierstrass' 
eine  Methode  entwickelt,  welche  im  Wesentlichen  bereits  allen  Forderungen 
a. — d.  gerecht  wird,  wie  es  auch  die  analoge  Methode  des  Verfassers* 
thut;  es  werden  dabei  für  die  Integrale  dritter  Gtittung  ein  Punkt,  für  die 
neueinzuführenden  p  Integrale  2^  Gattung  p,  nicht  durch  eine  Curve  j? 
verknüpfte,  Punkte  von  f  =  o  ausgezeichnet. 

Die  Möglichkeit  der  Durchführung  von  e.  wird,  vorausgesetzt  dass 
man  auf  die  Eücksichten  a. — d.  verzichtet,  einleuchtend,  wenn  man  be- 
achtet, dass  man  die  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  vorkom- 
menden Operationen  auf  rationalem  Wege  erledigen  kann,  insbesondere  die 
Aufstellung  der  zu  f=  o  gehörigen  »adjungirten»  Formen.*  Auch  hat  in 
solcher  Weise  Hermite  die  zweite  Aufgabe  für  den  hyperelliptischen  Fall 
behandelt;*  und  für  den  allgemeinen  Fall  haben  die  Herren  Picard  und 
SiMART  eine  Andeutung  gegeben.* 

Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist  nun,  die  Forderung  e.  durch- 
zuführen und  insbesondere  den  Nachweis  zu  erbringen,  dass  sie  sich  mit 
den  Forderungen  a. — d.  vereinigen  lässt. 


Nicht  nur  das  Reductionsproblem,  sondern  die  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  selbst,  der  es  sich  einordnet,  führt  bekanntlich  auf 
Abel  zurück.     Zusammenfassend  verdankt  man  ihm  hier  den  allgemeinsten 


*  Traité  (T Analyse  (Paris  1891),  Theil  I,  Kap.  2. 

*  Vgl.  den  Bericht  über  die  Enhoicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
von  Herrn  Brill  und  dem  Verf.  (Jahresber.  der  Deutschen  Mathematiker-Ver- 
einigung, III,   1894),  Abschnitt  VIL 

■  Zur  Theorie  der  AbeVschen  Differentialatisdrücke  und  Functionen  {Math,  Annalen, 
Bd.  37.  1890),  §§  2-S. 

*  M.  NoETHER,  Rationale  Ausführung  der  Operationen  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  (Hath.   Annalen,  Bd.  23,  1883). 

*  Sur  la  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques  atix  fonctions  de  première,  de  seconde 
et  de  troisième  espèce  (Bull,   des  sc.   math,   et  astr.,  2  sér.,  t.  7,   1883). 

*  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes  (Paris  1897),  *•  I» 
p.  162.  In  der  Einleitung  zu  Herrn  Field's  Aufsatz  On  the  reduction  of  the  general 
Abelian  integral  (Transact,  of  the  Am.  Math.  Soc,  vol.  2,  1901)  wird  zwar  der- 
selbe Zweck  angegeben;  es  werden  aber  ausschliesslich  in  den  Coefficîenten  irrationale 
Operationen  vorgenommen. 
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Begriff  der  algebraischen  runction  und  der  zugehörigen  algebraischen  In 
tegrale,*  sowie  die  Grundlage  der  ganzen  Theorie  :  sein  Theorem  über  diese 
Integrale;^  vor  Allem  die  mit  letzterem  verbundene  Entdeckung  der  Zahl 
p  in  ihrem  verschiedenen  Auftreten:  einmal  im  Theorem  selbst  mit  tran- 
scendenter  und  algebraischer  Bedeutung/  sodann  bei  der  Beduction  der 
Integrale  erster  Gattung  auf  die  linear-unabhängigen,*  endlich  bei  dem 
AßEL'schen  Keductionsproblem  dieses  Aufsatzes. 

Dieses  specielle  Problem  hat  überhaupt  den  Ausgangspunkt  von  Abel's 
hierhergehörigen  Arbeiten  gebildet.  An  Legendre  anschliessend  entwickelt 
er  schon  vor  1825  am  elliptischen  Integral  alle  wesentlichen  Eeductions- 
begriffe.*  In  seinem  generalisirenden  Geiste  erhob  sich  das  Problem  nach 
und  nach  zu  der  Frage  nach  der  allgemeinsten  Eelation  zwischen  irgend 
welchen  Integralen  verschiedener  algebraischer  Functionen  überhaupt/  und 
damit  zu  sehr  umfassenden  Theorien.  Wir  entnehmen  diesen  Betrachtungen, 
dass  die  zur  Eeduction  eines  Integrals  zu  benutzenden  algebraischen  Func- 
tionen derselben  algebraischen  Klasse  anzugehören  haben,  wie  das  Integral* 
selbst. 

Auf  Gh-und  dieses  Satzes  hat  sich  Abel*  mit  allen  Eeductionen  der 
Integrale  der  allgemeinsten  algebraischen  Differentialausdrücke  beschäftigt, 
die  sich  mit  Hülfe  von  algebraischen  und  logarithmischen  Functionen  aus- 
führen lassen;  und  zwar  >auf  die  kleinstmögliche  Anzahl  von  Integralen, 
welche  notwendig  seien,  um  alle  derselben  Klasse  angehörenden  Integrale 
unter    endlicher    Form    darzustellen».^     Auch    hat  er  selbst  noch  die  Aus- 


'  Sur  la  comparaison  des  fonctions  transcendantes^  Werke  (2^®  Ausg.),  t.  2,  X  (vor 
der  Reise  von  1825)  geschrieben;  und  die  Pariser  Preisschrift  (Oct.  1826),  ibid. 
t.   I,  XII. 

'     Ausser  den  beiden  in   l.  citirten  Arbeiten  noch  Werke,  t.   I,  y^T  (1828)  und 
XXVn  (1829). 

'  In  der  Preisschrift. 

*  Théorie  des  transcendantes  elliptiqiies^  Werke  (2*®  Ausg.),  t.  2,  XIII. 

*  Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques,  ibid.  t.  i,  XXVIII  (1829);  Brief  an 
Legendre  vom  25.  Nov.  1828,  ibid.  t.  2,  XXTTI;  und  das  erst  in  der  2*®°  Ausgabe 
der  Werke  publicirte  Fragment,  t.  2,  XVII. 

*  Nach  einer  Anmerkung  im  Freds,  1.  c.  p.  SS^. 

^  Dieser  Ausspruch  Abel's  kann  nicht  so  aufgefasst  werden,  als  ob  man  die  lo- 
garithmischen UnStetigkeiten  eines  beliebigen  Integrals  der  Klasse  mit  Hülfe  des  Loga- 
rithmus  einer  algebraischen  Function  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Integralen  mit  im 
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führung,  wenigstens  für  die  binomischen  Integrale,  begonnen;*  und  das 
analoge  Verfahren  von  Weieustrass'  gibt  die  algebraische  Durchführung 
der  AßEL'schen  Aufgabe  im  hyperelliptischen  Fall. 


I. 

Bezeichnungen. 

An  meinen  oben  citirten  Aufsatz  in  Math.  Ann.  37  *  anschliessend, 
benutze  ich  die  dort  entwickelten  Begriffe  und  Beweise,  wie  auch  die 
folgenden  Bezeichnungen. 

Die  zu  Grunde  gelegte  Gleichung 

/"(^i  ,  ^f  >  ^s)  =  o         [oder  f{x)  =  o,  oder  f  =  o] 
sei  die  einer  Curve  /",  m**'  Ordnung,  vom  Geschlecht  p.    Der  Integrand  sei 

,  M(x)    ,  M{x)      (cxdx) 

(ex  dxi 

WO  die  »Dififerentialform»  diOj,  =  ~  für  alle  Integranden  dieselbe  bleibt, 

die    »Differentialableitung»  -ïJt-I  eine   zu  f=o  adjungirte  algebraische  ge- 

J>/{x) 

brochene  Form  (in  —  3)*®'  Dimension  des  Punktes  x  von  f{^x)  =  o  bedeutet. 

Zur  Bildung  von  solchen   »adjungirten  Formen»  ^^7— v  nimmt  man  für  N{x) 

irgend  eine  homogene  ganze  Function  n**'  Dimension,  für  M{x)  irgend 
eine    zu    f  adjungirte  homogene  ganze  Function  (n  +  w  —  3)**'  Dimension 

von    oo^^x^yX^,     Bei   der  Zählung  der  o-  und  00-Punkte  der  Form  -^r-i 

Voratis  gegebenen  logarithmischen  Unstetigkeiten  werfen  könne:  eine  solche  Hednction 
existirt  nicht.  Eine  bezügliche  Bemerkung  auf  S.  133  von  Herrn  H.  Stahl's  Theorie 
der  ÄbeT sehen  Functionen  (1896)  ist  nicht  zutreffend. 

*  Siehe  das  in  Anm.   5  àer  vorhergeh.   Seite  citirte  Fragment. 

'  Theorie  der  ÂheVschen  Fundionen  (Journal  f.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  52  oder 
Werke,  I,  p.  297  flF.),  §  6,  Formel  (17). 

■  Cf.  Anm.  3  der  dritten  Seite.  Der  Aufsatz  wird  weiterbin  mit  Math.  Ann., 
37,  citirt. 

Atta  mathmtUica,    26.    Imprimé  le  30  juUlet  1902.  27 
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[kürzer  -^]   sieht  man  von  den  durch  die  Adjunction  zu  f=  o  bewirkten 

o-Punkten  von  M  ab,  rechnet  also  nur  die  übrigen  2p  —  2  +  nm  Schnitt- 
punkte von  M  =  o  mit  f  =  o  als  o-Punkte  b  von  M,  dagegen  alle  nm 
Schnittpunkte  von  N  =  o  mit  f  =  o  als  o-Punkte  a  von  N.  Diejenigen 
der    Punkte    a,    welche  nicht  zugleich  Punkte  b  sind,  sind  die  00-Punkte 

der    Form   -rçi    und   zwar   ist  eine  solche  Stelle  für  ^  00-Punkt  von  der 

N  iV 

Ordnung  a  —  ß,  für  a>  ß,  wenn  sie  a-fach  unter  den  a,  yS-fach  unter 
den  b  vorkommt.  Für  das  Integral  u  wird  diese  Stelle  logarithmische 
Unstetigkeitsstelle,  wenn  a  —  ß  =  i  ;  algebraische  Unstetigkeitsstelle  von 
der  Ordnung  a  —  ß  —  i ,  im  Allgemeinen  verbunden  mit  logarithmischer 
TJnstetigkeit,  wenn  a  —  yî  >  i . 

Diese  Definitionen  gelten  für  jede  beliebige  Lage  der  Stelle,  da  von 
unserem  invarianten  Standpunkt  aus  eine  specielle  Lage  überhaupt  nicht 
existirt.  Unter  Gi  wird  eine  Gruppe  von  l  getrennten  Stellen  von  f=  o 
verstanden. 

Um  die  Bezeichnungen:  »Integrale  2*®',  3**'''  Gattung»  auf  die  be- 
kannten Normalformen  zu  beschränken,  sei  noch  eine  andere  Bezeichnung 
benutzt. 

Ein  Integral  u  mit  nur  logarithmischen  Unstetigkeiten  (an  mindestens 
zwei  Stellen)   werde  als  »Integral  dritter  Art»,  die  zugehörige  DifEerential- 

ableitung  j^i  als   »Form  dritter  Art»  bezeichnet.     Hat  das  Integral  nur 

algebraische  Unstetigkeiten,  so  sei  es  als  »Integral  zweiter  Art»,  seine  Form 

-Î77— :    als  »Form  zweiter   Art»   bezeichnet.     Für  die  allenthalben  endlichen 

N(x) 

Integrale  ist  die  Bezeichnung  »erster  Art»  mit  »erster  Gattung»  gleich- 
bedeutend;   ihre    Formen   ^rr)— ^    sind   die   adjungirten   ganzen    Formen  J5, 

deren  Fundamentalsysterae  von  je  p  Formen  sich  auf  rationalem  Wege  be- 
stimmen lassen.^ 


*   Cf.   die  in   Ânm.   4  der  dritten  Seite  citirte  Arbeit,  auf  die  mit  Math.   Ann., 
23,  Bezug  genommen  wird. 
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IL 

nationale  Zerlegn/ng  der  Formen. 

Es  sind  hier  die  direkten  rationalen  Zerlegungen  zu  behandeln,  welche 
eine  zu  f  adjungirte  Form  (m  —  3)**''  Dimension  mit  Hülfe  von  jf  =  o  zu- 
lässt,  wenn  dieselbe  in  verschiedenen  Punktgruppen  von  f  in  verschiedenen 
Ordnungen  unendlich  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  beweisen  wir  zuerst,  dass  ein  gebrochener  Ausdruck 

P 
(m  —  3  +  *)**'  Dimension  -^-y  für  A  >  o,  nicht  aber  im  Allgemeinen  für 

Ä<^o,  mit  Hülfe  von  /*=  o  die  Zerlegung  zulässt: 

d.  h.  dass  eine  Eelation  existirt: 

(I')  P^AB  +  BQ  +  Cf, 

wo  auch  A  y  B  ^  C  ganze  homogene  Functionen  von  o?, ,  a?, ,  x^  werden,  und 
wo  A  und  B  adjungirt  zu  f  werden,  im  Falle  P  es  war.  Vorausgesetzt 
ist,  dass  für  gemeinsame  Nullpunkte  von  Rj  Q  ^  f  auch  P  verschwindet. 

Seien  Q^  R,  P  von  den  Graden  q,  r,  q  +  r  +  k  +  m — 3.  Man  nehme 
zunächst,  wenn  P  adjungirt  war,  für  A  das  allgemeinste  adjungirte  Po- 
lynom vom  Grade  q  +  k  +  m  —  3 ,  mit 

a  =  -{q  +  k  +  m  —  2){q  +  k  +  m  —  i)  —  d 

[wo  d  =  '{m  —  i)(m  —  2)  —  p\ 
willkürlichen  Constanten.     In  einem  Ausdruck 

DQ  +  Ef=  (D  ■\-Ff)Q  +  {E-FQ)f, 

WO  D  adjungirt,  von  der  Ordnung  ft  +  m — 3,  E  nicht-adjungirt,  von  der 
Ordnung  y  +  &  —  3,  F  nicht-adjungirt,  von  der  Ordnung  k  —  3,  stehen 
aber  noch 

ß  =  \{k-Vm-2){k+m-i)+Uq+k-2){q-\.k-i)-{{k-2){k-x)-d 
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willkürliche  Parameter  zur  Verfügung.     Ersetzt  man  daher  A  durch 

A  +  {DQ  +  EF) 

und  benutzt  die  ß  Parameter  zur  Reduction  der  Constanten  von  -4,  so 
verbleiben  in  A ,  vermöge  Ç  =  o,  f  =  o,  noch 

a  —  ß  =  qm 

Constanten,  linear  und  homogen  eingehend. 

Für  k  =  o  würden  nur  qm —  i   Constanten  verbleiben. 

Für  i  >  o  kann  man  also  mit  Hülfe  der  qm  Constanten  von  A  dem 
Ausdruck  P  —  AB  vorschreiben,  für  sämmtliche  qm  Schnittpunkte  von 
Q  =  o  mit  f  =  o  zu  verschwinden.     Man  hat  dann  eine  Identität  ' 

P—AR^BQ+Cf, 

in  der,  wenn  es  P  und  A  waren,  auch  B  adjungirt  zu  f  wird.  Hatten 
Q ,  R  und  f  gemeinsame  Nullpunkte,  so  sagen  die  entsprechenden  Be- 
dingungen für  P  —  AR  aus,  dass  auch  P  an  diesen  Stellen  verschwinden 
muss.     Daher  ist  (i'),  und  damit  (i),  bewiesen. 

Dieselbe  Gleichung  (i')  gilt  für  Ä  >  o,  wenn  P  nicht-adjungirt  zu  f 
war;  man  braucht  dann  nur  A,  D,  B  nicht-adjungirt  anzunehmen. 

Aus  der  Gleichung  (i)  sollen  nun  Folgerungen  für  die  zu  /"adjungirten 
Formen  {m  —  3)*®'  Dimension  gezogen  werden  (die  übrigens  auch  für  nicht- 
adjungirte  Formen  gültig  wären). 

Die  adjungirte  Form  (m  —  3)**"  Dimension 

N{x) 
werde  in  den  s  getrennten  Gruppen 

ö^i,  ,  ^/,  ,  •  •  •  ,  (^1. 

von  je 

^1  ,  ^2  ,  .  .  .  ,  ^ 

getrennten  Punkten  von  f  bezw.  zu 


*  Nach  dem  algebraischen  Satze  meiner  Note  in  Math.   Ann.,  6. 
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wobei  Vi  ,  Pj ,  .  .  .  ,  v,  s  ganze  positive  von  einander  verschiedene  Zahlen 
seien.  Wegen  des  letzteren  Umstandes  kann  man  diese  s  Gruppen  rational 
von  einander  trennen.^ 

Nun  mögen  zunächst  s  Polynome  in  a?,  ,  o;, ,  a^g 

NN  N 

von  irgend  welchen  Dimensionen 

»,  ,  n, ,  .  .  .  ,  w, 

bestimmt  werden,  nur  mit  der  Eigenschaft,  dass  JV^  die  Curve  /  in  den 
/^  Punkten  von  G,^  je  in  erster  Ordnung,  in  den  übrigen  s  —  i  Gruppen 
gar  nicht  treffe.  Nach  dem  »Restsatz»*  hat  man  dann  vermöge  f=o 
eine  Identität 

M^ m^ 


wo  tfïi  ein  zu  f  adjungirtes  Polynom  der  Ordnung   S  v^«*  +  m  —  3  vorstellt. 
Sei  V,  >  I,  so  nehme  man  in  Formel  (i): 

P  ==  Sit,  Q  =  jVî'->,  iJ  =  iV?  .  .  .  N:-; 

es  sind   dann  die  Bedingungen  des  Satzes  erfüllt,  und  man  hat,  vermöge 

m.  _     A  » 

-.tW.— 1    "T 


Nr'  Nl' . . .  N7       NT'       Nl'...  N':  ' 
d.  h. 

Indem  man  nun  denselben  Schluss  auf  das  zweite  Glied  dieser  Zer- 
legung bezügUcL  N^  anwendet,  und  so  fortfährt,  ergibt  sich  eine  Zerlegung 
von  (2),  vermöge  f  =  o: 

/.N  ^-^4.^4.         4.^4. ^^ 

in  der  jedes  Glied  eine  zu  f  adjungirte  Form  (m  —  3)*®''  Dimension  vorstellt. 

'  Nach  Math.   Ann.,  23. 

•  Of.  Brill  und  Noether,  Math.  Ann.,  7. 
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Nach  derselben  Formel  (i)  zerlegt  sich  das  Schlussglied  von  (3)  weiter 
in  Formen,  die  nur  je  zwei  Factoren  im  Nenner  haben;  z.  B.,  vermöge 
^^=0,  in 

W  N1N2 .  . .  iV,        N^N.'^  NiNs  ■+'•••'*"  Ns^iN.  ' 

wo  wieder  jedes  Glied  zu  f  adjungirt  wird.  Auch  könnten  alle  einzelnen 
Glieder  von  (3)  und  (4)  nach  dem  >  Restsatz ^  wieder  vielfach  umgestaltet 
werden. 

Eine  andere  rationale   Zerlegung  von  ^  würde  sich  aus  (i)  ergeben, 


N 

7.11  vnr    Tnif    aitiatti    hAliAhiarAn  1 

N 
s 

Function  S  a,a?< ,  multiplicirte.     Dann  würde  für  f  =  o 


M 
wenn  man  —  zuvor  mit  einem  beliebigen  Polynom,  etwa  mit  einer  linearen 


'     P. 


(5)  ^=-JL.  yZ 


Dies  wären  die  Zerlegungen,  wie  sie  in  den  direkt  mit  Partialbruchzer- 
legung  arbeitenden  Methoden  gebraucht  werden,  wobei  nur  la^Xi  durch 
die  homogen  machende  Veränderliche  ersetzt  zu  denken  ist.  Die  hierbei 
neu  eingeführten  Unstetigkeiten  in  2a<a;<  =  o,  /'=o  könnte  man  übrigens, 
wenn  man  weiterhin  Irrationales  benutzen  wollte,  noch  verringern.  Denn 
die  in  (  i  )  noch  unbestimmten  CoefFicienten  von  Ä ,  B  liessen  sich,  indem 
man  A,  B  durch  -4  +  DÇ,  B — DB  ersetzte,  durch  Annahme  von  D  so 
bestimmen,  dass  sämmtliche  Pf^  von  (5)  für  die  nämlichen  m  —  i  der  m 
Schnittpunkte  von  SaiX^  =  o  mit  f=o  verschwinden;  so  dass  dann  für  alle 
Glieder  von  (5)  nur  ein  neuer  Unstetigkeitspunkt  aufträte. 


III. 

Rationale  Trennung  der  Formen  in  solche  »weiter  und  dritter  Art. 

Während  der  Teil  (4)  von  (3)  nur  aus  Formen  dritter  (und  erster)  Art 
besteht,  sind  die  übrigen  Glieder  von  (3)  noch  aus  allen  drei  Arten  ge- 
mischte Formen.  Und  dies  ändert  sich  auch  nicht,  wenn  man  vermöge 
f=o  direkte  Umformungen  vornimmt: 
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wo  f>  eine  Form  erster  Art.  Denn  nur  das  letzte  Glied  vor  ^  wird  eine 
Form  3**'  Art,  die  man  mit  (4)  vereinigen  mag;  die  übrigen  Teile  bleiben 
gemischte  Formen. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  rationale  Scheidung  irgend  eines  solchen 

Gliedes,  oder  von  ^  selbst,  in  Formen  2**'*  und  in  Formen  3*®'  Art.     Wir 

deuten  zu  diesem  Zwecke  mehrere  Methoden  an,  die  zuerst  an  --^  von  (3) 

ausgesprochen  werden  mögen. 

Ein  erster  Weg  benutzt  die  gewöhnliche  Methode  der  Reihenent- 
wicklung und  möge  desshalb  bei  nicht-homogenen  Coordinaten  dargelegt 
werden. 

M  (s ,  z) 
Für   die    Grundcurve   f(s,z)  =  o   werde    die   Form  —, — '—  in  den  /, 

Punkten  der  Gruppe  Gj^  je  zu  co"».  Wenn  für  irgend  einen  dieser  Z, 
Punkte  : 


so  ergibt  sich  die  Gruppe  ö,^  aus 

ntT,C)  =  o,         N,{<r,C)  =  o 

rational,  mittelst  Gleichungen 

PW                   Q{X)               ,._ 

0, 

WO  P(Å) ,  Q{Å) ,  S{k) ,  R{X)  rationale  ganze  Functionen  eines  Parameters 
A,  letztere  irreductibel  vom  Grade  Z^,  sind.  Für  X  konnte  etwa  C  selbst 
gewählt  werden.^ 

Entwickelt  man  nun  mittelst  der  TAYLOR'schen  ßeihe  für  s  —  a  den 
Integranden 

M,i8  ,  Z)         I 

ds 

^  Auch    für    eine    solche    Elimination  hat  Abel  eine  ihm  eigentümliche  Methode 
gegehen;  s.  Werke,  2^  Ausg.,  t.   i,  XIII. 
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in  der  Umgebung  von  $  =  a,  ^  =  C  von  f{s^  z)  =  o  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  z  —  C,  so  wird  der  Coefficient  von  {z  —  C)"^  <^^^  rationale 
Function  von  er,  C,  die  durch  Einsetzen  der  obigen  Ausdrücke  in  eine  ra- 
tionale Function  ^^  von  Å  übergeht.     Um  die  Terme  dritter  Art  aus  der 

betrachteten  Form  zu  entfernen,  hat  man  diese  Function  für  alle  der 
Gleichung  R{Å)  =  o  genügenden  Werte  von  Å  gleich  o  zu  setzen,  d.  h. 
man  hat  eine  Identität  zu  erfüllen: 

U{X)  =  A{Å).R{X). 

Diese  liefert  /j  Gleichungen,  welche  für  die  Coefficienten  von  Ï7(/),  d.  h. 
für    die    von    -Mj,   rational,  linear  und  homogen,  sind.     Es  sind  die  noth- 

wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen,  dass  -—;  eine  Form  2*®'  Art  sei. 

Dieselben  stellen  bekanntlich  (nach  dem  Eesiduensatze)  ^  höchstens  Zj  —  i 
linear-unabhängige  Bedingungen  vor.  Nach  Erfüllung  dieser  Bedingungen 
bleiben  in  M^,  bei  gegebener  Gruppe  Gj^y  d.  h.  N\^j  noch 

willkürliche  Constanten,  linear  und  homogen  eingehend. 

In  einer  etwas  mehr  algebraischen  Modification  dieses  Wegs  könnte  man 

M 

von  der  in  — ^  steckenden,  auf  einen  der  Zj   Punkte  (^,  C)  von  6?,^  bezüg- 

liehen    Summe    von    Vj  —  i     »Formen    2*®'    Gattung»    (nämlich   von    dem 

S^,^4il^*'»""*^(<T,  C)  von  Math.  Ann.   37,  §  3)  ausgehen,  deren  Coefficienten 

wieder  rationale  Functionen  von  a,  C  werden.     Schreibt  man  der  Differenz 

M  . 

zwischen  —^  und  dieser  Summe  vor,  im  Punkte  (ö-,  C)  nicht  mehr  unendlich 

zu  werden,  so  liefert  dies  zunächst  wieder  eine  Gleichung  in  ^,  C,  die,  wie 
oben,  in  eine  Identität  in  Å  und  damit  in  die  /j  —  i  Gleichungen  für  die 
Coefficienten  von  M^   übergeht. 

Ein  unseren  Operationen  an  Formen  mehr  entsprechender  rational- 
algebraischer Weg  besteht  darin,  dass  man  eine  Form  — ^  an  jeder  Stelle 
bezüglich  ihrer  Unstetigkeit  vergleicht  mit  der  Differentialableitung 

'  Cf.  auch  Math.  Ann.,  37,  §  6,  n^  8. 
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einer  rationalen  Function  o**""  Dimension  einer  Stelle  x^ ,  o;,,  rr,  von  /*(ic)=o.* 
Ein  solcher  Ausdruck  ist  eine  zu  f  adjungirte  gebrochene  Form  (wi  —  3)**'' 
Dimension,  sowohl  wenn  die  beiden  Polynome  r*®'  Dimension,  x,  ^^^  î^> 
beide  zu  f  adjungirt  sind,  als  wenn  beide,  oder  tp  allein,  nicht-adjungirt 
wären. 

Sei  (f)  irgend  eine  zu  f  adjungirte  Curve,  vom  Grad  r,  welche  f  an 
jeder  Stelle  von  ö,^  genau  (v,  —  i)-fach  trifft;  und  zwar  sei  r  so  hoch 
gewählt,  dass  die  V  Kestschnittpunkte  G^  von  ^  =  0  mit  /"=  o  auf  keiner 
Curve    fj    liegen.     Für   ^   sei   die  Gesamtheit  der  adjungirten  Curven  r**' 

Ordnung  genommen;  so  dass  y  die  Gesamtheit  der  algebraischen  Functionen 

der  Klasse  vorstellt,  welche  in  (r,^  zu  oo*'»""',  in  (?,.  zu  00*  werden  sollen. 
Schreibt  man  diesen  x,  weiter  vor,  in  jedem  Punkt  von  G^^  die  Curve  f 
k-msX  zu  treffen  (Ä  =  i  ,  2  ,  . . . ,  j^,  —  2),  so  erhält  man,  wenn  keine  weitere 

Bedingung    gegeben    ist,    eine    Function  y,  welche  in  6?^  zu  cx)'  werden 

kann  und  in  G^^  wirklich  zu  cx)"»""*"*  wird  (vermöge  der  Annahme  über  die 
Ghnippe  Gf\  vgl.  den  »Satz  für  feste  Punkte»').  Diese  Curve  Xk  1^*)  ver- 
möge /"=  o,  noch 


linear  und   homogen  eingehende  willkürliche  Constanten.     Da  eine  der  Xt 
Cun 
In 


die  Curve  ij)  selbst  ist,  so  hat  Dxf    ^i'^  Constante  weniger. 


if, 


kann    man    daher   nun    (Vj  —  1)/,    der   willkürlichen  Constanten  von  x  so 

p 
bestimmen,   dass  die  Form  ^  in  den  l^  Punkten  von  Gi^  höchstens  je  zu 


^  Gf.  Math.  Ann.,  37,  §  5,  und  das  Anm.  6  der  dritten  Seite  citirte  Werk 
von  Picard  nnd  Simart,  t.  2,  p.   161. 

*  Als  ReducHonssatz  für  algebraische  Functionen  in  Math.  Ann.,  37,  S.  424  Anm. 
angeführt. 

26.    Imprimé  le  31  juillet  1902.  28 
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co^  werde.     Alsdann  kann  man  die  /,    Gleichungen  hinschreiben,  welche 

P 
anwagen,    dass   die   Form  ^  auch  in  Gg^  überhaupt  nicht  mehr  unendlich 

werden  soll.     Diese  Gleichungen  werden,  da  D,~  Glieder  dieser  Art  gar 

nicht  enthält,  unabhängig  von  den  l'  —  p  noch  unbestimmt  gebliebenen 
Coefficienten  von  ^;  es  sind  die  mit  Z,  —  i  unabhängigen  Gleichungen 
äquivalenten  /,   linearen  homogenen  Gleichungen  für  die  Coefficienten  von 

M^f  nÄch  deren  Erfüllung  —^  eine  Form  2**'  Art  wird. 

Trennt  man  den  so  bestimmten  Teil  2**'  Art,  —7  ,  von  —z  (für  v>  2), 


SO   ist   der    Rest         ^^^         der  Teil  3**^  Art  — J^,  ohne  andere  Unstetig- 


keiten,   als  solche  erster  Ordnung  in  der  Ghuppe  ö,^,  also  eine  Form  -^ , 

Natürlich  kann  nachträglich  zu  einem  der  beiden  Teile  eine  beliebige  Form 
^  addirt,  vom  anderen  subtrahirt  werden. 

Wendet  man  endlich  dasselbe  Verfahren  auf  alle  Gruppen  G^i,, ...,  ö,,  an, 

so  könnten  die  erhaltenen  Formen  3**'  Art,  -^ ,  noch  mit  dem  Schlussglied 

(4)  von  (3)  zu  einem  Gliede  zusammengefasst  werden. 

M 

N 


M 

Hätte  man  dasselbe  Verfahren  unmittelbar  auf  ^  angewandt,  so  würden 


sich  für  M  im  Ganzen 


*->i 


unabhängige  lineare  homogene  Bedingungsgleichungen  ergeben  habeh,  durch 
deren  Erfüllung  ^  in  eine  Form  2^^  Art  übergeht. 
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IV. 

System  von  algehraiach^-unahhängigen  Fm'tnen  2^^  Art,  hei  ge- 
gebenen Gruppen  von  Un  stetig Jceit^unkten  gegebener  Ordnung. 

Unter  einem  »System  von  algebraisch-unabhängigen  Formen  2^^  Art, 
welche  in  Gruppen 

von  je  /,  ,  /j ,  . . . ,  /,  Punkten  von  f  bezüglich  zu 

CO"' ,  00"« ,  .  . . ,  oo"' 
werden»,  wird  ein  derartiges  System  von  Formen  2^'  Art 

^>      Ml  M^ 

N    '    N    '     '  '  '  '      N 

verstanden,    dass   jede    adjungirte    Form  mit  denselben  Unstetigkeiten  sich 
in  die  Gestalt  setzen  lässt: 


wo  die  Cj  Constanten  sind  und  ^  eine  algebraische  Function  der  Klasse  wird. 

Es  handelt  sich  um  die  Aufstellung  solcher  Systeme,  insbesondere  um 
Bestimmung  der  Zahl  t. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  N  eine  zu  f  nicht-adjungirte  Curve  der  Ordnung 
n,  welche  jeden  der  I,^  Punkte  von  Gj^  zum  j^^-f^tchen  Punkt  habe  (A=  i ,2,  ...,5). 
Durcl^  den  Eest^chnitt  von  N  =  0  mit  f=o  lege  man  alle  zu  / adjungirten 
Curven   My   der  Ordnung  n  +  m  —  3.     Man  erhält  dann  eine  Gesamtheit 

von  Formen  -^ ,  mit  (vermöge  f  =  o) 


linear  und  homogen  eingehenden  willkürlichen  Constanten.     Nach  Abtren- 
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nung  der  S  /^  —  i   Formen  dritter  Art  (Abschn.  III)  bleibt  noch  die  Ge- 
samtheit der  zu  betrachtenden  adjungirten  Formen  2**'  Art,  -^ ,  übrig,  mit 

i 

a=T{v,—  i)l,  +  p 

in  M^^^  linear  und  homogen  eingehenden  willkürlichen  Constanten,   p  linear- 
unabhängige  dieser  Formen  sind  als  adjungirte  Formen  ç>  darstellbar. 

Um    ein    System  von  algebraisch-unabhängigen  Formen  unter  den  a 

linear-unabhängigen  Formen  -^  zu  bestimmen,   sei  angenommen,  dass  es 

k  linear-unabhängige  Formen  j5>  gibt,  welche  /=  o  in  den  Gruppen 

bezw. 

{v,  —  i)-,  (v,  —  i)-,  .  .  .  ,  (v,  —  i)-fach 

treffen.     Existirt  keine  solche  j5>,  so  ist  Ä  =  o  zu  setzen. 

Man  bilde  nun  alle  algebraischen  Functionen  j  der  Klasse,  welche  in 
diesen  Gruppen  bezw.  zu 

00*^"' ,  QO'^^  ,  .  .  .  ,  oo^'-' 

werden  sollen.     Nach  dem  »EiEMANN-RocH*schen  Satze»*  gibt  es 

ß='E{v,—  i)h—p+i  +k 

linear-unabhängige  solche  Functionen.     Da  einer  der  ß  Ausdrücke  ^  mit 
^  zusammenfällt,  so  bleiben  in  D,y  noch  ß —  i   willkürliche  Constanten, 

linear   und   homogen  eingehend.     Jede  dieser  ß —  i   Formen  D^^  gehört 

aber  zu  den  betrachteten  Formen  ^^;  und   ausser  linearen  Verbindungen 

der    ß  —  I     Formen   gibt   es   auch   keine  andere  Form  der  Gestalt  D,  jj , 


'  Brill  und  Noether,  Math.  Ann.,  7. 
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welche  die  für  die  -jr-  angegebenen  Eigenschaften  hat.     Daher  hat  man 
den  Sat0: 


»In    dem    System   von    a  linear-unabhängigen  Formen  2**'  Art,  -j^ , 


gibt  es 

<  =  a  —  (/9 —  i)  =  2|)  —  Ä 

algebraisch-unabhängige;  wobei  ft  die  Anzahl  der  linear-unabhängigen  ip 
bedeutet,  welche  /*=  o  in  ö,^  bezw.  (v^  —  i)-fach  treffen  (A  =  i  ,  . . . ,  5). 
Solche  22)  —  k  Formen  kann  man  aus  einem  System  von  |9  Formen  i  ^^ 
Art,  jp,  und  aus  p  —  A  eigentlichen  Formen  2^^  Art  zusammensetzen.» 

Wollte  man,  wenn  ft  >  o,  für  die  gegebenen  Gruppen  6r,^  von  Un- 
stetigkeitspunkten  auf  ein  System  von  2'p  algebraisch-unabhängigen  Formen 
2*®'  Art  kommen,  ohne  ausserhalb  dieser  Gruppen  liegende  Punkte  und 
ohne  Irrationalitäten  zu  benutzen,  so  hätte  man  die  Ordnungszahlen  v^^, 
alle  oder  teilweise,  soweit  zu  erhöhen,  dass  alsdann  ft  =  o  würde.  Auf 
ein  solches  System  von  2p  Formen  2*®'  Art  sind  dann  aber,  mittelst  der 
Differentialableitungen  algebraischer  Functionen  der  Klasse,  zugleich  sämt- 
liche Formen  2**'  Art,  welche  in  den  gegebenen  Gruppen  (r,^ . . .  (?,,  in 
irgend  welchen  Ordnungen  00  werden,  zurückzuführen. 

Übrigens  hätte  es  für  diese  Betrachtungen,  wie  den  Satz,  genügt,  sie 
für  l  Punkte  von  f  auszusprechen,  in  denen  die  Formen  2^^  Art  je  zu 
00*  werden  sollen  und  welche  zusammen  o  ^-Punkte  von  ft  linear-unab- 
hängigen Curven  ip  sind;  wenn  man  hierbei  nur  >co*,  bezw.  o\  in  jedem 
von  V —  I  consecutiven  Punkten»  als  äquivalent  betrachtet  mit  »00",  bezw. 
0""^  an  einer  Stelle  von  /'=o>. 
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V. 

nationale  Reduction  der  Formen  (m  —  3)*«'  Ditnension  mittelst 

Differentialableitungen  algebraischer  Functionen  auf  2p  fest' 

gewühlte  Formen  2^^  Art  und  auf  Formen  dritter  Art. 

Die  rationale  Durchführung  des  ABEL*schen  ßeductionsproblems,  unter 
den  in  der  Einleitung  gestellten  Anforderungen,  ist  nun  eine  einfache  An- 
wendung des  Abschn.  IV. 

Es  liege  irgend  eine  zu  f  adjungirte  Form  (w  —  3)*®'  Dimension,  ^ , 

vor,  die  in  den  Gruppen 

G^/,  )  ö,,  )  •  •  • ,  (^t. 

bezw.  zu 

CX)"»  ,  co*^ ,  . . .  ,  CO*'' 
werde. 

Entweder  mag  man  nun  ^  zuerst,  nach  Abachn.  II,  III,  in  Formen 

2**'  und  3**'  Art  spalten  und  jeden  der  Teile  2^'  Art  nach  dem  im  Folgenden 
anzugebenden    Verfahren   weiter   behandeln.     Oder   man   wird   dieses  Ver- 

M 
fahren  unmittelbar  auf  -^  selbst  anwenden  ;  alsdann  ergibt  sich  die  Spaltung 

M 

von  ^  in  Teile  2^^  und  3^^  Art  von  selbst  mit. 

Man  nehme  als  Hülfsgruppe  irgend  eine  rational  bekannte  Gruppe  G^ 
von  L  Punkten  auf  f  =0^  welche  keiner  anderen  Bedingung  unterliegt,  als 
der,  dass  ihre  L  Punkte  nicht  durch  eine  Curve  j5  verknüpft  sind. 

Zunächst    wird    man    die   Gesamtheit  der  Formen  =r,  welche  nur  in 

den    L    Punkten    der    festen    Gruppe    (r^  je   zu   co*  werden  sollen,  nach 

Abschn.  m  sondern  in  solche,  -^,  von  der  zweiten  Art,  und  in  solche, 

-^r-,  von  der  dritten  Art. 
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5J}(») 
Die    Formen    -^   la<«en    sich    —    nach   Abschn.    IV,    wobei   &  äs  o 

wird  —  auf  ein  algebraisch-unabhängiges  System  von  2p  Formen  2**'  Art 


(6) 


Fl)  ^2  )   •  • • )  ?P 


zurückführen. 

Nach  demselben  Abschnitt  IV  lassen  sich  alle  Formen  2***"  Art,  die  in 

bezw.  zu 

CX)"»  ,  CX)*'*  ,   .  .  .  ,   CO*''  ,  QO* 

werden,  algebraisch  zurückführen  auf  das  System  (6)  ;  daher  auch  derjenige 
Teil,  welcher  in  G^  gar  nicht  mehr  cx)  wird.  Dies  sind  aber  gerade  die- 
jenigen Formen  2^^  Art,  -^ ,  welche  in  der  vorgelegten  Form  ^  ent- 
halten sind. 

Damit    ist    die    verlangte    Keduction    für  den  Fall  geleistet,  dass  die 
vorgelegte  Form  selbst  eine  solche  zweiter  Art  war. 

War   aber  -^  eine  aus  Formen  2**"'  und  3**'  Art  gemischte  Form,  so 

bleibt  die  algebraische  Eeduction  von  Abschn.  IV  noch  immer  anwendbar. 
In    der   That,    man   bilde  zunächst  die  allgemeinste  algebraische  Function 

y,  welche  in  den  Gruppen 

bezw.  zu 

00"»-^  oo*^-',  ...,  oo*"-\  CO* 

werden  kann.     Der  Ausdruck  ^  hat,  vermöge  /"=o,  noch 


a  =  i;(v,.—  i)h  +  L—p+  I, 
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X 


die  Form  D^^  noch  a —  i  willkürliche  Constanten.  Die  Anzahl  Ky^, —  \)Ik 
dieser  Constanten  kann  man  nun  auch  hier  so  bestimmen,  dass 

N         'ip 
in   allen  Punkten  der  s  Gruppen  ff,^  nur  höchstens  zu  oo*  werde.     Denn 

denkt  man  sich  die  Form  ^  in  ihre  beiden  Teile  2*®'"  und  3**""  Art 

N 

N~   N    "^   N 

zerlegt,   so   könnte   man,   da  die  L  Punkte  durch  keine  fp  verknüpft  sind, 

je  einen  Teil  ^  der  Functionen  ^  bilden,  welcher  zwar  in  ö^i  i^<>ch  je  zu 

Qo'  werden  kann,  aber  in  sämtlichen  Gruppen  G,^  nicht  mehr  unendlich 
wird,  mit  Ausnahme  irgend  eines  der  Punkte  irgend  einer  dieser  s  Gruppen, 

in  welchen  y  wirklich  zu  cx)"*  ^  wird,  wo  /  irgend  eine  beliebig  gegebene 
der  Zahlen   i  ,  2  ,  . . . ,  Vj^ —  i   vorstellt;  ^  daher  lässt  sich  durch  D^^  jedes 

auf  Gf^y  . . . ,  G,^  bezügliche  Glied  von  -^  vernichten. 

M  y 

Nach  dieser  Bestimmung  wird  ^  —  2>,  ^  in  den  Gruppen  (t,^  ,  . . . ,  ö,, 

höchstens  zu  co\  in  Gj^  zu  cx)*,  und  verhält  sich  zugleich  hemglich  der 
Punkte  von  Gj^  wie  eine  Form  2**'  Art. 

Daher  hat  man,  nach  Abschn.  II,  eine  rationale  Zerlegung 

WO  -^  eine  Form  2^^  Art  ist,  welche  nur  in  den  L  Punkten  von  Gi 
höchstens  zu  cx)*  wird,  -^  eine  auf  Gf^,  , . . ,  (?,,  bezügliche  Form  3**'  Art. 
Da  nun  -^  auf  das  System  (6)  zurückführt,  vermöge  einer  Beziehung 


31 


f=^.^-:+|A-.+l-. 


*  Nach  dem  o.  c.  ReducHonssatz  für  algebraische  Functionen,  Math.  Ann.,  37,  §  2, 
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SO  hsit  man  die  gesuchte  Eeduction: 

Der  hier  auftretende  Teil  dritter  Art,   -^s^  »  von  ^  lässt  sich  alsdann  nach 

Abschn.  II  auf  rationalem  Wege  noch  in  mannigfache  Gestalt  bringen. 
In  diese  rationale  Reduction  tritt  nur  eine  rational  bekannte  Gruppe 
Gj^  von  L  nicht  durch  eine  Curve  ^  verknüpften  Punkten  von  f  einfach 
ein  (oder,  statt  dessen,  eine  mehrfach  zu  nehmende  Gruppe  von  durch  eine 
fp  verknüpften  Punkten).  Sie  hat  zur  Festlegung  von  2p  algebraisch- 
unabhängigen im  Voraus  fest  anzunehmenden  Formen  (Integralen)  2**'  Art 
zu  dienen.  Dagegen  war  für  die  Abschn.  II — IV  eine  Einführung  von 
weiteren  Unstetigkeitspunkten,  oder  von  solchen  höherer  Ordnung  als  ge- 
geben, überhaupt  nicht  erforderlich;  und  ebensowenig,  wie  am  Anfang 
dieses  Abschnittes  bemerkt  ist,  zur  Absonderung  des  Teiles  dritter  Art  in 
der  zuletzt  angeführten  Reductionsformel. 

Erlangen,  im  Januar   1902. 


Aela  mathematiea,    %.    Imprimé  le  :)0  juin  1002.  29 
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SUR  L'APPLICATION  DU  THÉORÈME  FONDAMENTAL  D'ABEL  RELATIF  AUX 
INTÉGRALES  ALGÉBRIQUES  À  LA  RECHERCHE  DE  SYSTÈMES  COMPLÈTE- 
MENT ORTHOGONAUX  DANS  UN  ESPACE  À  n  DIMENSIONS 


FAB 

GASTON   DARBOUX 

à  FAKIS. 


Parmi  les  différentes  méthodes  que  Jacobi  a  fait  connaitre  pour  l'in- 
tégration des  équations  différentielles  abéliennes,  s'en  trouve  une  qui  repose 
sur  une  transformation  analytique  des  plus  remarquables,  découverte  et 
employée  d'abord  par  Lame  dans  le   cas  de  trois  variables  indépendantes. 

Si  Ton  désigne  par  /t>,  ,  /o, ,  .  .  .  ,  /t>,  les  n  valeurs  de  A  qui  sont  ra- 
cines de  Téquation 


(■)  ÇA= 


=  I, 

où  ttj  ,  a, ,  .  .  .  ,  a^  sont  des  constantes,  on  peut  substituer  aux  variables 
iCj  ,  0?, ,  . . . ,  0?^ ,  que  Ton  envisagera  comme  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions,  les  n  variables  p^  ,  p^  y  •  •  •  >  /O«, 
qui  deviendront  ainsi  des  coordonnées  curvilignes  du  même  point.  Nous 
les  désignerons  dans  la  suite  sous  le  nom  de  coordonnées  elliptiques^  parce 
que  les  surfaces  sur  lesquelles  chaque  coordonnée  demeure  constante  sont 
du  second  degré.  Jacobi  a  donné  les  formules  qui  permettent  de  passer 
des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  elliptiques.  Si  l'on  pose,  pour 
abréger. 


(2)                            f{u)  =  («  -  a,){u  -  o.)  . 

. .  («  —  a,\ 

(3)                           F («)  =  (m       /o,)(«       PÙ  ■ 

••(«  — yO„), 
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on  aura 

(4)  ''*        /-'(«O' 

et  rclément  linéaire  de  Tespace,  donné  par  la  formule 

ds'  =  dx\+  ,,,  +  dxl, 
aura  pour  expression,  en  coordonnées  elliptiques, 

(5)  ^' = -Ip^^^lu^. 

Cette  expression  apparait  comme  la  généralisation  naturelle  de  celle  que 
Ton  doit  à  Lame  pour  l'espace  à  3  dimensions. 

Dans  mes  premiers  travaux  sur  les  cyclides  Jionio focales  j'ai  été  conduit 
à  définir  et  à  étudier  un  nouveau  système  de  coordonnées  curvilignes  ortho- 
gonales qui,  lui  aussi,  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 
On  le  détermine  de  la  manière  suivante. 

Désignons  par  la  notation  bi^  les  (?*  +  2)'  éléments  d'une  substitution 
linéaire  orthogonale  à  n  +  2  variables.  Ils  sont  liés  comme  on  sait  par 
les  relations 

(   ifc-ii  +  2  t=iJ+2 

z  bi    =  I,         r  bl    =  I, 


(6) 


Ü;«! 


k^n+2  .  À;-n  +  3 

5^,  *«*tA  =  o,  L   bi^b^  =  o. 


Supposons  que  tous  ces  éléments  soient  des  constantes,  et  introduisons  à  la 
place  des  n  variables  x^  les  w  +  2  variables  y<  dont  les  rapports  mutuels 
sont  déterminés  par  les  équations  suivantes 

»'  +        -h  «*  —  JR* 
(7)  ^yk  =  K^i  +  K^^  +  .  .  .  +  bf^^n  +  Kn^x- "\j^  "* 

2Rs]—l 

où   jB  désigne  une  nouvelle  constante  et  A  un  facteur  de  proportionnalité. 

Un  point  de  l'espace  à  n  dimensions  sera  déterminé  par  les  rapports 

mutuels  des  variables  y^.     Mais   ces  variables  sont  des  coordonnées  liomo- 
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gènes  surabondantes  liées,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  par  la  relation 
identique 


(8) 


?y*  =  o. 


Nous  les  appellerons  coordonnées  sphériques  du  point.  Réciproquement, 
toutes  les  fois  que  n  +  2  variables  y^  vérifient  la  relation  identique  précé- 
dente, elles  sont  les  coordonnées  sphériques  d'un  point,  et  les  formules  (7) 
permettent  d*en  déduire  les  coordonnées  cartésiennes  x^.  On  trouve  en 
effet,  par  des  calculs  faciles. 


(9) 


-\  + 

2  II 

x\  + 

..  +  «:  +  «' 

ik-s 


ib-ii+s 


et  des  deux  dernières  de  ces  relations  on  déduira  les  suivantes: 


(10) 


(lO 


x\-\-  ...+x\ 


t-H+ï 


li 


=  ^  JJ  (**,»+!  +  \/— i*t.,+î)y*. 


R 


t-n-f-l 


y=  J,  (\/— 1^«+»  — \-+.)yt. 


Cette  dernière  équation  fera  connaître  l'expression  de  X  en  fonction  des 
coordonnées  y^  et  permettra,  en  particulier,  d'obtenir  les  expressions  sui- 
vantes des  Xi 


('2) 


^t   """  Ä^ 


Ä  ^Ç,  &ifct«^ifc 


Å;«n+3 


ii?i    ^^~  ^  **.«+2  —  hk,n-^\)yk 


Il  est  d'ailleurs  très  aisé  de  former  l'expression  de  l'élément  linéaire 
de  l'espace  en  fonction  des  quantités  y^^  et  de  leurs  différentielles. 

Si  l'on  différentie  en  effet  l'équation  (7)  et  si  on  ajoute,  après  les 
avoir    élevées    au    carré,    toutes    les    équations  ainsi  obtenues,  en  donnant 
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à  k  toutes  les  valeurs  possibles,  on  trouvera,  en  tenant  compte  de  l'iden- 
tité (8), 

n+3  n 

1  1 

et,  par  suite,  Télément  linéaire  de  l'espace  à  n  dimensions  sera  fourni  par 
la  formule 

«+2 

U'  S  dyl 


(13)  ds' 


1 


1  > 


[«+3        1 

où  ne  figurent  que  les  coordonnées  sphériques  y^ 


II. 

L'emploi  des  coordonnées  sphériques  permet  de  montrer  que,  dans 
tout  espace  à  n  dimensions,  il  existe  un  système  triple  orthogonal  algé- 
brique, plus  général  que  celui  des  coordonnées  elliptiques. 

Si  Ton  pose  en  effet 

(H)  y*= jri^>^ > 

f{u)  désignant  le  polynôme  à  racines  constantes 

(i  5)  f{u)  =  {u  —  a,){u  —  a,) .  .  .  (w  —  a^+j),    . 

les  quantités  yi^  satisferont  à  la  relation  identique 

n+2 

et  pourront  être  considérées,  par  conséquent,  comme  les  coordonnées  sphé- 
riques d  un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Les  quantités  p^  ^  p^ ,    ..,/>„  seront  les  n  racines  de  l'équation  en  Å 

11  +  2  S 

Vk 


(■*)  lirh-" 
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('7) 


?%î=-îi: 


/•(/>.) 


dp\, 


fp(tt)  désignant,  pour  abréger,  le  polynôme 

(i8)  f{u)  =  {u  —  p^){u—p^)  .  .  ,  {u—p,y 

On    aura    donc,    pour    l'élément    de   l'espace  à  n   dimensions,   l'expression 
suivante,  déduite  des  formules  (13)  et  (17), 

(19)  rf5«  =  M'VÎ%4^', 

où  M  aura  pour  expression 


(20) 


M 


2     ^2:     y|.(yCr76^,,^,--6j^„^^) 


On  voit  ainsi  que,  dans  un  espace  quelconque,  les  n  variables  p^  définies 
par  l'équation  (16)  forment  un  système  de  coordonnées  curvilignes  ortho- 
gonales. 

Ce  système  est  plus  général  que  celui  de  Lame  et  de  Jacobi,  puisque 
les  surfaces  qui  le  composent  et  pour  lesquelles  une  des  coordonnées  est 
constante  sont  définies  par  l'équation  (16),  et  il  résulte  de  l'expression  (7) 
des  coordonnées  y^^  que  ces  surfaces  sont  du  quatrième  ordre  et  qu'elles 
admettent  pour  ligne  double  le  cercle  de  l'infini. 


III. 

Des  calculs  qui  ont  été  développés  dans  l'article  précédent,  il  résulte 
que,  dans  tout  espace  à  n  dimensions,  on  peut  définir  deux  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques  pour  lesquels  l'élément  linéaire  est  compris  dans  la  forme 
générale 


(21) 

où  l'on  a 


[u)^{u  —  py)....{u  —  p,) 
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et  OÙ  f(u)  désigne  un  polynôme  algébrique  à  coefficients  constants.  Pour 
l'un  de  ces  systèmes,  formé  des  surfaces  homofocales  du  second  degré,  M 
se  réduit  à  une  constante  et  le  polynôme  f{u)  est  du  degré  w.  Pour  l'autre, 
formé  de  surfaces  du  quatrième  ordre  analogues  aux  cyclides,  f{u)  est  un 
polynôme  du  degré  n  +  2 :  Nous  allons  voir  comment  lapplication  du 
théorème  fondamental  d'AßEL  permet  de  rattacher  à  ces  systèmes  une  suite 
illimitée  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux  algébriques. 

ß  et   Ö,   désignant  des  fonctions  quelcon<5[ues  des  variables  pi,  désignons 
par  A#,   A(Ö,  0^)  les  symboles  opératoires  suivants: 


(23) 


L'équation 

est    évidemment    la    condition    nécessaire    et   suffisante  pour  que  les  deux 
familles  de  surfaces 

ß  =  const.,  ß^  =  const. 

se  coupent  mutuellement  à  angle  droit. 

Cela  posé,  introduisons  la  fonction   ß  définie  par  la  formule 

OÙ  l'on  a 

(25)  ôJ(w)  =  (w  —  a,){u  —  aj  .  .  .  (w  —  a„), 

a,  ,  .  .  .  ,  a„  désignant  n  constantes  arbitraires. 

H  est  facile  de  voir  que  la  fonction  Ö,  considérée  comme  dépendante 
des  quantités  a^,  satisfait  identiquement  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
suivantes: 


qui  sont  au  nombre  de 


daidak       dfii        da/c 

n(n  —  l) 
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Considérée  comme  fonction  des  variables  />{,   elle  satisfera  également 
à  une  équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  allons  former. 
On  a 

(27)  A»  =  V^. 

La  somme  qui  figure  dans  le  second  membre  est  précisément  une  de  celles 
qu'ÂBBL   nous   a   appris   à   évaluer.     C'est  le  coefficient  de  -  dans  le  dé- 
veloppement de    -~— ^   suivant  les  puissances  descendantes  de  u. 
On  a  donc  généralement 

(28).  ù.e  =  i{p,  —  a,) 

Ce  point  étant  admis,  reprenons  la  formule  générale 


(=.)  ^»'SXjCi 


et  différentions  par  rapport  à  une  des  constantes  a.     On  sera  évidemment 
conduit  à  Tidentité 

(30)  r-êf-4«.H)- 

En  faisant  usage  de  cette  relation  on  voit  que  si  Ton  différentie  par 
rapport  à  o^  Téquation  (28)  on  aura 

Différentions  à  son  tour  l'équation  (31)  par  rapport  à  une  autre  des 
constantes  a«-;  nous  aurons 

Aeta  maihtmaiiM.    26.    Imprimé  le  80  Jain  1902.  30 
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Or  d'après  les  équations  (26)  auxquelles  satisfait  0,  on  a  identiquement 

(33)  .(.,-a.)A(e,,-^j+A(s.?D-A(«,?£)=o, 
ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  Téquation  (31), 

(34)  ^(».5ä)-°- 

On  aura  donc,  dans  tous  les  cas,  en  vertu  de  l'équation  (32) 

Le    lecteur   pourra    d'ailleurs   calculer  directement  —  ,  —  et  vérifier  sans 
'^  dOi  '  dak 

peine  la  relation,  fondamentale  pour  notre  objet,  que  nous  venons  d'obtenir. 

Ces  formules  préliminaires  une  fois  établies,  considérons  une  fonction 

F   des    seules    variables    ot,,  assujettie  à  vérifier  les  équations  aux  dérivées 

partielles 

et  écrivons  les  n  équations 

(37)  ^  =  Vo,^  ''-' '"^ 

qui  déterminent  a, , . . . ,  a»  en  fonction  de  p^  .-»^Pn*  Nous  allons  montrer 
que  les  fonctions  a»-  ainsi  définies  forment  un  système  complètement  ortho- 
gonal. 

Remarquons  à  cet  effet  qu'en  vertu  des  équations  (26)  et  (36)  on  a 
identiquement 

,  v/  a*0        d*F  \  ,  a0     dF      ae  ,  aF 

v"i  '\aa<aai        dai^Uk/        dai       duk       dai       dak 


(38) 


Par  conséquent  toutes  les  équations 

a»«  a*F 


aa^a^ib        drxidak 
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où  î  est  différent  de  &,  s'obtiennent  par  la  combinaison  linéaire  des  équa- 
tions (37),  dont  elles  sont  de  simples  conséquences. 

D*après  cela,  si  nous  différentions  totalement  les  équations  (37),  nous 
aurons,  en  tenant  compte  des  formules  (38), 


k^n 


a'»    ,         /d'F      d'0\ 


Si  donc  l'on  pose,  pour  abréger, 
on  voit  que  Ton  aura 

(4.)  ^(»'.»J-ïi;<.:-S-o- 

Donc  les  fonctions  a^  ,  .  .  .  ,  a«  forment  bien  un  système  orthogonal. 

On  peut  démontrer  ce  résultat  d'une  autre  manière.     La  relation  (4 1  ) 
montre  que  les  n'  éléments  définis  par  la  formule 


sont  ceux  d'une  substitution  linéaire  orthogonale.     Car,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (41),  ils  satisfont  identiquement  à  la  relation 

et,  d'après  la  définition  du  symbole  A,  on  a  évidemment 

S  cî  =  I . 
Or  on  trouvera  aisément  que  l'on  a 


AI 


/d0\  I  ßXai) 


i'       4 


\9ai'  4  f  (««)  ' 
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ce  qui  donne,  pour  l'expression  des  coefficients  c^^, 


En  tenant  compte  de  cette  expression,  l'équation  (39)  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

Si  l'on  élève  les  deux  membres  au  carré  et  si  l'on  ajoute  toutes  les  équài' 
tions  obtenues  en  donnant  à  t  toutes  les  valeurs  possibles,  on  aura 

OU  encore,  en  utilisant  l'équation  (21), 

(43)  .*'=-4»'I|^J^*^'. 

Cette  expression  de  l'élément  linéaire  de  l'espace  à  n  dimensions,  étant 
débarrassée  des  rectangles,  met  en  évidence  que  les  fonctions  a»-  forment 
un  système  complètement  orthogonal. 


IV. 

Des  propositions  établies  dans  l'article  précédent  résulte  l'existence 
d'une  infinité  de  systèmes  orthogonaux  nouveaux.  Il  est  aisé  en  effet  de 
démontrer  que  les  équations  (36),  quoique  en  nombre  surabondant,  admet- 
tent des  solutions,  algébriques  ou  transcendantes,  en  nombre  illimité,  et 
que  leur  intégrale  générale  contient  dans  son  expression  n  fonctions  arbi- 
traires d'une  variable.  Les  systèmes  orthogonaux  définis  par  les  formules  (37) 

de      dF 

dm         dOi 

ont  donc  un  degré  assez  grand  de  généralité. 
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Les    équations    précédentes    se    présentent    sous-  forme  transcendante, 
puisque  8  a  pour  expression 


"'S/v't^*'^ 


mais    nous    allons    voir   qu'en   s'appuyant   sur  la  découverte  fondamentale 
d'ÂBEL  relative  aux  intégrales  algébriques,   on  peut,  dans  un  nombre  illi- 
mité de  cafi,  les  remplacer  par  des  relations  entièrement  algébriques. 
Considérons  en  effet  l'équation 

(44)  P'-Q'f{x)a{x)^o 

où  P  ei  Q  désignent  deux  polynômes  algébriques  en  x  dont  nous  re- 
gardons les  coefficients  comme  variables.  Le  théorème  d'ÂBEL  nous  apprend 
que,  si  on  désigne  par  x^  y  x^,  . . . ,  leä  racines  de  cette  équation  et  si  l'on 
suppose  pour  chacune  d'elles  le  signe  dû  '  radical  défini  par  l'équation 

P 


(45)  yfK^)^)  =  Q  > 

on  aura,  en  supposant  que  les  polynômes^  P  et  Ç  varient  de  dP  et  de  dQ 
et  en  désignant  par  dXi  la  variation  correspondante  de  a?^, 

V^    R{xi)dxi    ^jr2R{xXP»Q  —  QdP), 

R{x)  désignant  un  polynôme  quelconque  et  II  étant  le  signe  qui  exprime 

le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  l'expression  soumise  à  ce  signe 

suivant  les  puissances  descendantes  de  x. 

Supposons  maintenait  que  les  coefficients  des  polynômes  P  et  Ç 
varient  d'un  système  de  valeurs  désigné  par  l'indice  o  à  un  autre  système 
désigné  par  l'indice  i.  Chacune  des  racines  Xi  passera  d'une  valeur. a;J  à 
une  valeur  x];  l'équation  précédente,  intégrée  entre  ces  deux  états,  nous 
donnera  la  suivante 

s]  

(47)  y  f   R{xi)dx,         j^      R(x)      r.P  +  QyJf(x)m(x)~V 

qui  est  due  également  à  Abel. 
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Nous  allons  Tappliquer  successivement  à  nos  deux  systèmes  ortho- 
gonaux en  prenant  pour  i5{x)  le  polynôme  défini  par  Téquation  (25)  et 
pour  f{x)  le   polynôme   qui  figure  dans  l'expression  de  l'élément  linéaire. 

Pour  le  premier  des  deux  systèmes  orthogonaux,  ce  polynôme  est  du 
degré  w.  Choisissons  P  du  degré  p  +  n  et  Q  du  degré  p —  i  et  prenons 
pour  système  de  valeurs  initiales  celui  pour  lequel  P  se  réduit  à  son  premier 
terme,  tous  les  coefficients  de  Q  étant  nuls.  Alors  toutes  les  valeurs  ini- 
tiales Xi  seront  nulles  et  il  en  sera  de  même  de  la  valeur  initiale  de 


Choisissons  maintenant  pour  l'état  final  celui  dans  lequel  n  des  2|)  -f  2n 
racines  x^  sont  égales  à  /t>i  ,  /O,  ,...,/?„ ,  les  2p  +  n  autres  se  réduisant 
toutes  à  dès  constantes  Aj  ,  A, ,  .  .  .  ,  h^p^^.  En  exprimant  que  l'équation 
(44)  admet  toutes  ces  racines,  nous  aurons  2p  -f  2n  équations  qui,  par 
l'élimination  des  2|?  -j-  w  coefficients  de  P  et  de  Ç,  donneront  n  relations 
algébriques  entre  les  quantités  yo»- ,  «jt ,  A,.  Ces  relations  algébriques  don- 
neront naissance,  d'après  la  formule  (47),  aux  relations  transcendantes  com- 
prises dans  la  formule  générale 


'^"      tf^^m-'i'f 


F  et  Q  ayant  les  valeurs  qui  correspondent  à  l'état  final,  parce  que,  pour 
l'état  initial,  le  logarithme  qui  figure  dans  la  formule  (47)  se  réduit  à  zéro. 
Ainsi  les  coefficients  de  P  et  Ç  sont  déterminés  par  les  conditions 

(49)  P{pi)  —  Q{pi)  \lnpùm{pi)  =  o, 

(50)  P{K)  —  Q{hi)  y/f{hi)a(hi)  =  o, 

qui  permettraient  évidemment  d'écrire  les  expressions  développées  de  ces 
polynômes. 
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Dans  la  formule  (48),  le  second  membre  sera  nul  toutes  les  fois  que 
Ji{x)  sera  de  degré  inférieur  an.     On  aura  donc 


\/A/^)o(Äi) 


pour  tout  polynôme  R{x)  de  degré  inférieur  ou  égal  an  —  i . 

D'après  cela,  prenons  pour  R{x)  successivement  les  différents  quotients 

que  Ton  obtient  en  supprimant  un  des  facteurs  de  a){x).     On  aura 


«  —  aie 

les  n  équations 


pi  ,  ht 

(51)  V  f    >/^(/^o^p^-    ^_'v'''  f    y/^ 


{hi)dhi 


at)  y/ f  Un) 


auxquelles  on  peut  donner  la  forme  suivante. 
PosoijÄ 


Ai 


(53)  ^--g'/v^'"*'- 


(54) 


f(hi) 
Les  équations  (51)  pourront  s'écrire  sous  la  forme  abrégée 


Et  comme  la  fonction  F  satisfait  évidemment  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  (36),  nous  voyons  que  les  équations  (54)  rentrent  dans  le  type 
(37)  donné  plus  haut  et  que  les  variables  «j  ,  a, ,  . .  .  ,  a,  déterminées  par 
ces  équations  en  fonction  de  Pi  ,  p^ ,  •  .  *  ,  Pn  sont  les  paramètres  d'un 
système  orthogonal.  Comme  les  relations  transcendantes  (54)  peuvent  être 
remplacées  par  les  équations  algébriques  que  l'on  obtient  en  éliminant 
entre  les  équations  (49)  et  (50),  les  coefficients  de  P  et  de  Q,  on  reconnait 
que  tous  les  systèmes  orthogonaux  ainsi  définis  sont  algébriques. 
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Les  raisonnements  précédents  se  rattachent  au  premier  des  deux  sy- 
stèmes orthogonaux  définis  aux  articles  I  et  II.  Si  nous  envisageons  le 
second,  pour  lequel  f{x)  est  du  degré  n  +  2,  on  pouiTa  constituer  une 
théorie  analogue. 

On  prendra  Téquation  algébrique 

(55)  P' -  Q'f{x)Si{x)  ^  o 

OÙ  P  sera  maintenant  un  polynôme  de  degré  n  +  p  +  i  et  Q  un  polynôme 
de  degré  p.  On  exprimera  quelle  admet  pour  racines  /?^ ,  .  .  .  ,/?^  et 
w  +  2^  +  2  constantes  Ä<.  L'élimination  des  n  +  2p  +  2  coefficients  de  P 
et  de  Q  entre  les  2n  -{-  2p  -{-  2  équations  ainsi  obtenues  laissera  n  relations 
entre  les  variables  p^  et  les  variables  a<  qui  définiront  également  un  système 
orthogonal.     Le  raisonnement  est  le  même  que  pour  le  cas  précédent. 
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ON  THE  RELATION  OF  THE  ABELIAN.TO  THE  JACOBIAN 
ELLIPTIC  FUNCTIONS 

BY 

J.  W.  L.   GLAISHER 

of  CAMBBIDGB. 


1.  The  three  Jacobian  elliptic  functions  snrc  ,  cna; ,  dna;,  their  re- 
ciprocals and  their  quotients  form  a  system  of  twelve  functions  which  I 
have   found  it  convenient  to  represent  by  a  uniform  notation  viz.  putting 

==8Cir,    1 —  =  cda?,    =  nsx.    &c,    we    have  twelve  functions,  each 

en»  '    dn«  'ana;  '         '  ' 

denoted   by   a  functional  sign  consisting  of  two  of  the  letters  s  ,  c,  d  ,  n, 

and  forming  the  following  four  groups,  the  members  of  each  group  having 

the  same  final  letter: 

snx ,  cnXydnx  \  cd  ic ,  sd  a; ,  nd  .r  ;  dc  x ,  nc  re ,  sc  a;  ;  ns  a; ,  ds  a; ,  cs  .r . 

Each  of  these  four  groups  might  have  been  selected  as  the  standard  group, 
the  members  of  the  other  groups  being  derived  from  it  merely  as  reciprocals 
and  quotients.  The  actual  selection  of  the  first  group  by  Jacobi  was  due 
to  the  fact  that  (i  —  a;')(i  —  c^x^)  was  Legenduk  s  standard  form  of  the 
general  quartic  function,  this  form  having  been  chosen  by  him  in  order  that 
the  denominator  of  the  integral  might  be  reducible  to  the  form  y  i  — c'sin*  ^ . 

2.  In  treating  the  Jacobian  theory  in  my  lectures  on  Elliptic  Func- 
tions, I  have  been  accustomed  for  many  years  to  employ  the  twelve  elliptic 
functions  sn ,  en ,  cd  ,  dc ,  &c.  and  the  four  corresponding  Zeta  functions 
denoted,    by    a   somewhat   analogous   notation,   by  zn ,  zd  ,  zc  ,  zs.     These 

Acta  meUkmnaiiea.    26.    Imprimé  le  8  Juillet  1902.  81 
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sixteen  functions  form  a  complete  system,  of  which,  however,  only  twelve 
are  doubly  periodic.^ 

The  s-group  has  some  special  properties,  but  with  this  exception  all 
the  four  groups  of  the  elliptic  functions  are  similar  to  one  another  in  all 
essential  respects,  and  any  one  of  the  four  might  have  been  selected  as 
the  standard  group. 

We  can  pass  from  any  one  group  to  the  other  three  either  by  forming 
the    reciprocals    and    quotients    of    the   members  of  the  original  group  as 

SQ  X  SC  X  I 

indicated  by  the  notation  (i.  e.  —r-  = = =  sn  x),   or  by  increasing 

ncl  X        DC  X       ns  x 

the  arguments  by  K ,  iK' ,  Ä'+  iK\  Thus,  taking  for  example  the  «-group, 
we  have 

sn  {x  -{-  K)  =         cda?,  sn {x  +  iK')  =       tMo;, 

cii{x  +  K)  =  —  /c'sd  rr ,  en  {x  +  iK')  =  —  t  ds  a;, 

àn{x  +  K)=       Ä:'nd.T,  dii{x  +  iK')= — icsrr, 

sn{x  +  K  +  iK')  =       I  der, 

cn{x  +  K  +  iK')  =  — -j-ncx, 

àn{x  +  K+iK')  =        ik  sex. 

3.  The  algebraical  relations  connecting  the  three  members  of  each 
group  are: 

sn^x  +  cn^x=  I,         A;'^sd*a;+       cd*iP=i, 

k^sn^x  -f  dn^iP  =  i,  nd'a; —  A*  sd'rr  =  i, 

dii^x  —  cn^x  =  k'\        k^cd''x  +  k'^nå^x=  i. 


nc^rc —      sc^x  =  Î, 

ns*a; —  cs*a;  =  i, 

dc^ic  —  k'^sc^x  =  I, 

ns^  X  —  ds'a;  =  &', 

dc^x  —  k''nc^x  =  k\ 

ds'oj —  CS*  re  =  &'*, 

*  This  sj'stem  of  twelve  or  sixteen  functioDS  is  considered  in  the  Messenger  of 
Mathematics  vol.  XI,  81—95,  I20— 138  (1881— 2),  XV,  92— 148  (1885),  XVI, 
67—86  (1886).  XVII,   I  — 18  (1887),  XVIII,   1—84  (1888). 
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and  the  formulae  giving  the  derivatives  of  the  functions  with  respect  to 
(C  are: 

8n'a?=  cnicdnrr,  cd'ir  =  — k'^sdxndXy 

cii'x  =  —     dnojsna;,  sd'rj;=           nda?cdic, 

dn'  a?  =  —  k^snxcnXi  nd'  a;  =      A'  cd  a?  sd  a?, 

dc'a?  =  Ä;'*ncn?  sea?,  ns'oj  =  — dsrc  csa;, 

nc'a;=       8ca?dca;,  ds'aJ  =  — csicns.i;, 

sc'a?=       dcruncir,  cs'ir  =  — nsa^dso?. 

Certain  multipliers  such  as  k ,  k\  &c.  are  connected  with  some  of  the 
functions,  and  attaching  these  quantities  to  the  functions  to  which  they 
belong,  the  four  groups  become 

k&ax  ,  kcnx  ,  dnx  ;  kcdx  ,  kk'  sdrc  ,  k'ndx  ;  dco? ,  A'ncrr  ,  A'sco?; 

nso; ,  dso; ,  csx, 

which,  except  for  sign  and  the  multiplier  i,  transform  into  one  another 
by  the  addition  of  K,  iK\  K  -{-  iK'  to  the  argument. 

4.  It  will  be  apparent  by  inspection  of  the  above  formulae,  and  it 
becomes  still  more  evident  in  working  systematically  with  the  twelve  func- 
tions that,  although  each  group  might  properly  have  been  selected  as  the 
standard,  still  the  groups  differ  from  each  other  in  points  of  detail  which 
affect  their  convenience  in  use. 

The  5-group  is  the  most  regular,  and  is  free  from  ^-coefficients,  but, 
like  the  cotangent  and  cosecant  in  trigonometry,  the  functions  become 
infinite  when  x  is  zero.  The  c-  and  rf-groups  are  very  much  alike.  Although 
the  d-group  is  the  most  encumbered  by  external  factors,  k  and  k'  are  in- 
volved in  a  quasi-symmetrical  manner,  and  on  this  account  this  group 
appears  to  be  preferable  to  the  w-  or  c- group.  In  the  «-group  all  three 
functions  are  uneven;  in  the  other  three  groups  one  is  uneven  and  two 
are  even. 

5.  It  is  evident  that  the  Abelian  elliptic  functions  ff ,  f \  F  bear  a 
close  general  resemblance  to  sn ,  en ,  dn  respectively,  but  the  actual  relations 
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between    ip    and    sn,   f  and  en,  &c.  are  complicated  and  inconvenient,  the 
modulus   of  the  Jacobian   functions  being  imaginary.     These  relations  are 

,    V        sn  ca: 

f{x)  =  cnca;, 
F{x)  =dnciz;, 

where  A,  the  modulus  of  the  Jacobian  functions,  =-.   The  corresponding 
relations  between  the  periods  are  also  complicated  viz. 

2K           ^       2(iK^K') 
Ù)  = — ,  5)  =  — 

iß 
the  modulus  k  being  -  as  before. 

Thus,  in  spite  of  the  general  similarity  between  the  functions,  the 
direct    transition   from  $? ,  jT,  JF  to  sn,  en  ,  dn  is  by  no  means  convenient. 

6.  The  special  object  of  this  note  is  to  point  out  that  it  is  quite 
otherwise  if  we  identify  <p  ,f^F  not  with  sn ,  en ,  dn  but  with  sd  ,  cd ,  nd; 
in  fact  these  two  sets  of  functions  are  practically  the  same  and  the  transi- 
tion is  extremely  simple. 

Thus,  if  we  put  a'  =  c*  +  ^%  c  and  e  being  Abel*s  c  and  e,  and  take 

Ä  =  -  ,     so  that     Ä'  =  - , 

then 

/    V        sd  ax 

f[x)  =  cdaa?, 

F[x)  =  ndaaj, 

and  the  relations  between  the  periods  are 

2K  ^       2K' 

a  a 

If    we    suppose    c   and    e   connected   by  the  relation  0^  +  ^^=  i,  so  that 
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a=  I,    then    ^{x)  ,  f{x),  F{x)   are   the   same   as  sax  ,  cdx,iidx  and    -  w 


and  -  S)  are  the  same  as  K  and  K\  c  and  e  being  k'  and  k. 


2 


Thus,  just  as  Jacobi  selected  the  «-group,  so  did  Abel  select  the 
rf-group.  The  only  other  difference  is  that  Abel's  functions  depend  upon 
two  disposable  constants  c  and  e,  and  Jacobins  upon  only  one  k, 

7.  As  already  mentioned  the  rf-group  seems  preferable  to  the  n-group 
on  account  of  its  greater  regularity.  It  has  also  certain  other  advantages; 
for  example,  considering  the  change  of  the  argument  x  into  ix^  the  formulai 
for  the  twelve  functions  are: 

Bnix  =  iHc{x  ,  A'),  cdix  =   nd(aj ,  A'), 

cnix  =  nc(rr  ,  k'),  sdix  =  isd(a; ,  A'), 

dnix  =   dc(a; ,  Ä;'),         ndix  =   cd(a; ,  k'), 

dcix=   dn {x  ,  Ä'),  Ji&ix  =  —  i cs{x  ,  A'), 

nc  ix  =    en  (iC  ,  A'),  ds  io?  =  —  ids(a; ,  A'), 

sc  ix  =  i  sn  (a; ,  /c'),  cs  io;  =  —  êns(.'r  ,  k'). 

Thus  when  the  argument  is  multiplied  by  i  the  n-group  transforms  into 
the  c-group  and  vice  versa,  but  the  rf-group  and  the  5-group  transform 
each  into  itself.  On  account  of  the  property  sdix  =  isd(a;,  k')  the  function 
sdic  is  perhaps  the  most  convenient  of  the  twelve  to  select  when  the  choice 
is  quite  free  as,  e.  g.,  when  it  is  required  to  select  an  elliptic  function 
as  a  subsidiary  function. 

8.  The  Jacobian  function  nnx  was  obtained  by  the  inversion  of  the  integral 

dx 


f 


0 
(this  being  Legenpkf/s  form  with  k  instead  of  c),  and  the  Abelian  function 
f{x)  by  the  inversion  of  the  integral 


J 


0 


dx 
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and,  except  as  regards  sign,  cnic  and  dna?  may  be  defined  by 

en' a;  =  i  —  sn'a?,         dn'a?  =  i  —  A'sn'a;, 
and  f{x)  and  F{x)  by 

r{x)  =  I  -  cY{^l         F\x)  =  I  +  e'^\x). 
Jacobi*s  ÜT  was  defined  by 


K=   C  ^^ 


0 

K'  being  the  same  function  of  k\  and  Abel's  quarter-periods  were  defined  by 

c  e 

1       r         dx  ^  ^     c         d« 

2  J   y/ii—  cV)ii  +  e'x^  2  J   y/il—  e'x'Xi  +  c'x") 

0  0 

g,  Abel's  selection  of  the  rf-group  was  not  accidental.  After  stating 
in  his  'Recherches*  that  his  object  is  to  consider  the  inverse  of  Legendre's 
integral,  he  mentions  that  he  had  remarked  that  the  formulae  become  simpler 
by  supposing  c*  negative  in  Legendre's  form  (i  — x^){i  — c^x^).  He 
therefore  puts  c'  =  —  e^  and,  for  greater  symmetry  replaces  i  —  x^  by 
I  — c'a;^ 

The  property  of  ^{x)  which  is  equivalent  to  sda;  =  tsd(a? ,  k')  was 
noticed   at  the   very  outset  by  Abel  who  shows  that,  by  the  interchange 

of  c  and  e,  ^-V^  is  changed  into  f  (a:);  whence  also  by  the  same  interchange, 

f{xi)  and  F{xi)  are  changed  into  F{x)  and  f{x).^ 

lo.  Every  elliptic  function  is  of  course  the  inverse  of  an  integral 
of  the  form    /  — ^,  where  X  is  a  quartic  (or  cubic)  function  of  x.     The 

'  Abel's  form  of  elliptic  function  is  peculiarly  well  adopted  to  the  geometry  of 
the  lemniscate,  and  this  may  have  helped  to  influence  his  choice  of  the  form  of  integral, 
which  reduces  to  that  giving  the  length  of  the  arc  of  a  lemniscate  when  c  =  e  -=  I . 
The  relation  between  r  the  radius  vector,  and  8  the  arc  of  the  lemniscate  r'  =  a'oos  2tf, 


both  measured  from  the  pole,  is  r- 


n/2       \    ^     '  y/2) 
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values  of  X  which  correspond  to  the  twelve  functions  (as  is  evident  from 
the  formulae  in  §  3)  are: 


sna?,X=        v'Ci— ««Xi  — fe'«'))         cdo; ,  X  =  —  y'(i  —x^i  —  &•«»), 
cna; ,  X  =  —  y/(i  —  x^k'*+  &•«•),         sdir,X=        y/(i  +  k^x'Xi  —  A"^, 
dna;,  X=  —  y/(i—x^x^  —  J^,  nda;,X=        v^(i  — Ä;'«a5*X«*—  0, 

dca;,X=        v'c««—  iX«'  — fe^,  nsic,  X==  —  v/^r^lx^iZTfe^, 

ncir,X=        v^c«'—  iX*' +  *'"«'),        dsoj ,  X  =  —  y/(««  +  ä:*X«*  —  k'*), 
8ca?,X=       V(i  +  «"XI  +  Ä"«^,         csa? ,  X  =  —  v/(aj*  +  iX«'  +  *"). 

Among  the  groups  the  5-group  is  the  most  regular,  but  among  the  twelve 
functions  the  value  of  X  is  most  symmetrical  in  the  case  of  sdo;  and  dsâ?. 

1 1 .     The    addition   formulae    for    the   Jacobian   w-group    are    so  well 

known  that  they  need  not  be  written  down;  those  for  the  c-group  which 

closely  resemble  them  (the  principal  difference  being  the  substitution  of  A'* 

for  A')  are: 

,      ,      V        scttdcvnct;  +  scvdcunctt 

SCfW  +  V)  =  TTi—i i y 

,      ,      .        ncwncv  +  scudcttscvdcv 
nc(w  +  v)  = 77i — i i , 

,    /       .      V        dcttdcü  + /r'^scwncii  sct;nct; 
^^'^  +  ^)  = l-k"sc^u»c'v ' 

For  the  rf-group  the  formulae  are 

,,      ,      V        sdwcdvndv  +  sdvcdwndtfc 

,,       ,      V        cducdv  —  fe'sdtisdvndwndi; 
cd(w  +  v)  = ^    .   ;,,„  ,, — TT » 

,,  v        ndttndv  +  Ä^sdtisdvcdttcdv 

°^(«  +  ^)  =  I+fe'/k"sd'«8d'v 

being  practically  the  same   as  Abel's  formula},  with  k'  and  k  in  place  of 
c  and  e. 
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For  the  s-group  the  formulae  are 

/      ,     V       nsttdsvcsv — navdsucsu  i   /      .      \       dsMcsvnsv  —  dsvcsunsu 

ns(tt  +  v)= 5 j ,  da{u  +  v)=  — 

^                    '                                    -na^éi  -no"«/                            '  \          ■          / 


ns'v  —  ns'w  ' 


/       ,      X        caunsvdsv — csvnsudau 

ch{u  +  V)  = li ^ . 

^  ^  118  V  —  ns  w 

Thus  the  formula?  for  the  d-gronp  are  more  s}Tiimetrical  than  for  the 
n-  or  c-group,  but  not  so  symmetrical  as  those  for  the  5-group. 

12.  Although  in  this  note  I  have  spoken  of  selecting  one  of  the 
groups  as  the  standard  group,  because  such  a  selection  was  made  by  Ja- 
COBI  and  by  Abel,  and  because  otherwise  the  number  of  formula?  required  is 
considerably  increased,  it  should  be  noted  that  for  the  complete  development 
of  the  theory,  it  is  necessary  to  consider  the  twelve  functions  as  a  whole, 
without  giving  special  prominence  by  notation  or  otherwise  to  any  one 
group.  For  this  purpose  the  two-letter  notation  is  very  convenient  as  all 
twelve  functions  are  placed  on  exactly  the  same  footing:  it  also  adapts 
itself  naturally  to  the  fact  that  the  elliptic  functions  are  the  quotients  of 

theta    functions    siz.    we    may    put    snx==  ~;i,   cnic=^    ,-  ,  dna;^^—  — 

where    s{x)  ,  c{x)  ^  d{x) ,  n{x)    differ    from    the   Theta  functions  only  by 
factors  depending  upon  k. 

13.  With  respect  to  the  addition  formulae  in  §  1 1  the  forms  selected 
for  the  différents  groups  are  those  in  which  the  denominators  are  rational 
(i.  e.  rational  functions  of  any  of  the  functions).  There  are  however  four 
forms  ^  of  the  addition  formulae  for  each  group,  and  when  all  these  forms 
are  included,  there  is  not  much  difference  between  the  groups. 

14.  The  Weierstrassian  function  p{x)  depends  upon  the  5-group  viz. 
p{x)  ^  e^  +  oi^cs^ax  =  e^  -{-  a^ds^ax  =^-  e^  +  a^ns'arc 


where 


«  =  >/^i-^>  ^  =  \/^ 


The    corresponding    functions    derived    from   the   r-,   w-,   and   rf-groups  are 
p{u  -f  cd)  ,  pÇti^  O)') y  and  p{u  +  û;")  respectively. 


*  The  fonr  forms  for  the  72-groiip  are  given  in  the  Messenger,  vol.  IX,  p.  106. 
The  corresponding  forms  for  the  other  groups  are  dedncible  from  them  at  sight. 
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SUR  LES  FONCTIONS  ABÉLIENNES  CONSIDÉRÉES  COMME  FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES  DE  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE 

PAB 

P.  APPELL. 

à  PARIS. 

Nous  nous  proposons  d'appeler  brièvement  l'attention  sur  un  intéressant 
problème  qui  réunit,  dans  un  même  souvenir,  les  noms  d'ÂBEL  et  de  Ja- 
coBi,  d'HERMiTE  et  de  Weierstrass. 

Dans  une  lettre  à  Hermite  (Journal  de  mathématiques,  t.  8), 
Jacobi  démontre  que  les  fonctions  de  deux  variables  qui  résultent  de  Tin- 
version  des  intégrales  ultraelliptiques  sont  des  fonctions  (dgéhriques  de  fonc' 
tions  d'une  variable.  Nous  avons  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes 
Eendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (t.  103,  p.  1246,  2*"** 
semestre  1886)  indiqué  d'une  façon  générale  le  mécanisme  pas  lequel  se 
manifeste,  dans  ce  mode  d'expression,  la  quadruple  périodicité  des  fonctions 
méromorphes  de  deux  variables  à  quatre  paires  de  périodes.  Nous  allons 
revenir  sur  cette  question  en  en  donnant  des  exemples  élémentaires. 

D'après  Weierstrass  (Journal  de  Grelle,  t.  89,  p.  i)  toute  fonc- 
tion méromorphe  de  deux  variables  u  et  v  a  quatre  paires  de  périodes 
peut  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de  trois  fonctions  particulières 

(M)  X  =  f,{u,v\         Y^f,{u,v),         Z^au.v) 

liées  par  une  équation  algébrique  irréductible 

F{x,  r,  z)  =  o 

représentant    une    certaine    surface    S  Ueu  des  points  JML  de  coordonnées 

ÂtAa  moMOTMlicB.    26.    Imprimé  le  8  JnUlet  1902.  32 
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Xy  Y,  Z.  II  sujffit  done  de  voir  comment  la  quadruple  périodicité  se 
manifeste  pour  ces  trois  fonctions  au  point  de  vue  qui  nous  occupe. 

Considérons,  en  particulier,  sur  la  surface  S,  les  deux  suites  de  points 
m  et  m'  obtenus  en  faisant  successivement  v  =  o,  u  =  o: 

(m)  x  =  f^{u,o\         y  =  f^{u ,  o),         ^  =  f^{u ,  o), 

(mO  X'  =  /;(o ,  t;),         y'  =  /,(o ,  t;),         ^  =  /;(o ,  t;). 

Quand   u   varie  le  point  m  décrit  sur  S  une  courbe  C\  de  même  quand 
V  varie  le  point  m'  décrit  sur  S  une  courbe   C. 
D'après  le  théorème  d'addition  la  fonction 

X  =  f^[u  + 0,0 +  v) 
est  une  fonction  rationnelle  de  x  ^y  ^  z^  x'^y*  ^  z^\  de  même  pour   Y  et  Z: 

X=  R,{x,y,  z;  x\y\  z\ 
(0  Y=-R,{x,y,z',x\y\^\ 

Z  =  n^{x,y  ,z\x\y\si\ 

R^ ,  R^ ,  jB,   étant  trois  fonctions  rationnelles. 

Soit  maintenant  (a  ,  ß)   un  groupe  de  périodes.     D'après  le  théorème 
d'addition  chaque  fonction 

/;(tt  +  a,o) 

est  une  fonction  rationnelle  de  f^{u  ,o)yf^[u^o),  f^{u  ,0),  et  chaque  fonction 

fAo,v  +  ß) 

est  une  fonction  rationnelle  de  fi{o ,  v) ,  /",(o,  v) ,  /^(o,  v).  Donc  par  l'effet 
de  l'addition  dé  a  à  «  le  point  m{x ,y ,z)  de  C  est  remplacé  par  un  point 
♦"1(^1  >  yi  >  ^1)    dö    ^  dont    les  coordonnées  sont  fonctions  rationnelles  des 

K)  y,  =  î',!'» ,  y ,  ^), 
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De  même  par  l'effet  de  raddition  de  y?  à  v,  le  point  in\x' ,  y\  îi)  de  C, 
est  remplacé  par  un  point  wij  (a?î ,  yj , /j)  de  C  dont  les  coordonnées  sont 
fonctions  rationnelles  de  x'  \  y\  z'\ 

^;  =  U^\  y\  A 
KO  y\  =  U^\  y\  ^), 

^;  =  î^,(^',  y',  ^'). 

Ainsi  à  chaque  couple  de  périodes  correspond  une  substitution  rationnelle 
faite  sur  chacun  des  points  m  et  m'.  Mais  comme'le  point  ]lf{Xy  Y,  Z) 
ne  change  pas  quand  on  ajoute  simultanément  les  deux  périodes  à  i«  et  t;, 
les  deux  substitutions  rationnelles  (m,)  et  (mj)  doivent  laisser  invariables 
les  fonctions  rationnelles  (i). 

Bendons-nous  compte  de  ce  fait  par  des  exemples  élémentaires  de  fonc- 
tions dégénérées. 

Premier  exemple.     Soit 

Z  =  ^••'+*% 

w  étant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  Le  point  X,  F,  2 
décrit  la  surface 

xrz=  I. 

Les  fonctions  exponentielles  admettent  les  deux  couples  de  périodes  (a,^)(a',  ß^) 
définis  pas 

a  +      ß  =^        ^Tciy 

œa  +  (o^ß  =  —  2;ri, 

ûi'a  +    (oß  =        o, 


et 


a'  -H      /f  =        2;ri, 
(oa  +  tt>y  =        o, 
û>V  +    wß'  ^  —  27ri. 
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On  a  actuellement 

a;  =e«,        y  =g-»^  g  =«•'", 

Si  on  ajoute  aàMety9àf;,  x,y,jr  subissent  les  substitutions 
x,  =  xd',         y,  =  ye"',  e,  =  zd^, 

et  les  nouvelles  valeurs  de  X,  Y ,  Z  sont  égales  aux  anciennes,  car 
x^x[  =  XX',        y,y[  =  yy',        zjy  =  z^.   ■  -    ~ 

Deuxième  eocempîe.  Prenons  maintenant  des  fonctions  à  trois  périodes 
comme  celles  qui  ont  été  considérées  par  Eosenhain,  mais  en  considérant 
pour  abréger  le  cas  le  plus  simple  possible 

Y—  ^.     ^(^  —  «)      H(.<^  +  ') 
H{v  —  a—$)     H{a)     ' 

H(v  —  b  —  8)     H(b)     ' 

H{v  —  c  —  8)     JJ(e) 

a  ,  b ,  c ,  S   désignant    des   constantes.     Ces    fonctions   admettent  les-  trois 
couples  de  périodes 

{27n,o),  {o,2K),{a,2iK') 

où  la  quantité  a  est  définie  par  la  relation 

,     ITT 

X         Y 

Les  quotients  y  et  y  étant  des  fonctions  elliptiques  de  v,  la  surface  lieu 

du  point  (X ,  F ,  Z)  cet  un  cône. 
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Les  points  m  et  m'  ont  pour  coordonnées 
(fw)  a;  =  e*,         y  =  «•,         ^  =  «", 

^^)  ^   ~  H(v^a  —  s)     H{a)     '   "  '  ' 

et  on  a 

L'addition  des  deux  premiers  groupes  de  périodes  laisse  les  points  m  et  m' 
inaltérés.  L'addition  du  troisième  groupe  multiplie  respectivement  a; ,  y ,  xf 
et  a;',  y',  z'  pas  des  facteurs  inverses. 

n  serait  aisé  de  faire  des  vérifications  analogues  pour  les  fonctions 
mêmes  considérées  par  Eosenhain;  mais  il  y  aurait  surtout  intérêt  à  prendre 
cette  question  par  la  voie  algébrique  et  à  chercher  les  groupes  de  substi- 
tutions possédant  les  propriétés  précédentes. 
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EINIGE  ANWENDUNGEN  DER  EÜLER-MACLAÜRIN 'SCHEN  SÜMMENFORMEL, 
INSBESONDERE  AUF  EINE  AUFGABE  VON  ABEL 


VON 

WILHELM  WIRTINGER 

in  INNSBRUCK. 


Abel  hat  der  Summation  endlicher  und  unendlicher  Beihen  an  vielen 
Stellen  Interesse  entgegengebracht  und  die  EuLER'sche  Summenformel  selbst 
in  bemerkenswerther  Weise  umgeformt.^  Kronecker'  ist  hierauf  in  seinen 
Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale  zurückgekommen. 

Man  hat  aber  diese  Formel  bis  jetzt  nicht,  so  viel  mir  bekannt,  für 
functionentheoretische  Zwecke  verwendet.  Wenn  im  folgenden  die  Formel 
zunächst  einfach  abgeleitet  und  dann  in  dieser  Bichtung  verwendet  wird,  so 
mag  es  vielleicht  zur  Jahrhundertfeier  Abel's  nicht  unpassend  erscheinen, 
sie  zum  Schlüsse  auf  eine  Aufgabe  anzuwenden,  welche  Abel  '  selbst  gestellt 
hat,  und  welche  verlangt,  die  Werthe  einer  durch  eine  Potenzreihe  mit 
endlichem  Convergenzkreis  gegebenen  Function  auf  dem  Convergenzkreis 
aus  dieser  Eeihe  selbst  zu  finden. 

Es  ist  natürlich,  dass  dieses  Problem  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit 
nicht  erledigt  werden  kann.  Es  gelingt  aber  doch,  den  Fall,  in  welchem 
die  Beihe  unter  die  von  Gauss  und  Weierstrass  betrachteten  gehört, 
wenn  nämlich  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Coefficienten  nach 
ganzen  negativen  Potenzen  des  Index  entwickelt  werden  kann,  vollständig 
durchzuarbeiten.  Eine  dieser  Beihen,  die  Binomiabeihe,  ist  von  Abel 
selbst  erledigt  worden. 

*  Oeuvres  ed.  Sylow  et  Lie,  I,  p.  34,  H,  p.   i,   14. 

*  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  einf.  und  vielf.  Integrale,  herausgegeben  von 
E.  Netto.     Leipzig  1894.     Vorlesnng  8,  9. 

*  Oeuvres  ed.  Sylow  et  Lie,  I,  p.  618. 

26.    Imprimé  le  S  jnJUet  1902. 
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Dass  dabei  auch  auf  die  Stirling 'sehe  Formel  und  auf  die  neuerdings 
viel  behandelte  Function  C{s)  von  Eiemann  eingegangen  wird,  sowie  das 
Gauss- WEiERSTRASs'sche  Convergenzcriterium  für  solche  Beihen  eine  neue 
Begründung  erfährt,  welche  seinen  eigenthchen  Charakter  darzuthun  scheint, 
möge  damit  gerechtfertigt  werden,  dass  eine  vielseitigere  Verwendung  der 
EüLER'schen  Formel  in   diesem   Sinne   vielleicht  nicht  ohne  Interesse  ist. 


I. 

Wir    bezeichnen    mit    x    eine   reelle   positive   Zahl   und   mit   [x]  die 
grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl.     Wir  setzen  dann  mit  Stieltjes  ^ 

(I)  P,(aj)  =  M-a'+j- 

Es  ist  dann  P^{x  -f  i)  =  Py{x)  und,  wie  man  aus  der  Beihenentwicklung 

0 

f ür  r  =  I  leicht  herleitet, 

ir^  sin  2nro» 


(2)  P,{x) 


^      n;r 


für  alle  nicht  ganzzahligen  Werthe  von  x. 

Aus  dieser  Function  P^{x)  leiten  wir  eine  Kette  von  Functionen  ab 
durch  die  Eecursionsformeln 


(3) 


F.ia^)  =  i- ly^-^^ ,         o<a.<i, 


dx 


0 


Dadurch  sind  sämmtliche  Fimctionen  P{x)  durch  die  erste  bestimmt. 
Es  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition,  dass 
i)     Pt{x)   eine  ganze  rationale  Function  von  x  —  [x]  mit  rationalen 

Coefficienten    ist    und    daher   die    Werthe  Pk{x)  für  ganzzahliges  x  selbst 

rationale  Zahlen  werden. 


*  Journal   des  mathématique»  (sér.  IV)  V,   1889. 
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2)  Dass  die  Functionen  Pu{x)  für  k  grösser  als  i  stetig  sind  für  alle 
Werthe  von  x,  auch  die  ganzzahligen,  da  nach  (3) 

p*+i(i) — p*+i(o)  =  (—  iyfp,{x)dx  ==  o, 

0 

3)  Folgt  aus  der  Entwicklung  2) 

p    /    V  "^-^     cos  2n7rx 

p        /    V  icp       sin  2n7:x 

^n-^i\^)  —  2L  22*»«*+!  ;r»*+l  * 


(4) 


Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Identität  unserer  Functionen  mit  den  ge- 
wöhnlich als  BERNOULLi'sche  bezeichneten,  sowie  die  bekannten  Sätze,  dass 
die  Functionen  P^t^^ix)  für  ganzzahliges  x  verschwinden.  Die  Functionen 
Pii{x)  nehmen  aber  für  solche  x  rationale  Werthe  an.  Es  ist  dann 
nach  (4) 

(5)  Pu{r)  =  2-«+';r-"C(2i) 

WO,  wie  üblich 

eis)  =  in- 
gesetzt  ist. 

Aus  den  Formeln  (3)  kann  man  leicht  Recursionsformeln  für  die  Pjjt(o) 
erhalten,  doch  gehe  ich  hierauf  nicht  weiter  ein,  weil  es  sich  um  längst 
bekannte  Dinge  handelt,  welche  für  unsem  Zweck  nicht  nöthig  sind. 


IL 

Sei  nun  F{x)  eine  reelle  oder  complexe  Function  der  reellen  Ver- 
änderlichen Xy  welche  im  Intervall  von  a  his  a  +  Nb  übei^all  eine  stetige 
Derivirte  hat.  Dabei  sei  b  positiv  und  N  eine  positive  ganze  Zahl.  Dann 
gilt  die  Gleichung 

(6)  F{a  -{-  Nb)  —  F{a  +  nb)=bf  F\a  +  zb) dz . 

n 
Ada  fnatkemaüea.    26.    Imprimé  lo  3  juillet  1902.  33 
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Setzt   man    hier   n»o,  1,2,3^...,^  und  sammiert  die  so  erhaltenen 
Gleichungen,  so  erhält  man 

N  N       N 

(7)        {N  +  i)F{a  +  JV^i)  ~  52  F(fl  ^nh)  =  h  Y.fF'{a  +  zb)dz. 


0      n 


Denkt  man  sich  auf  der  rechten  Seite  jedes  Integral  zerlegt  in  die  Inte- 
grale zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen  k  und  k  -{-  i^  w 
sieht  man,  dass  jedes  Theilintegral  genau  Ä  +  i  mal  vorkommt.  Man 
kann  daher  schreiben 


NN  N 


W  s  /^'(^  +  ^*)^^  =  */(M  +  0^'(ö  +  ^^)d^' 


0     n 


Nun  ist  nach  (i) 

»  +  M  =  -P,W  +  «  +  i- 

Führt  man  diesen  Ausdruck  in  (8)  ein,  so  erhält  man  für  die  rechte  Seite 
nach  Ausführung  der  Integration  des  von  -  stammenden  und  partieller 
Integration  des  mit  z  multiplizierten  Gliedes: 

N 

hfP^{z)F\a  +  zh)dz  +  ^  (F(a  +  Nb)  —  F{a)) 
0 

N 

+  NF{a  +  Nb)  —fF{a  +  zb)dz. 
0 

Nach  Einführung  in  (7)  und  gehöriger  Eeduction  kommt  so 

N  N 

(9)  Z  F{a  +  nb)  =  (F{a  +  zb)dz  +  -  (F(a  +  Nb)  +  F{a)) 

N 

—  bfP^{z)F\a  +  zb)dz. 
0 

Dies  ist  bereits  der  Hauptsache  nach  die  EuLER'sche  Summenformel,  welche 
also  wesentlich  eine  identische  Umformung  ist. 

Hat  die  Function  F{x)  in  dem  betrachteten  Intervall  noch  weitere 
stetige  Derivirte,  so  kann  das  letzte  Glied  in  (9)  durch  partielle  Integra- 
tion   weiter    entwickelt    werden.     Man    erhält    so    mit   Kücksicht  auf  die 
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Periodicität  der  Panctionen  P*(a?)  imd  das  Verschwinden  der  Functionen 
^n+i(^)  för  ganzzaUiges  x  ans  (9): 

(10)      .    XF{a^nb)=-  f  F(a  +  eb)de  +  ^ {F{a  +  JVd)  +  i^(o)) 
+  f  (-  i)»P„+.(oXF("+«(a  +  Nb)  -  lï'^+»)(a))J"+»  +  »,. 

A  —  0  


0 


0 

also    gerade    die    EüLER'sche    oder   aucli  EuLER-MACLAURiN'sche  Summen- 
formel. 

III. 

Als  erste  Anwendung  zeigen  wir,  wie  diese  Tormel  gleichzeitig  zum 
GAüSs'schen  Product  für  die  Function  T{tf)  als  auch  zur  SriBLiNO'schen 
Formel,  und  zwar  für  alle  nicht  negativen  Werthe  von  y  führt. 

Wir  setzen  in  (9)  F{x)  =  Z(y  +  a;),  wo  y  irgend  eine  reelle  oder 
complexe  Zahl,  ausgenommen  die  reellen  negativen  Zahlen  bedeuten  kann. 
Wir  nehmen  femer  a  =  o,  J  =  i  und  geben  dem  Logarithmus  seinen 
Hauptwerth.     Dann  folgt  aus  (9) 

(11)  I  î(y  +  «)  =  /  ï(y  +  «)rf5  +  ^  (/(y  +  N)+  l{y))  —J^de 

0 

}f 

^{y  +  N^l)l(i,  +  N)-(y-l)liy)-N-J^^dz. 

0 

Setzt   man   in    (11)   y  =  i    und    subtrahirt,   so  kommt  nach  beiderseitiger 
Subtraction  von  (y —  i)lN: 

0  ' 
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Die  irechte  Seite  iû  (12)  convergirt  zu  einem  bestimmten  Grensswerth  für 
unendliches  N,  wie  man  an  den  Integralen  entweder  direct  oder  einfacher 
nach  einmaliger  partieller  Integration  sieht,  daher  convergirt  auch  die  linke 
Seite,  und  man  hat  für  jedes  nicht  reell  negative  y  die  Gleichung: 

0  0 

Kehrt  man  hier  die  Zeichen  um,  subtrahirt  auf  beiden  Seiten  ly  und  lässt 

N 
in  der  Grenze  den  irrelevanten  Factor  ^^r— —  weg.  so  erhält  man 


N~» 


l  .2  .$..  .N 


0  0 

Hier  steht  links  genau  dass  GAüSs'sche  Product  und  rechts  die  Stirling- 
sche  Foimel,  wie  sie  Stieltjes  dargestellt  und  weiter  entwickelt  hat. 
Die  weiteren  Glieder  der  Formel  können  wie  bei  Stieltjes  durch  par* 
tielle  Integration  gefunden  und  eingeschätzt  werden. 

Die  EüLER'gche  Formel  hat  also  hier  unmittelbar  auf  die  beiden 
wichtigsten  Ausdrücke  in  der  Theorie  der  Gammafunction  geführt  und 
deren  Gleichheit  dargethan. 


IV. 

Eine  weitere  Anwendung  machen  wir  auf  die  harmonische  Eeihe  und 
die  Function  C{s).  Setzen  wir  in  Formel  (9)  F{x)  =  x"^'^  «=  ij  *=  i 
so  erhalten  wir: 

(14)  f(r+n)- 


0 

N 


=.l^-l-  +  ^±±^l—  +  l{,+N)-'  +  sfP,{z){i+zr-^dz. 
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So  lange  der  reelle  Theil  von  s  grös§6r>iat-als  i,  kann  man  auf  beiden 
Seiten  zur  Grenze  für  unendliches  N  übergehen  und  erhält 

(15)  C(.)  =  in-'  =  i-^+5/P,(^)(i  +^)— 'rf^. 

0 

Hier  ist  die  linke  Seite  zunächst  nur  definirt,  so  lange  der  reelle  Theil 
von  s  grösser  ist  als  eins,  dagegen  aber  stellt  die  rechte  Seite  eine  ana- 
lytische Function  von  s  dar,  so  lange  der  reelle  Theil  von  s  positiv  bleibt, 
da  ja  das  Integral  so  lange  gleichmässig  convergirt.     Daher  haben  wir  in 

(15)  in  ganz  unmittelbarer  und  elementarer  Weise  die  analytische  Fort- 
setzung von  C{s)  für  das  Gebiet  der  5-Werthe  mit  positiven  reellen  Theil 
vor  uns. 

Die  Anwendung  der  Formel  (10)  würde  ergehen: 

(16)  c(«)  =  ^-7:^  +  i(--i)*P„+,(oMs+i)(5+2)(a  +  3)...(«+2Ä) 
+  sis  +  i)(5  +2){s-\-3)...{s+2k+i)f  Pu^,{e){i  +  zr-'^-^dz. 

0 

Da  das  Integral  wegen  der  Endlichkeit  von  P[z)  endlich  und  gleichmässig 
convergent  bleibt,  so  lange  der  reelle  Theil  von  [s)  grösser  als  —  2& — i, 
so  erhalten  wir  durch  diese  Formel  unmittelbar  die  analytische  Fortsetzung 
von  C{s)  für  dieses  Gebiet,  und  weil  k  beliebig  gross  genommen  werden  kann, 
sehen  wir,  dass  die  Function  C{s)  sich  über  die  ganze  Ebene  fortsetzen  lässt, 
ohne  andere  Singularitäten  als  den  Pol  bei  5=1  aufzuweisen.  Dies  ist 
wohl  der  einfachste  und  directeste  Beweis  des  grundlegenden  Satzes  aus  der 

Theorie  dieser  Function.     Für  s  =  o  finden  wir  unmittelbar  C(o)  = . 

Aus  (15)  folgt  noch 


|fWISl»l(iTÜ  +  [n7^  +  ^). 


wenn  s  =  a  +  /?*  gesetzt  wird,  so  lange  a  positiv  ist.  Hieraus  aber  fliessen 
sofort  die  Sätze,  welche  Hadamaud  über  das  Verhalten  der  Function  f  (<) 
gegeben  hat  für  grosse  Werthe  von  <,  insbesondere  erhält  man  durch  An- 
wendung   der    HADAMARD'schen    Sätze    über   ganze   Functionen,   dass  f(<) 
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Die  rechte  Seite  in  (i  2}  ^*öj««öa«^  .tuiwendong  des  Satzes  von  Schoü  den  ^^^  ^ 

jui^iPïJftt  uiigsaußciruck  für  die  Anzahl  der  Wnrzehi  von  Ç{t). 

Zerlegt  man  in  (15)  das  Integral  rechts  in  Theilintegrale  zwischen  je 
zwei  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen  n  und  n  +  I9  so  ist  in  einem  In- 
tervall P{z)  =  n  —  z  +-  und  man  kann  die  Integration  ausführen.  Man 
erhält  so  bei  gehöriger  Reduction 

(17)  cw  = 

OD 

î-dr-.  +  T^Ç(c  +n)-{n  +  l-ie)-(2  +  nr{n  +  l+ls)) 

WO  nun  die  Reihe  unter  dem  Summenzeichen  zu  Folge  ihrer  Herleitimg 
convergirt,  so  lange-  der  reelle  Theil  von  s  positiv  ist.  Für  ein  8  dessen 
reeller  Theil  grösser  als  i  ist,  reducirt  sich  diese  Reihe  identisch  auf  die 
ursprüngliche  Reihe  für  C(^).  Auch  die  Formel  (18)  kann  in  dieser  Weise 
behandelt  werden,  liefert  aber  mit  steigendem  k  erheblich  complicirtere 
Resultate.  Man  kann  bemerken,  dass  die  Formel  (17)  sich  für  ein  s  mit 
positiven  reellen  Theil  auf  die  bekannte 


CW=,i^(f(.  +  „)--<l±iE') 


reducirt,  und  analog  die  aus  (16)  hergeleiteten  Formeln  auf  die  bekannten 
Grenzausdrücke.  ^  Man  erhält  diese  auch  leicht  unmittelbar  aus  der  Euler'- 
sehen  Formel. 

Entwickelt  man  (14)  durch  partielle  Integration  und  subtrahirt  davon 
(16)  so  erhält  man  die  ebenfalls  bekannte  Formel 

(18)  £(,+n)-  =  <r(s)  +  ^-^  +  i(i+2^- 


0 
k 


OD 

—  s{s  +  i)(s  +  2) . . .  (s  +  2Ä;  +  r)/iV,(^)(i  +  0)-'-»-'de, 


*  Vgl.  Stolz»  AUgem.  Arithmelik,  ü,  p,  224  £f. 


Digitized  by 


Google 


(19)    2:(i+n)-  =  lVV  ,;,   ^'"""""'«^e;. 

und  durch  Grenzübergang  zu  unendlichelu  .     ^  ^^iden 


(20)  lim(r(i  +n)--'— /(iyr+  i))=/P,(*)(i  +^)-  . 

wo  E  die  EüLER'sclie  Constante  bedeutet. 

Subtrahiert  man  (20)  von  (19)  so  erhält  man  noch 

(21)  T{i+n)-'^lii+N)  +  E+l{i+N)-'—^PMi+»rd, 

WO  das  Integral  wieder  durch  partielle  Integration  entwickelt  werden  kann, 
und  so  die  bekannte  Summenformel  liefert. 

Wenn  auch  viele  von  den  Formeln  dieses  Paragraphen  bekannt  sind, 
scheint  mir  doch  die  Einfachheit  und  der  geringe  Aufwand  an  Eechnung 
durch  welchen  sie  aus  der  EuLER'schen  Summenformel  hervorgehen,  be- 
merkenswerth. 


V. 

Als    eine    weitere   Anwendung   von  (9)  setzen  wir  F{g)  =«  e""'  '*  '  ijnd 
a  =  o,  b  ^  i  ;  X  werde  reell  und  positiv  angenommen. 
Man  hat  dann 

NN  N 

(22)  Z 6-»'«  =  /«-'"''V^  +  '  (6-^*'*  +  i)  +  Å7rxfP,{z)e'-''^0'-'dz. 

®  0  0 

Ist    A    reell    und    positiv,    so    kann   man   auf  beiden  Seiten  zu  unendliôh 
grossem  N  übergehen  und  erhält 

(23)  ie--""  ^  \r(y)7rK~'^  +  1  +  X:rx  f  P,{^)e-'^^-'àg. 
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Setzt  man  in  dem  letzten  Integral  /ttx  ^==  q,  so  kommt 

(24)         x^  fe-'"  =  j  r(i)7r"^  +  x^  r-  +Jp,{qK~K~'^)e-'dq\ 

Da  |-Pi(^)|  immer  kleiner  oder  gleich  -ist,  so  ist  das  noch  vorkommende 
Integral   ebenfalls  absolut  kleiner  oder  höchstens  gleich  -  und  man  erhält 

(25)  x'ie-^'"^jr(jy"  +  âx' 

wo  d  zwischen  Null  und  Eins  liegt. 

Für  A  =  I  bestätigt  man  diese  Formel  leicht  direct,  für  A  =  2  erhält 
man  sie  auch  aus  der  bekannten  JACOBi'schen  Formel 

1  +00  l    -I-»        fi*7r 

x*Xe-'"''^x~*'Ee~~. 


VI. 

Die  unter  IV.  entwickelten  Formeln  geben  zugleich  vollständigen 
Aufschluss  über  die  Convergenz  und  Divergenz  der  harmonischen  Beihe, 
welche  aus  (14)  für  unendlich  grosses  N  hervorgeht.  Insbesondere  zeigt 
(14)  auch  die  Divergenz  für  solche  Werthe  von  5,  deren  reeller  Theil 
grösser  als  Null,  dagegen  kleiner  als  eins  ist,  und  ausserdem  noch  für  den 
Fall  in  welchem  der  imaginäre  Theil  von  s  von  Null  verschieden  der 
reelle  aber  gleich  eins  ist.  Die  Divergenz  für  ä=  i  ist  aber  durch  (21) 
erledigt,  und  für  ein  s  dessen  reeller  Theil  gleich  Null  ist,  unmittelbar  er- 
sichtlich. 

Dagegen  convergiren  die  Eeihen 

(26)  Xe^'^ii  +n)-' 

für  jedes  s  dessen  reeller  Theil  grösser  ist  als  eins  und  beliebiges  reelles 
f ,  und  für  ein  s  dessen  reeller  Theil  von  Null  verschieden  und  kleiner 
oder  gleich  eins  ist  für  alle  reellen  Werthe  von  ^  ausgenommen  Null 
und  ganze  vielfache  von  2;r,  divergiren  aber  in  allen  andern  Fällen. 
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Die  Behauptungen  über  das  Verhalten  der  Eeihe  für  ^  =  o  oder 
stanze  vielfache  von  2;r  sind  im  vorigen  enthalten,  für  die  übrigen  Werthe 
von  jp  gehen  sie  unmittelbar  aus  der  A  bel 'sehen  Umformung  ^  der  Eeihe 
(26)  hervor.     Es  ist  danach  identisch 

(.7)  f  ^(.  +  »)-  =  f  i^^(„-.-,«+,r)+i^i^(^+,)- 

0 

und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Behauptung,  da  für  jedes  s 


li^(n--(n+l)-') 


ist,    und    die    Factoren    j-—    endliche  .Grenzen    nicht    überschreiten. 

Diese  Bemerkungen  genügen  um  den  Beweis  der  Gauss- WEiBKSTUASs'schen 
Convergenzcriterien  in  sehr  einfacher  Weise  zu  führen,  wobei  der  eigent- 
liche Charakter  derselben  scharf  hervortritt.  Darüber  hinaus  aber  gestattet 
die  EüLEii'sche  Formel  auch  über  das  Verhalten  der  durch  solche  Eeihen 
definirten  Functionen  auf  dem  Convergenzkreis  auch  in  dem  Falle  be- 
stimmte Angaben  zu  machen,  wo  die  Reihen  auf  dem  Convergenzkreis 
divergiren. 

Sei  eine  Zahlenfolge  c^  (n  =  i  ,  2  ,  3  ,  4  ,  . . .)  gegeben,  so  dass  sich 
der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  c„  von  einem  bestimmten  n  an 
in  eine  nach  fallenden  ganzen  Potenzen  von  n  fortschreitende  Eeihe  ent- 
wickeln lässt 

(28)  fî±î=,+^±i^  +  ^.  +  ^.  +  ..., 

OD 

dann    besagen    diese    Criterion,   dass  die  Eeihe  Sc^ic"  divergirt  für  |a;|=  i, 

wenn  a  positiv  oder  Null  ist,  dass  sie  für  alle  diese  Werthe  ausgenom- 
men X  =  I  convergirt,  wenn  a  negativ  aber  grösser  oder  gleich  —  i 
ist,  dagegen  absolut  convergirt,  wenn  a  kleiner  als  —  i  ist.  Zum 
Beweis  nehme  man  in  (^8)  die  Logarithmen  und  entwickle  rechts  nach 
negativen   ganzen  Potenzen  von   n.     Diese  Entwicklung  muss  zufolge  der 


Oeuvres,  ed.  Sylow  et  Lie,  I.  p.  222. 

a.    26.    Imprimé  le  14  Juillet  1902.  34 
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gemachten    Voraussetzung'   über   die   Grrössen  c„  wenigstens  von  einem  be- 
stimmten n  an  convergiren.     Man  erhält  so 

(=9)  fc...-'^.-^+É^.- 

va] 

Es  sei  nun  n,  die  klein&te  ganze  Zahl  für  welche  (29)  gilt.  Setzt 
man  nun  der  Reihe  nach  für  n,  n,  +  i  ,  >*i  +  2  ,  n,  +  3  ,  . . . ,  n,  +  ^'  ^^^ 
addirt,  so  kommt 

(30)       /c..,,^,  =  fc...^,  +  («  +  i^  Ç  _i^  +  £6.  Ç  (n.+\y^>  • 

Ersetzt  man  hier  die  Summen  nach  n  durch  die  aus  (21)  resp.  (18) 
sich  ergebenden  Formeln 


Tin,  +  A)-'  =  lin,  +  Ä)-/n,  +  i(n.  +  ft)"'  "i^r* 

-     /  P,i0)ii  +  z)-'dg  +  fP,{z)ii  +  z)-'dz, 

«1+*— 1  «1 

+  (I  +  P)/P,«l  +  ir)-'-''rf^  — (I  +  V)     /  P,W(I  +  ;?)-*-'rf^ 
SO  erhält  man  auf  der  rechten  Seite  den  von  k  unabhängigen  Theil, 

und  den  von  h  abhängigen  Theil 

(31)      («  +  iß)lin,  +*)  +  !(«,  +  Ä-.)-'  _  (a  +  ^y9)    /  P,i0){i  +  g)-'d0 

-  t^^^^'^-l K  +  *)-'-  +  (^  +  ")   /  A(^)(>  +  ^)-*-'^^)- 
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Man  sieht  sogleich,  dass  die  auftretenden  unendlichen  Reihen  in  der  That 
convergiren,  sowie  dass  die  von  (a  +  iß)^{^\  +  ^)  verschiedenen  Glieder 
sich  in  die  Form  setzen  lassen 


n,  +  Ä 


wo  jiy|  unter  einer  von  k  unahhängigen  Grenze  bleibt. 
Damit  erhält  man 

(32)  «..4*+.  =  t?(n,  +  A:r-^(i+^) 

und  die  Beurtheilung  der  Convergenz  oder  Divergenz  der  Keihe  S  ist  also 
auf  die  der  harmonischen  Reihe  zurückgeführt,  und  zwar  nach  den  an 
Formel  (27)  geknüpften  Bemerkungen  auch  für  den  Fall  jrr|=i.  Damit 
ergeben  sich  unmittelbar  die  angeführten  Criterien  von  Gauss  und  Weiek- 
STKASS,  und  zugleich  die  Einsicht  in  das  Gesetz  der  Abnahme  der  c,  also 
den  eigentlich  massgebenden  Umstand. 

Im  Falle  der  hypergeometrischen  Reihe,  für  welchen  ja  Gauss  ur- 
sprünglich seine  Untersuchungen  angestellt  hat,  kann  man  die  Gleichung 
(31)  unmittelbar  bestätigen.     Es  ist  hier 

^       Fix)       na  +  n)r(ß  +  n) 

^     na)  riß)  r{r  +  n)r\n+  o" 

Benützt  man  hier  für  die  Gttmmafunctionen,  welche  n  enthalten,  die 
STiRLiNG'sche  Formel,  so  erhält  man  nach  leichter  Umrechnung  für  ge- 
nügend grosses  n 

^- -  r(«)r(^)**         V+n) 

WO  \â\  eine  von  n  unabhängige  Grösse  nicht  überschreitet.  Hieraus  ent- 
nimmt man  unmittelbar  die  für  das  Verhalten  der  hypçrgeometrischen 
Reihe  auf  dem  Einheitskreis  geltenden  Regeln. 
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VII. 

Entwickelt  men  in  der  Formel  (31)  die  Integrale  durch  partielle  In- 
te^^tion  soweit,  dass  in  dem  Bestintegral 

(I  +  p)(2  +  v) . . .  (r  +  v)     /  P,(^)(i  +  zY^-'-'dz 

der  Exponent  —  p  —  i  —  r<  —  3  —  ex,  so  werden  diese  selbst  absolut 
kleiner  als 

2-^^^;r-'-*-^C(r)(i  +  v){2  +  p) . . .  (r  +  p  —  i)(n,  +k—  i)-"-^ 

und  man  erhält  dann  aus  Formel  (31)  durch  Übergang  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  Zahlen 

(33)  ..,«.,-C(»,  +*)•«(.  +  ^^  +  ^,  + ...+  5^  +  j^) 

WO  (Or  wieder  unter  einer  von  k  unabhängigen  Grenze  bleibt.  Dabei  ist 
dann  zu  Folge  der  Wahl  von  r  die  Differenz  r  —  a  >  i . 

Die  so  erhaltene  Entwicklung  kann  möglicherweise  ins  unendliche 
fortgesetzt  convergiren  und  c„^^.^^i  darstellen.  Im  Allgemeinen  wird  dies 
jedoch  nicht  der  Fall  sein,  sondern  man  wird  so  nur  asymptotische 
Formeln  für  c^,+*+i  erhalten. 

Auf  alle  Fälle  aber  liefert  die  Entwicklung  (33)  das  Mittel,  das  Ver- 

halten    der    durch    die   Keihe  Sc^a;'  dargestellten  Function  auf  dem  Con- 

vergenzkreifi  vollständig  anzugeben,  und  so  für  diese  Reihen  das  von  Abel 
gestellte  und  in  der  Einleitung  erwähnte  Problem  vollständig  zu  lösen. 

Betrachten  wir  nämlich  zuerst  der  Binom ialreihe,  welche  Abel  selbst 
der  Anlass  zur  Entwicklung  grundlegender  Sätze  über  Potenzreihen  war, 
und  setzen 
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80  können  wir  die  Coefficienten  schreiben 

^       '^\n)        r(-ir)r(n+i) 

ausser  wenn  s  eine  ganze  positive  Zahl  oder  Null  ist. 

Für    genügend    grosses    n    erhalten    wir  dann  durch  Anwendung  der 
Stirling 'sehen  Formel  und  Übergang  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen 

r(:-'B  +  n) 
n^s)r(n+l) 

wo  \â,^r\  öine  von  n  unabhängige  Schranke  nicht  überschreitet.  Ferner 
steht  uns  noch  die  Formel  zur  Verfügung 

Sei  nun 

OD 

und  die  Coefficienten  c„  für  jedes  n  grösser  als  N  darstellbar  nach  (33)  in 
der  Gestalt 

c.  =  C(n-  ,)-(,  +  -i_  +  ^-A_.  +  . . .  +  -AzL^  +  _^,) 

und  wird  a  -{•  iß  =  —  s  —  i  gesetzt,  r  aber  so  gewählt,  dass  r  —  a  >  i , 
wobei  das  Ungleichheitszeichen  im  strengen  Sinn  zu  nehmen  ist,  bilden 
wir  ferner  die  Function 


r—l 


(34)  i/>{x)^f{x)-  Tg^ii-x)'+'^r{-s^m)=Tq,x' 

fnasO  0 

in  welcher  die  g^  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 


(35) 


^r-1   +  /"/r-î^â+r-l,!   +  ^r-8«#  +  r-a,3  +   •  •  •  +  ^0«f.r-t  ==  ^'^'r-1 
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so  sieht  man  sogleich,  dass  von  einem  bestimmten  n  angefangen  die 
Formel  gilt 

wobei  Qr  sich  linear  ans  Grössen  znsammenzetzt,  welche  von  »  nnab- 
hängige  Schranken  nicht  überschreiten,  und  daher  dieselbe  Eigenschaft  hat. 

Die  PotenÄreihe  für  ^^{x)  convergirt  daher  wegen  r  —  a>  i  am  ganzen 
Convergenzkreis  imd  kann  unmittelbar  zur  Berechnung  des  Werthes  im- 
serer  Eeihe  dienen.  Wenn  aber,  was  bisher  ausgeschlossen  war,  8  gleich 
einer  positiven  ganzen  Zahl  ist,  so  ist  die  ursprüngliche  Eeihe  unmittelbar 
zur  Berechnung  von  f{x)  brauchbar,  ausgenommen  für  s  =  o,  a  =*  —  i. 
Dann  aber  liefert  die  Addition  der  Beihe  für  Cl{i  — x)  zu  f{x)  eine  con- 
vergente Reihe. 

Mann  kann  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

Ist  eine  Function  durch  eine  Potenzreihe  definirty  und  haben  die  Coefft- 
cienten  die  in  (28)  beschriebene  Beschaffenheit^  so  lassen  sich  immer  r  Zatden 
ffo  )  ffi  9  ffif  •  •  •  ^^  erforderlichen  falls  eine  Grösse  h  so  bestimmen,  dass 

(36)    fix)  =  «(1  -X)  +  ^i^ff^r{a  +  iß-m+  i)(i  _a;)--<^+--^  +  iq^x^ 

wo  die  letzte  Potenzreihe  rechts  am  ganzen  Convergenzkreis  der  ersten  Beihe 
convergirt  und  d?enfalls  zu  dem  hier  betrachteten  Typus  gehört.  Dabei  ist 
r  eine  beliebige  ganze  Zahl,  welche  grösser  ist  als  i  +a.  Das  logarithmische 
Glied  tritt  niemals  auf,  wenn  nicht  ß  =  o  und  a  eine  ganze  Zahl  ist,  welche 
grösser  oder  gleich  —  i   ist. 

Die  Function  f{x)  hat  daher  höchstens  für  x=  i  keinen  endlichen  Werth. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  dieselben  Methoden  auch  dann  an- 
wenden kann,  wenn  eine  Entwicklung  des  Quotienten  zweier  aufeinander- 
folgender Coefficienten  statt  nach  ganzen  Potenzen  von  n""'  nach  solchen 
von  n"^  möglich  ist,  wo  p  eine  Zahl  mit  positiven  reellem  Theil  bedeutet. 

Doch  werden  die  Resultate  sehr  compUcirt  und  die  ïallunterschei- 
dungen  sehr  zahlreich.  Ich  begnüge  mich  daher  mit  dem  blossen  Hinweis, 
um  somehr  als  mir  keine  für  die  Analysis  wichtigere  Reihe  mit  dieser 
Eigenschaft  bekannt  ist.  Dagegen  ist  das  hier  aufgestellte  Theorem  aus 
dem    Grunde    bemerkenswerth,    weil    die    Beschaffenheit  der  Function  auf 
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dem   Convergenzkreis  aus  den  Coefficienten  gefolgert  wird,  und  zwar  auch 
dann,  wenn  die  Reihe  dort  divergirt. 

Da  ferner  r  beliebig  gross  gewählt  werden  kann,  so  wäre  es  von  In- 
teresse zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  man  auf  diesem  Wege 
zu  einer  Entwicklung  um  die  Stelle  x  =  i  gelangen  kann.  Schon  die 
hypergeometrischen  Reihe  zeigt,  dass  das  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
ist.  Es  wäre  femer  interessant  zu  untersuchen,  unter  welchen  Umständen 
die  erste  Summe  rechts  in  (36)  überhaupt  für  r  =  00  convergirt,  und  welche 
Bedeutung  sie  dann  für  die  Pimction  f{x)  hat.  Femer  könnte  man  die 
Frage  aufwerfen  unter  welchen  Bedingungen  die  hier  betrachteten  Reihen 
über  den  Convergenzkreis  hinaus  anal3rtisch  fortsetzbar  sind,  und  was  für 
Functionen  so  entstehen.  Es  ist  zu  erwarten,  dass  auch  für  diese  Fragen 
die  EüLEu'sche  Summenformel  ein  werthvoUes  Hilfsmittel  bieten  wird. 
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SUR  QUELQUES  POINTS  FONDAMENTAUX  DANS   LA  THÉORIE 
DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  DE  DEUX  VARIABLES 


PAB 

EMILE  PICARD 

à  PARI». 


Abel  a  consacré  plusieurs  mémoires  à  l'étude  des  intégrales  abéliennes 
réductibles  à  des  combinaisons  algébrico-logarithmiques.  Malgré  ses  efforts 
et  ceux  des  géomètres  qui  l'ont  suivi,  cette  difficile  question  provoquera 
sans  doute  encore  de  nombreuses  recherches.  L'étude  des  intégrales  de 
différentielles  totales  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  va- 
riables soulève  des  questions  dont  quelques-unes  présentent  des  analogies 
avec  le  problème  d'AsEL;  il  semble  qu'un  examen  de  ces  questions,  même 
très  incomplet  et  soulevant  plus  de  problèmes  qu'il  n'en  résout,  ne  sera 
pas  déplacé  dans  cette  commémoration  de  la  mémoire  du  grand  géomètre 
norwégien. 

I .  Considérons,  comme  je  le  fais  habituellement  dans  mes  recherches 
sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables,  une  surface 

disposée  arbitrairement  par  rapport  aux  axes  et  n'ayant  que  des  singularités 
ordinaires  (ligne  double  avec  points  triples).  J'ai  développé  longuement  dans 
mes  mémoires  antérieurs  et  dans  le  tome  I  de  ma  Théorie  des  fonctions 
algébriques  de  deux  variables  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales 
de  seconde  espèce,  et  j'ai  fait  connaître  récemment  (Annales  de  l'Ecole 
normale,  1901)  un  théorème  fondamental  relatif  aux  intégrales  de  troisième 
espèce.  Il  existe  pour  la  surface  f  un  certain  nombre  entier  X  jouissant  de 
la  propriété  suivante: 

Aeia  mathmatiea,    2G.    Imprimé  lo  18  JuiUet  1902.  35 
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On  peuty  sur  la  surface,  tracer  A  courbes  algébriques  irréductibles  par- 
ticulières 

telles  qu'il  n'existe  pas  d'intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième  espèce 

fPdx  +  Qdy    (P  et  Q  rationnelles  àe  x^y^z) 

ayant  seulement  pour  courbes  logaiithmiques  une  ou  plusieurs  de  ces  courbes 
C  et  de  la  courbe  à  Vinfini  de  la  surface,  mais  telles  que,  si  Von  envisage 
une  A+  i*"®  courbe  arbitraire  irréductible  Cj^+i,  i^  existera  une  intégrale  de 
troisième  espèce  ayant  seulement  pour  courbes  logarithmiques  la  courbe  C^^i 
et  la  totalité  ou  une  partie  des  courbes  G^  ,  . . . ,  Cx  et  de  la  courbe  à  Vinfini. 
Remarquons  d'ailleurs  que  les  courbes  6',  ,  C, ,  . . . ,  6\  sont  dans  une  large 
mesure  arbitraires. 

JjSl  démonstration  assez  délicate  de  ce  théorème  ne  fait  malheureuse- 
ment connaître  qu'une  limite  supérieure  du  nombre  A,  et  ce  serait  un  point 
important  de  pouvoir  obtenir  ce  nombre  d'une  manière  tout  à  fait  précise. 

2.      Une  question  se  pose,  pour  les  intégrales  de  différentielles  totales 

de    troisième    espèce,    dont   la    réponse   était  immédiate  pour  les  intégrales 

abéliennes   relatives  aux  courbes.      Etant  donnée  une  courbe  algébrique  ar- 

bitraire 

f{x  ,  y)  «  o 

une  intégrale  abélienne  arbitraire 

fR{x  ,  y)dx 

relative  à  cette  courbe  est  certainement  une  fonction  de  x  ne  se  ramenant 
pas  à  une  combinaison  algébrico-logarithmique.  Si  maintenant  nous  prenons 
une  surface  algébrique  arbitraire 

une  intégrale  arbitraire  de  différentielle  totale  relative  à  cette  surface 

(2)  fPdx  +  Qdy 

sera-t-elle  une  fonction  de  x  ^  y  et  z  ne  se  ramenant  pas  à  une  combinaison 
algébrico-logarithmique?     Déjà,  et  c'est  par  là  que  j'ai  commencé  jadis  ce 
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genre  de  recherches,  on  sait  que  si  la  surface  f  n'est  pas  spéciale^  et  si 
l'intégrale  (2)  est  de  seconde  espèce^  cette  intégrale  se  réduit  à  une  fonction 
rationnelle  à^  x  ^  y  e^i  z.  En  fait,  en  dehors  des  surfaces  ayant  des  inté- 
grales de  seconde  espèce  non  rationnelles,  je  ne  connais  pas  d'exemples  de 
surfaces  dont  les  intégrales  de  différentielles  totales  ne  se  réduisent  pas  à 
une  combinaison  algébrico-logarithmique. 

Sans  préjuger  la  réponse  à  la  question  posée,  on  peut  faire  une  re- 
marque curieuse  sur  les  surfaces  pour  lesquelles  toute  intégrale  de  diffé- 
rentielle totale  est  une  combinaison  algébrico-logarithmique.  Soit  f  une 
telle  surface,  et  considérons  les  courbes 

Cj ,  C, ,  . . . ,  6\ 

de  l'énoncé  rappelé  plus  haut.  En  désignant  ensuite  par  C^^^^  ^^^  ^  +  i  *"'* 
courbe  algébrique  irréductible  tracée  sur  la  surface,  nous  pouvons  former 
une  intégrale 

fPdx  +  Qdy 

de  différentielle  totale  de  troisième  espèce,  ayant  seulement  pour  courbes 
logarithmiques  la  courbe  C^+i  et  la  totalité  ou  une  partie  des  courbes 
C,  ,  . . . ,  (7;i  et  de  la  courbe  à  l'infini. 

D'après  l'hypothèse  faite,  l'intégrale  précédente  est  de  la  forme 

Ä,  logR,{x,y,0)  +  A^  logB^{x,y,z)  +  . . .  +  Ä,\ogB,{x,y,  z)  +  P{x,y,z) 

où  les  jR  sont  rationnelles  en  a? ,  y  et  ;?  ailisi  que  P,  et  où  l'on  peut 
supposer,  en  réduisant  l'entier  k  à  son  minimum,  qu'il  n'y  a  pas  entre  les 
constantes  A  de  relations  homogènes  et  linéaires  à  coefficients  entiers.  Dans 
ces  conditions,  une  des  fonctions  JR  au  moins  s'annulera  ou  deviendra  infinie 
certainement  (avec  un  degré  convenable  de  multipUcité)  le  long  de  la  courbe 
C;i^i  et  le  long  de  la  totalité  ou  d'une  partie  des  courbes  <?!  ,  C ^ ,  . . . ,  C^ 
et  de  la  courbe  à  Tinfini  (également  avec  des  degrés  convenables  de  multi- 
pUcité), et  de  plus  elle  ne  s'annulera  ni  ne  deviendra  infinie  le  long  d'aucune 
autre  courbe.     Nous  avons  donc  ce  résultat  curieux: 

Etant  considérées  sur  h  surface  les  A  courbes  algébriques  irréductibles 
C^^  C^y ,  Cx  [arbitraires  d'auteurs  dans  une  large  mesuré)^  la  courbe  à 
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r infini,  et  une  courbe  C\^^  irréductible  entièrement  arbitraire^  il  existera  une 
fonction  rationnelle 

R{x,y  ,  z) 

devenant  nulle  le  long  de  la  courbe  Cj^^i,  devenant  nulle  ou  infinie  le  long 
de  quelques-unes  ou  de  la  totalité  des  autres,  et  ne  devenant  nulle  ou  infinie 
le  long  d'aucune  autre  courbe. 

Ces  lignes  de  zéro  ou  d'infini  sont  de  degrés  convenables  de  multi- 
plicité, et  il  ne  faut  pas  oublier  dans  cet  énoncé  qu'il  s'agit  de  surfaces 
dont  toutes  les  intégrales  de  différentielles  totales  sont  des  combinaisons 
algébrico-logarithmiques.  11  pourra  paraître  singulier  qu'une  surface  arbi- 
traire (par  exemple  la  surface  la  plus  générale  de  son  degré)  jouisse  de 
cette  propriété,  surtout  si  on  modifie  encore  un  peu  la  forme  de  l'énoncé. 

Soient  sur  notre  surface  X+  2  courbes  algébriques  irréductibles  entière- 
ment arbitraires 

i  j  ,    i  j  ,    .  .  .  ,    i  ji^.3 

on  pourra  former  une  première  fonction  rationnelle  devenant  nulle  le  long 
de  /'j,  et  ne  devenant  en  outre  nulle  ou  infinie  que  le  long  de  quelques- 
unes  ou  de  la  totalité  des  courbes  6'j  ,  . . . ,  6\  et  de  la  courbe  à  l'infini. 
On  aura  de  même  une  fonction  rationnelle  correspondant  à  / j ,  ...,  /i+j. 
En  les  élevant  à  des  puissances  entières  convenables,  positives  ou  négatives 
et  en  faisant  leur  produit,  on  formera  immédiatement  une  fonction  ration- 
nelle, s'annulant  le  long  de  certaines  des  courbes  F  et  devenant  infinie  le  long 
des  autres  {avec  des  degrés  convenables  de  multiplicité),  et  n'ayant  aucune 
autre  ligne  de  zéros,  ou  d'infinis. 

Une  proposition  analogue,  dans  laquelle  les  courbes  F  seraient  rem- 
placées par  des  points  est  évidemment  inexacte  pour  les  courbes  algébriques; 
pour  une  courbe  algébrique  prise  arbitrairement,  on  ne  peut  trouver  une 
fonction  rationnelle  dont  les  pôles  et  les  racines  devraient  nécessairement 
être  compris  parmi  des  points  donnés,  les  degrés  de  multiplicité  n'étant 
d'ailleurs  pas  fixés  à  l'avance. 

3.  Les  remarques  précédentes  feraient  donc  plutôt  penser  que  les 
intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième  espèce  ne  se  ramènent  pas 
en  général  à  des  combinaisons  algébrico-logarithmiques;  mais  malheureuse- 
ment,  comme  je   l'ai   dit  plus  haut,  je   ne  suis  pas  en  mesure  de  donner 
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un  exemple  d'une  surface  n'ayant  pas  d'intégrale  transcendante  de  seconde 
espèce  (ou  de  connexion  linéaire  égale  à  l'unité,  d'après  un  théorème  fon- 
damental que  j'ai  éta^bli  autrefois)  et  possédant  une  intégrale  de  troisième 
espèce  qui  ne  soit  pas  du  type  algébrico-logarithmique. 

Je  citerai  quelques  exemples  assez  étendus  de  surfaces  algébriques  pour 
lesquelles  on  est  assuré  que  toutes  les  intégrales  sont  au  contraire  du  type 
algébrico-logarithmique.  Un  premier  exemple  très  simple  me  sera  fourni  par 
la  surface  célèbre  du  quatrième  degré  qui  porte  le  nom  de  Kummer.  A  leur 
sujet,  M.  Humbert  a  démontré  une  proposition  très  élégante;  toutes  les 
courbes  algébriques  tracées  sur  cette  surface  sont  de  degré  pair,  et  si  2m 
désigne  le  degré  d'une  telle  courbe  de  la  surface,  on  peut  le  long  de  cette 
courbe  circonscrire  à  la  surface  une  surface  de  degré  w,  ne  la  coupant  pas  en 
dehors  de  la  courbe  considérée.  Ici,  le  nombre  A  des  énoncés  précédents 
doit  être  regardé  comme  égal  à  zéro,  c'est  à  dire  que  si  Ton  prend  sur 
la  surface  deux  courbes  algébriques  quelconques 

r   r 

il  existera  une  intégrale  de  troisième  espèce  n'ayant  d'autres  courbes  lo- 
garithmiques que  ces  deux  courbes.     Si  en  effet 

/i(^  yy^^)  =  o     et     f^{x,y  ,z)  =o 

représentent  les  deux  surfaces  de  degrés  m^  et  /«,  donnant  les  deux  courbes 
d'après  le  théorème  de  M.  Humbert,  la  fonction 

log  — 

peut  être  regardée  comme  une  intégrale  de  troisième  espèce  possédant  la 
propriété  demandée. 

4.  ]jes  considérations  que  nous  avons  développées  plus  haut  s'appli- 
quent avec  des  modifications  peu  importantes  aux  surfaces  données  par  les 
équations 

(3)  «'  =  /"(^ ,  y) 

oïl  f  est  un  polynôme  en  x  et  y,  et  ici  nous  allons  voir  se  poser  des  pro- 
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blêmes  qui,  plus  difficiles  encore  que  le  problème  d'ABEL,  présentent  avec 
lui  un  air  de  famille.     Les  courbes  tracées  sur  la  surface 

(3)  ^'  =  f{x ,  y) 

sont  de  deux  sortes.     Pour  une  courbe  de  la  première  sorte  en  désignant  par 

A{x,ij)  =  o 

réquation  de  sa  projection  sur  le  plan  des  {x  ,  y),  il  arrive  que  le  cylindre 
-^(^  )  y)  =  o,  rencontre  la  surface  suivant  une  seule  courbe  irréductible. 
Pour  une  courbe  do  la  seconde  soiie  au  contraire,  le  cylindre  précédent 
rencontrera  la  surface  suivant  deux  courbes  irréductibles;  il  arrivera  alors 
que  le  polynôme  irréductible  A[x  ^  y)  est  un  diviseur  d'une  expression  de 
la  forme 

P'-Q\nx,y) 

P    et    Q    étant    deux    polynômes    premiers  entre  eux,  et  les  équations  des 

courbes  sont 

p 

^(a;,y)  =  o,         z  =  + -, 

A{x,y)  =  o,         z  =  — ^. 

que  Ion  peut  appeler  des  courbes  conjuguées. 

Toutes  les  intégrales  de  différentielles  totales  relatives  à  la  surface  (3) 
sont   une    somme   de    deux  intégrales  de  différentielles  totales  de  la  forme 


/ 


Pdx  +  Qdy 


Xiy)AB..,Lsrfix,y) 


+  fp^dx+  Q,dy 


P  et  Q  étant  des  polynômes  en  x  et  y,  ]({y)  étant  un  polynôme  en  y,  et 
A  ,  W ,  . . . ,  L  des  polynômes  irréductibles  en  a;  et  y ,  premiers  entre  eux 
et  avec  f.  Quant  à  P^  et  Çj,  ce  sont  des  fractions  rationnelles  de  x  et 
y.  Ïjsl  seconde  intégrale  est  sans  intérêt,  car  elle  se  réduit  manifestement 
à  une  expression 

TC\ogE{x,y)  +  p{x,y) 

les  R  et  p  étant  des  fonctions  rationnelles  de  a;  et  y,  et  les  G  des  con- 
stantes,    lia   première   de  ces  intégrales  est  seule  intéressante,  et  un  point 
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important,    est    que    ses    courbes    logarithmiques  à  distance  finie  sont  des 
courbes  de  la  seconde  sorte.     Il  est  impossible  en  effet  que  le  cylindre 

Ä{x,y)  =  o 

coupe  notre  surface  suivant  une  seule  courbe,  car  l'expression 

P 


2m. 


.dA 


doit  nécessairement  se  réduire  à  une  constante  (période  logarithmique)  quand 
-^(^  )  y)  =  O-  Donc,  en  vertu  de  cette  dernière  relation,  yffïxTy)  ®st  une 
fonction  rationnelle  de  a?  et  y,  et  nous  avons  deux  courbes  de  la  surface 
correspondant  à  une  même  projection  sur  le  plan  des  xy. 

J'ai  montré  antérieurement  que,  par  la  soustraction  de  logarithmes  de 
fractions  rationnelles  de  ic,  y  et  ^,  on  pourrait  se  borner,  dans  Tétude  des 
intégrales  de  troisième  espèce,  à  considérer  le  cas  où  dans  la  courbe 

A{x  ,  y)  =  o 

X    n'entre    qu'au    degré ,    si    le    degré    m  du  polynôme  f{x ,  y)  par 

rapport  à  x  est  impair.  Si  ce  degré  m  est  pair,  on  pourra  ramener  au 
degré  —  ou i. 

Nous  avons  d'ailleurs  ici  un  théorème  tout  à  fait  analogue  à  celui 
que  nous  rappelions  au  début.  A  la  surface  correspond  un  nombre  A,  tel 
que  si  on  prend  sur  la  surface  X  couples  arbitraires  de  courbes  conjuguées, 
il  n'existe  pas  d'intégrale  de  troisième  espèce  n'ayant  à  distance  finie  que 
ces  courbes  logarithmiques,  mais  tel  que  si  on  prend  un  A  +  i*°**  couple 
quelconque  de  courbes  conjuguées,  on  puisse  former  une  intégrale  n'ayant 
à  distance  finie  comme  courbes  logarithmiques  que  les  courbes  de  ce  couple 
et  des  couples  précédents  (en  totalité  ou  en  partie). 

Ce  serait  un  problème  intéressant  que  de  fixer  exactement  ce  nombre 
A,  dont  on  obtient  seulement  facilement  une  limite  supérieure.  Il  ne  serait 
pas  moins  important  d'étudier  les  polynômes  A{Xyy)  correspondant  aux 
courbes  conjuguées.     En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  le  polynôme  f(x ,  y) 
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de  degré  impair  m  par  rapport  à  rr,  il  faudrait  aussi  rechercher  les  poly- 
nômes A{x  y  y)  de  degré par  rapport  à  oj,  tels  que  pour 

A{x,y)=o 

le  polynôme  f{x ,  y)  soit  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  de  rr  et  y.  S'il 
n'existe  pas  de  tels  polynômes  A^  on  est  assuré  que  toutes  les  intégrales 
de  différentielles  totales  relatives  à  la  surface 

^'  =  n^ ,  y) 

se  ramènent,  par  la  soustraction  d'expressions  algébrico-logarithmiques,  à 
la  forme 

^Pdx  +  Qdy 


r 


yla^.y) 


où  P  et  Ç  sont  des  polynômes  en  a;,  de  degrés  respectivement  égaux  à 
m —  2   et  m —  i.     Ce  cas  se  présente  pour  m  =  3,  quand  on  prend 

(4)  ^'  =  <y>'  +  KV)^'  +  c{y)x  +  d[y\ 

a  y  b  y  c  y  d  étant  des  polynômes  non  spéciaux  en  y,  car  on  ne  peut  satis- 
faire à  cette  équation  en  prenant  pour  ;2;  et  a;  des  fonctions  rationnelles  de 
y.  Il  en  résulte  aisément  que,  pour  la  surface  générale  (4),  toute  intégrale 
de   différentielle   totale  se   ramène  à  une  combinaison  algébricoAogarithmique. 

4.     Eevenons  maintenant  aux  surfaces  à  singularités  ordinaires 

f{x,y,z)  =  o 

considérées  au  début,  et  traitons  une  question  d'un  caractère  tout  à  fait 
général;  je  veux  parler  des  relations  entre  la  théorie  des  intégrales  doubles 
de  seconde  espèce  et  celle  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième 
espèce. 

J*ai    montré,    comme    on   se  le  rappelle  peut-être,  que  toutes  les  inté- 
grales  doubles  de  seconde  espèce,  se  ramènent  aux  intégrales 


F 


Q(^,  y  ^  z)dxdy 
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le  polynôme  Q  s'annulant  pour  la  courbe  double  de  la  surface.  ^  Le  degré 
de  ce  polynôme  Q  est  limité,  et  ses  coeflficients  satisfont  à  certaines  rela- 
tions que  nous  avons  appris  à  former.  Mais  toutes  les  intégrales  doubles 
ainsi  obtenues  ne  sont  pas  distinctes,  et  il  faut  indiquer  la  marche  à  suivre 
pour  trouver  exactement  le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde 
espèce,  c'est  à  dire  des  intégrales  dont  aucune  combinaison  linéaire  n*est 
de  la  forme 


M 


A  ei  B  étant  rationnelles  en  Xyjf  et  z.  On  répondra  aisément  à  cette 
question,  si  on  sait  reconnaître  à  quelles  conditions  l'expression  donnée 

Q(a?  >  y ,  g) 
est  de  la  forme 

A  et  B  étant  rationnelles  en  x  ,  y  et  ss]  bien  entendu  z  est  regardé  comme 
fonction  de  x  et  y,  quand  on  fait  les  differentiations  partielles.  Ce  pro- 
blème est  la  généralisation  d'une  question  très  simple  relative  à  une  courbe 
algébrique  f{x  ,  y)  =  o.     A  quelles  conditions  l'expression 

n 

est-elle  de  la  forme 

dA 
dx  ' 

A  étant  rationnelle  en  a?  et  y?  Mais,  tandis  que  ce  dernier  problème  est 
aisé  h  traiter,  la  question  que  nous  pose  la  théorie  des  surfaces  est  beau- 
coup plus  complexe.  La  raison  essentielle  en  est  que  l'on  ne  sait  pas  à 
priori  pour  quelles  courbes  de  la  surface  A  et  B  peuvent  devenir  infinies, 
tandis  que  pour  les  courbes  les  infinis  de  A  sont  connus  à  l'avance. 


'    On    pourra    voir  en   particulier  ma  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  va- 
ricMes  (tome  2,  chap.  7)  et  Annales  de  l'Ecole  Normale  (février  1902). 

Aettk  matkê¥fuUiea.    26.    Imprtmë  le  19  Juillet  1902.  SQ 
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Soit  l'identité 

Qix,y,z)_dA        dB 
f.             dx    '   3y 

282 

5- 

(5) 

Désignons  par  G{x  ^  y)  =  o,  la  projection  de  la  courbe  double  sur  le  plan 
des  xy,  et  par  .<7(^  ,  y)  —  o  la  projection  sur  le  même  plan  de  la  courbe 
de  la  surface  avec  un  cylindre  parallèle  à  oz.  On  montre  aisément  qu'on 
ne   diminue   pas   la  généralité  en  supposant  que  A  et  B  sont  de  la  forme 


Ä  = 
B 


g{x  ,  y)ü{x  ,  y)<p^{x  ,  y) . . .  frix  ,  y)f, 
V(x,y,  z) 


g(x  ,y)0{x,  y)f^{x  ,  y) .  . .  frix  ,  y)f', 

où  on  représente  par  fp,  ,  . . . ,  f?r  ^^s  polynômes  irréductibles  en  x  et  y, 
premiers  entre  eux  et  premiers  avec  y  et  G\  quant  à  U(x,y,z)  et  V{x,y,z)^ 
ils  représentent  des  polynômes  en  x  et  j8?,  à  coefficients  rationnels  en  y. 
Toute  la  difficulté  provient  de  la  présence  possible  de  ces  polynômes  fp  en 
nombre  d'ailleurs  inconnu,  et  elle  est  très  réelle.  On  peut  cependant  la 
lever,  si  on  suppose  connu  un  système  des  Å  courbes  (/  dont  il  a  été 
question  au  paragraphe  I;  c'est  là  un  point  capital  dans  ma  théorie  des 
intégrales  doubles  de  seconde  espèce.  Soit  F  une  courbe  de  la  surface, 
se  projetant  suivant  pj{rr,y)  =  o,  et  le  long  de  laquelle  A  et  2Î  deviennent 
infinies.  On  pourra  former  une  intégrale  de  troisième  espèce  ayant  .pour 
courbe  logarithmique  F  et  la  totalité  ou  une  partie  des  courbes  C  et  de  la 
courbe  à  l'infini;  et  cette  intégrale  sera  de  la  forme 


r    „ 

J  s^,(«  »  y)  9 


Pdx  +  Qdy 


en  désignant  par  ,9,(a; ,  y)  =  o  ,  . . . ,  ^a(^  ,  2/)  =  o  les  projections  des  X  courbes 
(7,  et  par  P  et  Q  des  polynômes  en  x  et  z,  à  coefficients  rationnels  en  y. 
Ijes  fonctions  F  et  Q  s'annuleront  le  long  des  courbes  de  la  surface  se 
projetant  suivant 

î^i  =  o,         9i=o  ,     .  ,  .  ,     gx=--o 

distinctes  de  F  et  des  courbes  C.   On  aura  d'ailleurs  la  relation  d 'intégrabilité 
ay  \<p^(f^  .  .  .  gxf'J        dx  [f^  ^,  .  .  .  gif'J  ~ 
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et  de  plus,  le  long  de  la  courbe  V  TexpresBion 

P 

se    réduira    à    une    constante   différente  de  zéro,  puisque  elle  représente  au 
facteur  zni  près  une  période  logarithmique  de  Tintégrale. 

Revenons  à  l'identité  (5),  en  supposant  que  (i?  ,  y  ,  ^)  reste  dans  le 
voisinage  d'un  point  M  d  ailleurs  arbitraire  de  la  courbe  I\  Le  premier 
membre  de  (5)  ne  devenant  pas  infinie  dans  ces  conditions,  on  pourra  écrire 

^A       dB  _  ax 

3«         3?/         dx  ' 

Å  étant  une  fonction  holomorphe  de  a;  et  y  dans  le  voisinage  de  M.   Donc 

fBdx  —  {A  —  X)dy 

est  une  intégrale  de  différentielle  totale  ayant  autour  du  point  M  la  courbe 
r  comme  courbe  logîxrithmique,  et  on  en  déduit  de  suite  que  le  quotient 


se  réduit  à  une  constante  sur  la  courbe  -T,  car  il  représente  au  facteur 
27ri  près  une  période  logarithmique.  Or  le  second  membre  de  Tidentité 
(5)  peut  s'écrire 

c  désignant  une  constante  arbitraire,  et  on  peut  choisir  la  constante  C 
de  manière  que 

_     ^(-^  >  ?/  >  ^) I   c        P 

S  annule  sur  I\  d'après  les  doux  remarques  ci-dessus.  Par  suite,  pour  un 
t«l  choix  de  C\  la  fonction  sous  le  signe  —  dans  (6)  ne  deviendra  pas  in- 

finie  le  long  de  F. 

Nous  avons  ainsi  fait  disparaître  la  ligne  F  comme  ligne  d'infini  pour 
les    fonctions    figurant   dans    l'identité   (5).     En  allant  ainsi  de  proche  en 
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proche,   nous  arrivons  à  une  identité  de  la  forme  (5),  et  où  A  et  B  ont 
alors  la  forme 


g.G.g,.g^...  gxf^'  g.O    g^.g^...  gif',' 

M  et  N  étant  des  polynômes  en  a?  et  ;8?  à  coefficients  rationnels  en  ^;  les 
fonctions  au  dénominateur  sont  complètement  déterminées. 

Il  est  facile  de  voir  ensuite  que  les  degrés  des  polynômes  ilf  et  iV  en 
X  ei  z  peuvent  être  limités,  et  alors  on  est  assuré  de  pouvoir  par  un 
nombre  limité  d'opérations  reconnaître  si  Tidentité 

fs  dz  '^dy 

est  ou  non  possible.  ^ 

On  voit  par  ce  qui  précède,  et  c'est  ce  que  je  voulais  montrer  som- 
mairement ici,  le  lien  étroit  entre  la  théorie  des  intégrales  doublés  de  seconde 
espèce  et  celle  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième  espèce. 

6.  Le  problème  dont  nous  venons  de  parler,  de  reconnaître  si  une 
fonction  rationnelle  de  a; ,  y  et  ^  (;?  étant  une  fonction  algébrique  de  x  et  y) 
est  susceptible  de  se  mettre  sous  la  forme 

3»  "^  ay  ' 

-4  et  B  étant  rationnelles  en  a; ,  y  et  ;?,  devient  particulièrement  simple, 
quand  on  considère  seulement  des  fonctions  rationnelles  de  rc  et  y  et 
qu'on  se  demande  si  une  fonction  rationnelle  R.de  x  et  y  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

/  N  7?      aI7  .  a7 

(7)  ^  =  ^+^' 

U  et  V  étant  rationnelles  en  x  et  y. 

Les  considérations  développées  dans  le  cas  général  trouvent  ici  une 
application  facile,  mais  on  peut  encore  suivre  une  autre  voie,  comme  je 
Tai  fait  récemment  dans  mon  cours.  ^     La  condition  nécessaire  et  suffisante 


*  Voir  Bulletin   des  sciences  mathématiques  (1902):  Sur  les  intégrales  ambles 
de  fonctions  7'atiannelles  dont  tous  les  résidus  sont  nuls. 
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cherchée  est  susceptible  d'une  forme  très  élégante.  Envisageons  l'intégrale 
double 

(8)  ffB{x,y)dxdy. 

La  fonction  rationnelle  i2  a,  à  distance  finie,  un  certain  nombre  de  lignes 
d'infini.  A  chacune  de  ces  lignes  correspondent  des  résidus  de  l'intégrale 
double,  au  sens  de  M.  Poincaré  dans  sa  théorie  des  résidus  des  intégrales 
doubles  de  fonctions  rationnelles.  Tia  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  l'on  puisse  satisfaire  à  la  condition  (7)  est  que  tot^s  les  résidas  de 
l'intégrale  (8)  soient  nuls. 

L'énoncé  se  trouve  être  identique  à  celui  qui  exprime  qu'une  fonction 

dU 
rationnelle   B{x)   est  la  dérivée  -y-  d'une  fonction  rationnelle   ü'  de  a;,  et 

qui   peut  se  formuler  en  disant  que  tous  Jes  résidus  de  l'intégrale  simple 

fR{x)dx 
sont  nuls.     La  similitude  des  deux  énoncés  est  d'une  grande  élégance. 
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GEOMETRISCHER  BEWEIS  EINES  ALGEBRAISCHEN  SATZES  VON  JACOBI 

VON 

A.   V.   BÄCKLUND 

ta  LUND.  .   . 

I. 

Ein  Satz  von  Abel. 

In  einer  kurzen  Noté  im  Bande  4  des  CRELLK'schen  Journals  für  das 
Jahr  1829  mit  dem  Titel:  Démonsiration  d'une  pi^opriété  générale  d'une 
certaine  classe  des  fonctiofis  transcendantes  (Oeuvres  complètes  de  Niels 
Henkik  Abel.  Nouvelle  Édition,  Christiania  1881,  i,  p.  515),  hat  Abel 
einen  Satz  entwickelt,  der  für  die  Theorie  der  Integrale  der  algebraischen 
Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  geworden  ist  und  der  so  lautet: 

»Wenn  y  definirt  wird  durch  die  Gleichung: 

(0  i>o  +  PiV  +  py  +  •  •  •  +  l^i.-iy""'  +  y"  =  o, 

wo  Po  y  P\  i  P'ii  •  •  •  >  Pn-~\  5^«w^«  Funktionen  von  x  bedeuten,  und  eine  zweite 
Grleichung  hinzugezogen  wird: 

(2)  Co  +  ?,y  +  ?y  +  .  .  .  +  !7«-iy""'  =  o, 

wö  y^ ,  ^j ,  ^2 ,  .  ,  .  ,  y„_i  gleichfalls  ganze  Funktionen  von  x  sind,  in  denen 
aber  die  Koefficienten  gewisser  Potenzen  des  x  als  variable  Parameter 
a,  a',  a",  .  .  .  betrachtet  werden,  und  man  das  Integral  bildet: 

(3)  ^{^)  ==ff{^ ,  y)dx, 

wo  f{x  ,  y)  irgend  welche  rationale  Funktion  von  x  ,  y  bedeutet,  so  findet 
man,  dass  es  sein  muss: 

fl  n 

(4)  2:0(0;,)  =  w  +  TK  log  v^, 

26.    Imprimé  le  19  jnlllet  1902. 
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falls  links  über  alle  Wurzeln  rCj  ,  a?, ,  .  .  .  der  durch  Elimination  von  y  aus 
(i)  und  (2)  entspringenden  Endgleichung  für  x  suramirt  wird  und  unter 
ij ,  Äj ,  .  .  .  Konstanten,  unter  w  ,  Vj ,  ^;, ,  .  .  .  rationale  Funktionen  von 
a  ^  a\  a",  .  .  .  verstanden  werden.» 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ruht  darauf,  dass  wegen  (i)  und  (2)  y  als 
rationale  Funktion  von  x  und  a ,  a' ,  a",  .  .  .  erhalten  wird,  und  dass  ferner 
die  aus  (i)  und  (2)  entspringende  Endgleichung  für  x  giebt 

dXi  =  ada  +  a'da'  +  .  .  . 

wo  a  ,  a',  .  .  .  rationale  Funktionen  von  x^,  a  ^  a\  a",  .  .  .  werden.  Aus 
diesem  Grunde  kommt  nämlich 


gleich  einer  Summe: 

daY.^{x^ ,  a  ,  a\  a'\  .  .  .)  +  da'Yly^(Xi ,  a ,  a\  a",  ...)  +  ... 

die,  als  Funktion  von  den  Wurzeln  ^1 ,  ajj ,  .  .  .  ,  o;^  der  erwähnten  End- 
gleichung für  X  betrachtet,  als  symmetrisch  anzusehen  ist.  Jede  sym- 
metrische und  rationale  Funktion  der  Wurzeln  x^  ist  aber  in  a  y  a\  a'\ . . . 
rational.     Also  ist 

als  Integral  einer  Summe  rationaler  Funktionen  von  a ,  a',  a", . . .  aufzufassen. 
Desshalb  wird  diese  Summe  von  der  Form  (4).  —  (Obenstehendes  ist  eine 
beinahe  wörtliche  Uebersetzung  der  citirten  Note  von  Abel.) 

Wenn  p  das  Geschlecht  der  Kurve  (  i  )  bezeichnet,  —  dann  a? ,  y  als 
Koordinaten  der  Punkte  einer  Ebene  gedeutet,  —  so  giebt  es  bekanntlich 
p  verschiedene  Integrale  (3),  die  überall  endlich  und  stetig  sind.  Falls 
man  den  Satz  (4)  auf  irgend  eines  dieser  Integrale  und  auf  die  Schnitt- 
punkte der  Kurve  (i)  mit  einer  variablen  Kurve  eines  algebraischen  Kur- 
ven-Büschels (2)  anwendet,  und  wenn  A,  anstatt  der  vorigen  Zeichen 
a ,  a' ,  .  .  .  ,  den  Parameter  des  Kurven-Büschels  darstellt,  und  dieser  somit 
die  Gleichung  hat: 

(5)  0{x,y)  +  XV(x,y)^o, 
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SO  findet  man,  dass 

ål.«-.) 

gleich  sei  einer  rationalen  Funktion  von  A,  die  nirgends  unendlich  wird. 
Aber  jede  eindeutige  und  stetige  analytische  Punktion  von  A,  die  nirgends 
unendlich  wird,  muss  konstant  sein.  Weil  femer  Y^^{x^)  aus  einer  end- 
lichen 2iahl  von  allenthalben  endlichen  Integralen  (3)  zusammengesetzt  ist, 
kann  sie  nicht  mal  für  A  =  00  unendlich  werden.  Daher  soll  jene  jetzt 
auftretende  Konstante  Null  sein,  und  desshalb 

(A)  ±p(.,),     d.i.     |/{.„yjf=o, 

wenn  die  Summe  über  alle  Schnittpunkte  (ic, ,  y,)  zwischen  der  Kurve  (i) 
und  irgend  einer  der  Kurven  (5)  ausgedehnt  wird,  und  wenn,  wie  gesagt, 
^  ein  allenthalben  endliches  und  stetiges  Integral  ausmacht.* 

Sei  zweitens  ^»  ein  Integral  dritter  Grattung,  welches  in  zwei  Punkten, 
—  die  a  und  ß  heissen  mögen,  —  unstetig  und  daselbst  unendlich  wie 
log  {x  —  a)  für  X  =  a  wird,  aber  an  allen  anderen  Stellen  endlich  und 
stetig  ist,  und  seien  f  1 ,  î^i  ;  f , ,  îy,  die  Koordinaten  jener  Unendlicbkeits- 
punkte,  und  sei  das  fragliche  Integral  speciell  von  der  Form  eines  Normal- 
integrals, das  in  jenen  Unendlichkeitspunkten  genau  gleich 

wird,  so  folgt  aus  dem  AßEL'schen  Satze  (4)  oder  lieber  aus  dessen  Be- 
weise, wenn  man  diesen  Satz  auf  das  Schnittpunktssystem  (i)  und  (5) 
anwendet,  aber  mit  jenem  Integrale  dritter  Gattung,  das  ich  jetzt  mit  S^ 
bezeichne,  eingeführt  statt  ^,  dass 


dXiZ: 


eine  solche  rationale  Funktion  von  Å  sein  muss,  welche  in  der  komplexen  ^- 
Ebene  an  nur  zwei  Stellen  unstetig  und  unendlich  wird  und  dann  gleich 

d ,      A  —  Å, 


^  Diese    und    nächstfolgende    Beweisführung    findet    man    bei   Riemann  in  dessen 
Theorie  der  AbeV sehen  Punktionen  (Art.    14),     Ges.  Werke  von  Riemank.  S.   123. 

AtHa  matktmaHM.    26.    Imprimé  le  19  jaiUet  1902.  37 
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wenn  A,   und  A,  die  Werthe  des  Parameters  X  in  den  Unendlichkeitspunkten 
vorstellen,  also 

Eine    solche  Funktion,    wenn   sie  in  allen  anderen  Punkten  X  endlich  sein 
soll,  kann  nur  die  Form  besitzen: 

Damit    aber    für    A  =  oo    die   fragliche   S^   nicht   unendlich  werde,  muss 
sein  (7=  o;  desshalb: 

(B)  4s^w-,ö^^iog^I-J;. 


IL 

Zwei  Folgerungen  des  Vorangehenden. 

dx 
Man  trage  in  (A)  für  -r-    seinen  Werth  aus  (i),  kürzer 

F{x,y)  =  o, 
und   (5)  ein.      Man   wende  also  die  zwei   folgenden  Gleichungen  an: 

dFdx   ,   dFdy 

dx  dX    ^  dy  dk  ' 

\dx  ^     ^x)  dX^  \9y  ^     dyj  dX^ 
und  man  wird  somit,  wenn  der  Kürze  wegen 


geschrieben  wird,  erhalten: 

(6) 


{AB) 

statt 

dAdB 

dx  dy 

dAdB 

dy  dx 

n: 
dx 

3// 

dX       {F0)  +  X(Fr)  ' 
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Es  soll  die  in  (A)  auftretende  Funktion  f{x  ,  y)  rational  sein,  also  gleich 
dem  Quotienten  zweier  ganzer  Funktionen.     Soll  aber  das  Integral 

^  =ff{x  ,  y)dx 

eben  der  ersten  Grattung  werden,  so  muss,  wenn  /*=  oo,  dx  verschwinden, 
also  f  gleich 

M 

dF 

sein,  M  eine  ganze  Funktion  und  zugleich  die  Doppel-  und  Eückkehr- 
punkte  der  Kurve  F=o  als  Nullpunkte  habend.  Ferner  muss,  damit 
das  Integral  auch  im  Unendlichen  endlich  werde,  Jf ,  falls  F  vom  G^rade 
m  ist,  selbst  vom  Grade  m  —  3  sein. 

Die  Gleichung  (A)  besagt  somit,  dass  es  sei 

falls  die  Summe  über  alle  Schnittpunkte:  JF=o,    ^  =  0,  ausgedehnt  wird. 
Das    zur    Gleichung  (  i  )   oder  zur  Kurve  F  =  o  zugehörige  Integral 
dritter  Gattung  allgemeinster  Art  ist  der  Form 


(7) 


/Ndx 
dF' 
[ax  +  by  +  c)  — 


Dann  liegen  die  beiden  Unstetigkeitspunkte  des  Integrals  auf  der  Gerade: 

(8)  ax  +  by  +  c  =  Oy 

und  N  soll  eine  ganze  Funktion  m  —  2*®°  G^rades  bedeuten,  die  für  die 
übrigen  m  —  2  Schnittpunkte  der  Kurve  F  =  o  mit  der  Gerade  (8)  so- 
wie für  die  Doppel-  und  Eückkehrpunkte  jener  Kurve  F  ^=  o  verschwindet. 
Hieraus  geht  eine  wichtige  Beschränkung  der  Funktion  N  hervor.  Falls 
die  beiden  Unstetigkeitspunkte  des  Integrals  mit  a  und  ß  und  die  m  —  2 
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Schnittpunkte  der  Gerade  a^,  d.  i.  der  Grerade  (8),  und  der  Kurve  N=^o 
mit  a  ,  a\  a'\  .  .  .  bezeichnet  werden,  so  muss  sein: 

Weil    aber    dieselben    Punkte   a  y  a\  a",  .  .  .   zusammen  mit  a  und  ß 

die    Schnittpunkte    der    Kurve   F  =  o  und  der  Gerade  (8)  ausmachen,  so 

muss  sein: 

dF  .       dF 


(lo) 


aß  .aa  .aa',  .  .  =  { —  i) 


^•/^•/"■■■•■-(-'»•^ÄKT^r- 


«j  ,  «j  die  Eichtungscosinus  der  Gerade  aß  bezeichnend  und  F^{a^ ,  a,)  das 
Aggregat    der    Glieder    m**"*   Grades  in   Bezug  auf  x ,  y  von  F,  nachdem 
a^  ,  a,  statt  o?  bez.  y  eingeführt  worden  sind,  darstellend. 
Nun  ist 

a,  a 

und  wir  werden  also  aus  (9)  und  (10)  zu  schliessen  haben,  dass 


(»0 


dF       ,9F 


9F       ^9F' 

a 6  -z- 

»7.         3f. 


In    der    Nähe  des  Punktes  a  wird  das  Differential  des  Integrals  (7) 
der  Form: 


(12) 


und  in  der  Nähe  des  Punktes  ß  der  Form: 


in) 


N{$. .  V,)dx 


(a(a;-f,)  +  t(y-,.))?^ 


^  Wir  stützen  uns  hierbei  auf  die  folgende  Entwickelung  einer  ganzen  Funktion 
n**»  Grades  f^x  ,  y)  :  f{$  +  />«,,  7  +  />«,)  =  Af ,  7)  +/'(«.  ^  +«.  ^)  +•  •  /^"f«(«,.  «.>. 
und  interpretiren  p  als  Radius  vektor  vom  Punkte  {$ ,  ly)  und  a,  ,  a,  als  seine  Bichtungs- 


oosinuö. 
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Im    ersten    Falle    soll    der    Punkt  {x  ,  y)  auf  der  Kurve  F  =  o  und  un- 
endlich nahe  an  a  liegen,  wesshalb 

folglich  (12)  von  der  Form  werden: 

N($, ,  ij^)dx  ^  ^    dx 


/  'dF         dF 


dF\  x-$. 


Im  Ausdrucke  (13)  soll  {x,y)  unendlich  nahe  dem  Punkte  y9,  dennoch  auf 
der  Kurve  F=  o  gelegen  sein,  und  daher  (13),  auf  Grund  von  (i  i),  die 
Form  annehmen: 

Im  obigen  in  (B)  eingehenden  Integrale  S^  ist  N  mit  einem  solchen 
Faktor   versehen,   dass  die  entsprechende  Grösse  K  eben  gleich  Eins  wird. 

Die  Gleichung  (B)  giebt  daher  für  A  =  o  und  nach  Einführung  des 
Werthes  (6)  den  Satz: 

^^'^  f^,{ax  +  by  +  c)(F0)  ^  U/a~"  U// 

falls  die  Summe  über  alle  Schnittpunkte  zwischen  F  =  o  und  0  =  o 
ausgedehnt  wird. 

Der  Satz  (A')  ist  von  Jacobi  in  einer  etwas  allgemeineren  Form  ge- 
geben worden,  nämlich  in  der  Form: 

wobei  F,  0  und  ii  beliebige  ganze  Funktionen  der  (irade  m  bez.  n  und 
m  +  »  —  3  darstellen  und  die  Summirung  über  alle  Schnittpunkte  zwischen 
F  =  o  und   0  =  0  auszudehnen  ist. 

Dieser  Satz  zusammen  mit  einem  anderen,  den  Satz  (B')  umfassenden, 
wurde  von  Jacobi  entwickelt  im  B.  14,  S.  281  des  Journals  von  Grelle. 
Man  siehe  auch  die  Theorie  der  ÄheTschen  Funktionen  von  Clebsch  und 
GoKDAN,  Leipzig  1866,  wo  diese  Sätze  von  Jacobi  zum  Beweise  der 
ABEL'schen  Sätze  (A)  und  (B)  benutzt  worden  sind. 
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Der  von  Jacobi  gegebene  Beweis  seiner  Sätze  ist  rein  algebraischer 
Natur,  elementar,  jedoch  im  Vergleich  zu  den  oben  vorgetragenen  Beweisen 
komplicirt.  Es  giebt  aber  eine  rein  geometrische  Beweisführung  jenes 
Satzes  (14),  die  an  Einfachkeit  und  Uebersichtlichkeit  Nichts  zu  wünschen 
übrig  lässt,  die  freilich  einen  Satz  von  Liou ville  in  T.  VI,  p.  345  des 
Journal  de  Mathématiques  (1841)  über  den  Schwerpunkt  der  Schnitt- 
punkte zweier  Kurven  voraussetzt,  aber  dieser  Satz  kann,  wie  ich  früher  in 
einer  Abhandlung  Om  geometriska  kurvor  med  dubbel  hrökning  in  T.  VIII 
der  Jahresschrift  der  Universität  zu  Lund  (187 1)  gezeigt  habe,  sehr 
leicht  auf  rein  geometrischem  Wege  gewonnen  werden.  Hiervon  wird 
das  Nächstfolgende  handeln. 


III. 

Ein  Satz  von  I/iouville* 

Folgende  Bemerkung  schicke  ich  voran: 

Wenn  eine  solche  einfach-unendliche  und  stetige  Kurven-Schaar  vom 
Index  fx: 

(15)  f{^,yy^)  =  0, 

vorgelegt  ist,  die  zwar  /i  Kurven  durch  einen  beliebig  genommenen  Punkt, 
aber  durch  einen  Punkt  0  besonderer  Lage  nur  fx  —  r  +  i  Kurven  schickt, 
und  dabei  immer  0  für  eine  der  letzteren  r-fach  ist,  und  0  nur  in  der- 
artigem Falle  für  eine  der  Kurven  (15)  vielfacher  Punkt  wird,  so  bilden 
die  geraden  Polaren  von  0  in  Bezug  auf  die  Kurven  der  gegebenen 
Schaar  eine  Schaar  vom  Index  fx  —  r  -j-  i . 

Für  den  Beweis  zeige  ich  zunächst,  dass  im  angenommenen  Falle  die- 
jenige Kurve  der  Schaar  (15),  die  0  als  r-fachen  Punkt  besitzt,  für  r  ver- 
schiedene Kurven  gezählt  werden  muss,  deren  nur  eine  0  als  r-fachen, 
aber  eine  andere  ihn  als  r —  i -fachen,  eine  dritte  ihn  als  r — 2 -fachen 
Punkt  besitzt,  u.  s.  f.  Es  soll  nämlich  jetzt  für  einen  gewissen  Werth  X^ 
von  A  der  obigen  Voraussetzung  gemäss  sein: 

AA')  =  o,     nn  =  o,  ....  r-'(A«)  =  o, 
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falls  statt  X  und  y  die  Koordinaten  von  0  eingetragen  werden.  Aber 
diese  Gleichungen  führen  die  folgenden  mit  sich: 

1°  M)  =  o,      m)  =  o,   ....   r-*(^j  =  o, 

wenn  X^  ^=  Å^  +  dX  und  dX  unendlich  klein  ist;  ferner 

2°         f{K)  =  o,     nK)  =  o ,  •  •  • .  r-\K)  =  o. 

falls  Aj  =  ^j  +  rfA,  dX  unendlich  klein;  u.  s.  f.;  endlich 

A^_i  =  A^_j  +  rfA,  ff^  unendlich  klein. 
Sei  dann 

die  Gleichung  der  Kurve  mit  0  als  r-fachem  Punkte.*  Sie  ist  nach  dem 
eben  Angemerkten  als  zusammenfallend  zu  betrachten  mit  einer  zweiten 
Kurve 

mit  0  als  r —  i-fachem  Punkte,'  und  mit  einer  dritten  Kurve 

K)  A^ ,  y ,  ^)  =  o 

mit  0  als  r  —  2 -fächern  Punkt«,  u.  s.   f.,  schliesslich  mit  einer  Kurve 

mit  0  als  einfa<îhem  Punkte. 

Sei  dann  p  ein  Punkt  allgemeiner  Lage  in  der  x  ,  y-Ebene,  so  finden 
wir,  dass  unter  den  ersten  Polaren  von  p  in  Bezug  auf  die  Kurven  (15) 
jedenfalls  r  —  i  Polaren,  nämlich  diejenigen  in  Bezug  auf  (aj  ,  (a,) ,  («3) , . . . , 
(a^.i),  durch  0  gehen.  Unter  den  geraden  Polaren  des  letzteren  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Kurven  (15)  gehen  also  immer  diejenigen,  welche  den 
Kurven    (aj  ,  (a,)  ,  (a^) ,  .  .  .  ,  (û^r-i)   zugehören,   durch  den   beliebig  genom- 

'  Also  mit  r  Zweigen  dnrch  0. 

'  Nämlich,  nach   I*^,  mit  r  —  l   Zweigen  durch  0. 
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menen  Punkt  p  und  werden  folglich  unbestimmt.  Nun  kann  aber  die 
Schaar  der  geraden  Polaren  irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kur- 
ven (15)  höchstens  vom  Index  n  werden,  so  dass  höchstens  fx  derselben 
durch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  jp  gehen.  ^  Vom  Punkte  0  gilt  daher 
insbesondere,  dass  unter  seinen  geraden  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kurven 
der  Schaar  (15),  —  wenn  die  Kurve  mit  0  als  Multipelpunkte  ausge- 
schlossen wird,  —  nur  fi  —  r  +  i  derselben  durch  p  gehen,  oder  dass 
jene  gerade  Polaren  des  Punktes  0  eine  Kurve  der  fi  —  r  -f  i"^^  Klasse 
umhüllen. 

Ich  betrachte  jetzt  eine  Kurve  {K)  der  m^^  Klasse  und  eine  Schaar 
von  Kurven  C,  C'\  .  .  .  ,  w*®'  Klasse,  welche  letztere  sämmtlich  von  den- 
selben n'  Geraden  berührt  sein  sollen.  K  und  C"  hat  eine  Tangenten- 
gruppe gemein,  die  ich  mit  P'  bezeichne,  K  und  C"  eine  derartige,  die 
P"  heisse,  u.  s.  f.  Es  bilden  diese  P\  P'\  .  .  .  eine  Kurvenschaar  vom 
Index  m,  denn  durch  jeden  Punkt  (jp)  der  Ebene  gehen  m  Tangenten 
der  Kurve  K  und  jede  dieser  Tangenten  wird  von  einer,  aber  auch  nur 
einer  der  Kurven  C\  C",  .  .  .  berührt.  Diese,  jene  Tangenten  berührenden 
Kurven  C  bestimmen  ihrerseiis  die  einzigen  Tangentengruppen  P\  P'\  .  .  . 
die  durch  den  Punkt  p  hindurchgehen.  Wir  sehen  ferner,  dass,  wenn  0 
ein  r-facher  Punkt  einer  P  wird,  es  nur  m  —  r  andere  durch  0  hindurch- 
gehende P\  P'\  .  .  .  geben  kann,  weil  nämlich  jetzt  r  von  den  Tangenten 
an  Ä",  von  0  aus  gezogen,  von  ein  und  derselben  Kurve  C  berührt  wer- 
den. Die  Schaar  der  Kurven  P\  P*\  ...  ist  also  gerade  des  oben  postu- 
lirten  Charakters. 

Auf  diese  Kurvenschaar  können  wir  daher  den  obigen  Satz  anwenden. 
Thun  wir  es,  so  erkennen  wir  sogleich,  dass  die  geraden  Polaren  irgend 
eines  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  der  Kurve  K  und  den  verschiedenen 
Kurven  C\  0",  .  .  .  gemeinsamen  Tangentengruppen  im  Allgemeinen,  wenn 
0  ausserhalb  K  liegt,  eine  Kurve  der  m^^  Klasse  umhüllen,  die  mit  K 
die  von  0  aus  zu  ziehenden  m  Tangenten  gemein  hat; 

wenn  aber  0  zwar  ausserhalb  K  liegt,  aber  Schnittpunkt  zweier  ge- 
meinsamer Tangenten  von  K  und  einer  der  Kurven  C  ist,  so  wird  die 
Klassenzahl  der  umhüllten  Kurve  nur  m  —  i  ; 


*  Es    gilt    nämlich  //   als   Index   für   die  Schaar  der  Polaren  beliebiger  Ordnungs- 
zahl irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kurven  (15). 


Digitized  by 


Google 


Oeometrischer  Beweis  eines  algebraischen  Satz,  s  von  Jacobi.  297 

und  wenn  r  der  von  0  ausgehenden  Tangenten  an  K  zugleich  ein 
und  dieselbe  Kurve  C  berühren,  so  wird  die  Klasse  der  von  jenen  geraden 
Polaren  von  0  umhüllten  Kurve  nur  m  —  r  +  i  • 

Aber  wenn  insbesondere  die  Kurve  K  im  Berührungspunkte  einer  der 
Tangenten  durch  0  von  einer  Kurve  C^  berührt  wird,  so  gilt  von  der 
ersten  Polare  eines  beliebigen  anderen  Punktes  p  in  Bezug  auf  die  den 
beiden  Kurven  K  und  G^  gemeinsame  Tangentengruppe,  dass  sie  durch 
jenen  Berührungspunkt  beider  Kurven  geht  und  diese  dort  auch  berührt. 
Dieselbe  Polare  muss  femer  die  Schnittpunkte  der  Tangente  von  K  und 
C®  im  gemeinsamen  Berührungspunkte  mit  den  übrigen  diesen  Kurven 
gemeinsamen  Tangenten  enthalten,  weil  diese  Punkte  Doppelpunkte  der 
fraglichen  Tangentengruppe,  als  Kurve  betrachtet,  ausmachen.  Die  An- 
zahl solcher  Punkte  ist  nur  mn  —  2 ,  weil  die  Tangente  im  gemeinsamen 
Berührungspunkte  für  zwei  Individuen  der  fraglichen  Tangentengruppe 
zählt.  Hieraus  würde  aber  folgen,  dass  jene  erste  Polare  mit  der  Tan- 
gente im  gemeinsamen  Berührungspunkte  der  K  und  C®  mindestens  mn 
Punkte,  nämlich  zwei  mit  jenem  Berührungspunkte  zusammenfallende  und 
die  eben  erwähnten  mn  —  2  Doppelpunkte,  gemein  haben  müsste.  Die 
Ordnungszahl  der  Polare  ist  doch  nur  mn  —  i .  Die  Tangente  im  an- 
genommenen Berührungspunkte  zwischen  K  und  C^  gehört  daher  in  ihrer 
ganzen  Erstreckung  der  ersten  Polare  von  p  zu,  die  daher  durch  0  geht. 
Die  gerade  Polare  von  0  in  Bezug  auf  die  für  K  und  G^  gemeinsame 
Tangentengruppe  geht  folglich  durch  p.  Aber  p  war  ganz  beliebig  zu 
nehmen.  Die  letzt-erwähnte  gerade  Polare  wird  daher  unbestimmt.  Es 
gehen  aber  durch  0  noch  m  —  i  andere  erste  Polaren  von  p  in  Bezug 
auf  eben  so  viele  andere  Tangentengruppen,  die  für  K  und  gewisse,  von 
der  Lage  von  p  abhängige  der  Kurven  C\  ö'\  .  .  .  gemeinsam  sind.  Die 
geraden  Polaren  von  0  in  Bezug  auf  diese  Tangentengruppen  werden  im 
Allgemeinen  vollkommen  bestimmt  und  die  einzigen  derartigen,  die  durch 
p  gehen. 

Hieraus  können  wir  femer  schliessen,  dass,  wenn  K  von  einer  der 
Kurven  C",  C",  ...  in  ä  Punkten  berührt  wh-d,  und  die  Tangenten  in 
diesen  Punkten  durch  0  gehen,  die  geraden  Polaren  von  0  in  Bezug  auf 
die  Gruppen  gemeinsamer  Tangenten  von  K  und  C,  von  K  und  C",  etc., 
eine  Kurve  der  Klasse  m  —  k  umhüllen,  deren  von  0  ausgehende  Tan- 
genten ebenfalls  K  berühren. 

Äeta  maihtmatiea.    26.    Imprimé  le  21  juillet  1902.  38 
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Vermittels  des  Korrelationsprincips  oder  einfach  des  Princips  der 
reciproken  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kreis  mit  0  zum  Mittelpunkte 
werden  wir  von  den  eben  angeführten  Sätzen  zu  anderen  sehr  einfacherer 
Form  gelangen.  Aus  der  Kurve  K  wird  nämlich  jetzt  eine  Kurve  m^ 
Ordnung  allgemeinster  Art,  aus  der  Kurvenschaar  G\  C",  ...  ein  Büschel 
von  Kurven  G\  G'\  .  .  .  n**"^  Ordnung  mit  w'  gemeinsamen  Schnittpunkten, 
aus  der  Gruppe  P  der  gemeinsamen  Tangenten  von  K  und  C  die  Gruppe 
(/•')  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Kurven,  und  endlich,  weil  dem 
Punkte  0  die  unendlich  entfernte  Gerade  entspricht,  wird  die  gerade  Polare 
von  0  in  Bezug  auf  P  in  den  Schwerpunkt  der  Gruppe  y'  transfor- 
mirt,  hierbei  doch  alle  Punkte  in  y'  mit  gleich  grossen  Massen  versehen 
gedacht. 

Dies  giebt  uns  folgende  Sätze: 

Wenn  K  eine  nicht-parabolische  Kurve  m^^  Ordnung  und  C\  C",  . . . 
Kurven  n^"^  Ordnung  eines  Büschels  sind,  so  werden  im  Allgemeinen  die 
Schwerpunkte  der  Schnittpunktssysteme  der  K  und  C\  der  K  und  C", 
u.  s.  f.,  eine  Kurve  w*^'  Ordnung  erfüllen,  deren  Asjrmptoten  denen  der 
Kurve  K  parallell  laufen. 

Wenn  aber  eine  der  Kurven  G  durch  r  der  unendlich  entfernten 
Punkte  von  K  hindurchgeht,  also  r  Asymptoten  hat  parallell  mit  eben  so 
vielen  Asymptoten  der  Kurve  /iT,  so  kann  die  Ordnungszahl  jener  Schwer- 
punktskurve höchstens  m  —  r  +  '    sein; 

und  wenn  insbesondere  r  Asymptoten  einer  G  mit  eben  so  vielen 
Asymptoten  der  K  zusammenfallen ,  wird  jene  Ordnungszahl  nur  m  —  r, 
und  die  Asymptoten  der  Schwerpunktskurve  laufen  mit  den  übrigen  Asymp- 
toten von  K  parallell. 

Denken  wir  uns  6"  als  eine  Kurve  n^  Ordnung  allgemeinster  Art 
und  G"  aus  den  Asymptoten  von  C  gebildet,  so  giebt  es  in  dem  von 
diesen  C"  und  G"  gebildeten  Büchsel  eine  dritte  Kurve,  C",  die  aus  der 
unendlich  entfernten  Gerade,  zwei  mal  gezählt,  und  einer  Kurve  n  —  2^"" 
Ordnung  zusammengesetzt  ist.  Diese  G'"  muss  als  die  Kurve  K  in  sämmt- 
lichen  ihren  unendlich  entfernten  Punkten  berührend  angesehen  werden, 
und  daher  liegt  jetzt  ein  Fall  der  zuletzt  betrachteten  Art  vor,  und  zwar 
mit  r  =  m .  Wir  kommen  aber  dann  gerade  zu  demjenigen  Satze  von 
LiouviLLE,  von  dem  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  die  Kode  war  und 
der  folgendermassen  lautet: 
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>Der  Schwerpunkt  der  Schnittpunkte  zweier  nicht  parabolischer  Kur- 
ven fällt  mit  dem  Schwerpunkte  der  Schnittpunkte  der  einen  Kurve  mit 
den  Asymptoten  der  anderen  und  also  mit  dem  Schwerpunkte  der  Schnitt- 
punkte der  Asymptoten  beider  Kurven  zusammen.»^ 


IV. 

Bin  Satz  von  JacohL 

I.     Die  Kurven  des  Büschels 

(i6)  jj>  4-  ^^  =r  o,  A  var.  Parameter, 

besitzen  sämmtlich  dieselben  Asymptoten,  falls,  wie  ich  annehme,  f  des 
n'**°  und  ip  des  w'  —  2^  Grades  In  Bezug  auf  x ,  y  sind.  Sei  F  m^ 
Grades  und 

(17)  F=o 

die  Gleichung  der  Kurve  (i),  die  ich  K  nenne.  Der  Schwerpunkt  der 
mn'  Schnittpunkte  der  Kurve  K  mit  einer  der  Kurven  (16)  wird  jetzt, 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  von  Liouville,  von  A  unabhängig.  Wenn 
daher  die  Koordinaten  jener  Schnittpunkte  mit 

^1  >  ^1  ;  ^«  >  y«  ;  •  •  • 

bezeichnet  werden,  so  muss  sein: 

(18)  Srfi^i  =  o,  Y^dy^  =  o, 

wenn  mit  dXi ,  di/i  die  aus  der  Aenderung  dÅ  von  X  erfolgenden  Aender- 
ungen  von  Xi  und  y^  bezeichnet  werden.  Diese  Aenderungen  sind  aber 
durch  die  Gleichung  (6)  im  Abschnitte  II  bestimmt  worden.  Dadurch 
bekommt  man  aus  der  ersten  der  (Gleichungen  (18)  die  Gleichung: 

*  Auch  andere  Sätze  dieser  Art  betreffend  Kurven  doppelter  Krümmung  utid  Flächen 
sind  in  derselben  Weise  von  mir  in  der  oben  citirten  Abhandlung  in  T.  VIII  der  Jahres- 
schrift der  Universität  zu  Lund  hergeleitet  worden. 
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wo  über  alle  nm'  Schnittpunkte  der  zwei  Kurven  (17)  und  (16)  summirt 
werden  soll. 

Es  kann  sein  ^  =  V .  0,  wo   0  eine  ganze  Funktion  des  n^^  und   V 
eine  ganze  Funktion   des  n'  —  n^""  Grrades  sind  (/^  <  w').      Man  hat  dann: 

(F^)  =  r{F0)  +  0{FV), 

also  aus  (19)  für  X  =  o: 

^^^^  Ä  nF0)  +  ttf)  0(FV)  -  ^^ 

falls  die  erste  Summe  über  die  Schnittpunkte:  F  =  o,  0  =  o  und  die 
zweite    Summe    über  die  der  Kurven  F=o,    V=o  ausgedehnt  werden. 

2.  Wenn  gesetzt  wird 

ay' 

und  demgemäss  w'  —  n  ==  m  —  i ,  so  fällt  in  vorangehender  Formel  die 
zweite  Summe  weg,  und  man  hat  den  JACOBi'schen  Satz  (14): 

^(F0)  ' 

wo  <p  eine  ganze  Funktion  des  Grades  n'  —  2  =  m  +  n  —  3,  F  und  0 
ganze  Funktionen  der  Grade  m  bez.  n  vorstellen,  und  über  sämmtliche 
mn  Schnittpunkte  der  Kurven  F  =  o,    0  =  o  summirt  wird. 

3.  Wenn  dagegen 

und  demgemäss  n'  —  n  ^^  m,  so  muss  sein: 

(FV)  =  {ax  +  6y  +  e)  [f'^  + '^^  {F ax  +  by  +  c) 

=  iax^by  +  c)[F-)+-[b--a-), 
und  die  Gleichung  (20)  nimmt  die  Form  an: 

(ax+6y+c  =  0)        \     3^  ^y  / 
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Es  muss  nach  dem  Obigen  ^  eine  ganze  Funktion  des  Grades  n* —  2 
=  m  +  n  —  2  sein.  Sei  sie  ausserdem  so  gewählt,  dass  m  —  2  der  m 
Schnittpimkte  der  Gerade  ax  +  Jy  +  c  =  o  mit  der  Kurve  F  =  o  Null- 
punkte für  sie  werden,  so  reducirt  sich  die  zweite  Summe  in  (21)  auf  bloss 
zwei  Glieder 


\    ^x         dyja  \   dx         dy/ß 


deren  das  erste  ein  Substitutionsresultat  der  Koordinaten  einer  der  übrig- 
gebliebenen zwei  Schnittpunkte:  ax  +  by  +  c  ==  o^  JP=o,  ausmacht,  das 
zweite  Glied  sich  in  derselben  Weise  auf  den  zweiten  dieser  Punkte  be- 
zieht,    a  heisst  der  erste,  ß  der  zweite  Punkt. 

Aber  oben,  aus  der  Gleichung  (11),  haben  wir  gesehen,  dass,  falls  JV 
eine  ganze  Punktion  des  m  —  2**°  Grades  ist,  die  für  die  oben  angenom- 
menen, für  Fj(p  und  ax  +  by  +  c  gemeinsamen  m  —  2  Nullpunkte  ver- 
schwindet, so  ist 

/         N        \ 


Wenn  daher  angenommen  wird 

wobei   V  eine  ganze  Funktion  des  n^^  Grades  bedeuten  soll,  so  wird  der 
Ausdruck  (22)  der  Form 

K  eine  Konstante  gleich 

Die  Gleichung  (21)  giebt  somit  die  Formel: 


Nf 


m'^^iQa-iDß)' 


N  ... 

die,    wenn    der   Kürze  wegen  N  statt  ^  geschrieben  wird,  in  die  Formel 

(B')  des  Abschnittes  II  übergeht. 
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V. 

I>ie  AbeVsche  Transcendente  Taß(x). 

Für    die   Lösung   des  JACOBi'schen   Urakehrproblems  spielt  die  Tran- 
scendente 

eine  Hauptrolle.  Die  hier  angewandten  Bezeichnungen  haben  die  folgende 
Bedeutung:  a  ,  ß  sind  zwei  Punkte  auf  der  Kurve  K  {F  =  o),  H^^  ist 
ein  Integral  dritter  Gattung,  das  sich  auf  die  Kurve  K  bezieht  und  nur 
die  Punkte  a ,  /9  als  Unstetigkeitspunkte  besitzt.  Es  soll  aber  überdies 
n^^  ein  besonderes  S^^  sein,  nämlich  aus  einem  allgemeinen  S„ß  und 
Integralen  erster  Gattung  in  linearer  Weise  so  zusammengesetzt  werden, 
dass  bei  geschickter  Wahl  der  Integrationswege: 

(23)  fdU^  =  fdU,r, 

unter  f ',  f  "  zwei  beliebige  Punkte  auf  K  verstanden.  Ferner  soll  p  das 
Geschlecht  der  Kurve  K  bedeuten  und  durch  das  Zeichen 


«»1  oder  9,8,...,p) 


eine  Integration  zwischen  zwei  bestimmten  Punkten  auf  K,  die  ich  kürz- 
lich als  Punkte  Xt ,  y^  bezeichne,  vorgeschrieben  sein  ;  aber  sämmtliche  2p 
Punkte  X  und  y  sollen  zusammen  mit  den  ausser  a  und  ß  befindlichen  m  —  2 
Schnittpunkten  zwischen  K  und  der  Gerade  aß  sammt  den  Doppel-  und  Rück- 
kehrpunkten  von  K  auf  ein  und  derselben  Kurve  m  —  2^^  Ordnung  liegen. 
Es  gilt  dann  der  für  jene  Transcendente  T^ß[x)  fundamentale  Satz, 
dass  dieselbe  die  Differenz  zweier  Funktionen  ausmacht,  deren  eine  nur 
von  a  und  x^  die  andere  nur  von  ß  und  x  abhängt.^  Diesen  Satz  werde 
ich  hier  aus  dem  CAUNOT'schen  Theoreme  über  die  Schnittpunkte  dreier 
Transversalen  mit  einer  algebraischen  Kurve  {K)  ableiten. 

*  Man    siehe    Clebsch    und    Gordan:    Theorie  der   AheVscJien  Funktionen,  Leipzig 
1866.     S.    154 — 160. 
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Sei  x  ein  Punkt  auf  A",  der  nicht  mit  a  und  ß  in  gerader  Linie  liegt, 
übrigens  aber  beliebig  fixirt  ist,  und  seien  die  ausser  a  ,  ß  und  f  vorhan- 
denen Schnittpunkte  der  Kurve  K  mit  den  Seiten  y9/- ,  /-a ,  dß  des  Dreiecks 
0^  mit  «1  ,  «2 ,  .  .  .  bez.  6,  ,  6, ,  .  .  .  und  c^  ,  c, ,  .  .  .  bezeichnet.  Durch 
die  p  Punkte  (o;),  die  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  von  K  und  jene 
Punkte  (a)  bez.  (6)  und  (c)  werden  drei  Kurven  m  —  2*'''  Ordnung  ge- 
legt, die  durch  die  Gleichungen  (P  =  o  bez.  V=  o,  /  =  o  vertreten  sein 
möchten  und  die  ich  der  Kürze  wegen  mit  (P ,  ¥',/  bezeichne.  Jede 
dieser  Kurven  schneidet  K  in  noch  jp  Punkten,  die  für  die  Kurve  <t> 
^,  ,  f, ,  .  .  .  für  die  Kurve  ¥  z^y  z^y  ,  ,  ,  und  für  die  Kurve  /  y,  ,  y^  ^  •  .  . 
heissen  mögen.  Die  AßEL'sche  Gleichung  (B)  des  Abschnittes  I,  auf  U^^ 
statt  S^  angewandt,  werde  jetzt  von  den  Schnittpunkten  der  Kurven  K 
und  W  als  unteren  zu  denen  der  Kurven  K  und  ;f  als  oberen  Grenzpunkt^n, 
oder,  wie  ich  kürzer  sagen  könne,  von  W  zu  ;f  integrirt.*  Es  kommt 
dann  die  folgende  Gleichung  heraus: 

(.4)     £  ^n. +|>n„  +  ±Jän,  -  iog[(i).(^J. 

Und  wenn  man  dieselbe  Gleichung  (B)  auf  H^  anwendet  und  von 
X  7M   (P  integrirt,  bekommt  man: 

(=5)       ifjU,  +  TjäB^  +  ifäU,  =  log[(j*),(i)  J . 

Y>ie  Dreiecksseiten  ßjr  ^  jtol  j  aß  seien  durch  die  Gleichungen  -4  =  o, 
J5  =  o,  C=o  vertreten.  Dann  kann  ich  sagen,  dass,  wenn  man  die 
zwei  Differentialgleichungen  (B)  für  11«'/  ,  Il^y  von  B  zu  C  bez.  C  zu  A 
integrirt,  die  folgenden  Eelationen  gewonnen  werden: 

(.6)  f/^n.,  +fm.y  =  io,[Qßl] , 

*  Die  Wege,  welche  die  Schnittpunkte:  F  =  o,  ^+À](  =  0,  oder  bez.  der 
Gleichung  (25)  die  Schnittpunkte:  F  =  O,  j(  +  Å0  =  O,  beschreiben,  wenn  >l  stetig  von 
O  bis  CO  variirt,  werden  zu  Integrationswegen  benutzt.  Es  werden  aber  noch  Wege 
von  Xi  nach  y«  hinzugefügt  und  ferner  Integrationen  von  Xi  nach  Zi  und  von  Xi  nach  ti 
folgendermassen  definirt: 

i  p  t  t  y  t 

1-1*1-    f'f^f- 
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A.  V.  Backlund. 


m— 2    at 


z/.n,,+/.ii,,.i«g[(^)^(^)j, 


hierbei  a',  ^;  /-'  Punkte  auf  K  bezeichnend,  die  unendlich  nahe  an  a  bez. 
ß  und  j-  liegen. 

Es  ist  aber  nach  (23): 


und  daher: 


fdU^y   =  fdU,,  =    -fdU/^, 


fdU^y   +  fdU^y    =  fdU,y  -fdU^, 


gleich   Nfillj   wenn  a',  ß"  und  f.  den  kürzesten   Weg  nach  a  bez.  ß  und  /- 
rücken.     Durch  Addition  von  (26)  und  (27)  erfolgt  somit: 


m— Ï  ,    e* 


(.8)  tQäB^  +  fäU^)  .  lim H[{11.{-oU-b).] ■ 

Aber,  wenn  A  ,  B ,  G  in  der  HESSE'schen  Normalform  gegeben  sind: 

(B\     Länge  des  Lothes  von  f  auf  ay sin  y^a 


L&nge  des  Lothes  von  f  auf  ßy       sin  fj-ß  ' 

('A\     Länge  des  Lothes  von  ß  auf  "yß sin  ßßy 

C/ß'       Länge  des  Lothes  von  ß  auf  aß    »  a'mßßa^ 

Länge  des  Lothes  von  a'  auf  ßa sin  a'aß 

Länge  des  Lothes  von  a   auf  j-a       sin  a'aj-  ' 


(b).= 


Es  werden  beim  Grenzübergange  a'a ,  ß'ß ,  fj-  Tangenten  der  Kurve  K  in 
den  Punkten  a  y  ß ,  j-  bezw.  Ich  werde  sie  mit  r^  ,  r^  ,  r^  bezeichnen.  Be- 
merken wir  hernach,  dass  der  Formel  (9)  des  Abschnittes  11  zufolge: 

/«  __  ac,  .  ac, .  ac^ 


0ß^ßa,.ßa,.ßa,. 
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SO  finden  wir  durch  Addition  der  Gleichungen  (24)  und  (25)  und  nach- 
folgende Subtraktion  von  (28): 

(29)  ±  f{dU^  -  dU^)  +  ±  fdU^  -  ±  fdU^  = 

,      rsin  fa  ,  ßa)ßa^  .  j9a,  >  .  .  sin  (r^ ,  rß)  r&i  -  r^  -  -  sin  (rg  ,  af)  ac^  .  ac^  .  ^  H 
^[_Bin{Tß,ßr)ßc^  ./9c,  .  ..  sin(r^,  y-a)  ^-a, .  r«,  •  .  .  8in(ra,  aß)ab^  .  afc, . . .  J  * 

Aber  nach  dem  CARNOT'schen  Theoreme,  wie  es,  wenn  die  Ecken  des 
Dreiecks  (oßj)  auf  der  Kurve  (Z)  fallen,  zu  formuliren  ist  (siehe  Ciiaslbs, 
Mémoire  de  Géométrie,  Suite  éC Aperçu  historique  etc.,  p.  727,  846),  wird 
der    eingeklammerte    Ausdruck    gleich  eins.     Ferner  muss  nach  (23)  sein: 

xi  «I  a  ß  a  Xi 

Damit  erfolgt  aus  (29)  die  Eelation: 

±  fdll^  +  ±  fdU^  +  ±  fdU^  =  o, 

*-l   Xi  i''!   Xi  <-l   Xi 

also  nach  der  Definition  der  Transcendente  T: 

T^{x)  =  T^{x)-T^{x). 

Es  genüge  hier  y  als  konstant,  dagegen  a  ,  ß  und  x  als  variabel  an- 
zusehen, damit  wir  in  der  letzten  Formel  den  wichtigen  Satz  erblicken, 
dass  die  AßEL'sche  Transcendente  T^  eine  Differenz  zweier  Funktionen 
ausmacht,  deren  eine  nur  von  a  und  den  p  Punkten  x^  die  andere  nur 
von  ß  und  denselben  p  Punkten  x  abhängt.     W.  z.  z.   w. 


Atta  matiwnattea.    26.    tiuprim^  Ic  1  août  19(rå.  30 
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SUR  UNE  IDENTITÉ  D'ABEL  ET  SUR  D'AUTRES  FORMULES  ANALOGUES 

FAB 

J.  L.  W.  V.  JENSEN 

k  OOPKNH&aCE. 

Abel  '  à  démontré  l'extension  suivante  de  la  formule  du  binôme 

(1)  {X  +  a)-  =  £  (;)  «(«  -  ußr-'{x  +  vßr-'. 

Dans  une  note  à  la  mémoire  d'ABEL,  Lie*  a  dit  que  la  formule  (i)  n'est 
qu'im  cas  spécial  d'une  formule  donnée  antérieurement  par  C  auch  y.*  Voici 
la  formule  à  laquelle  se  rapporte  l'observation  de  Lie 

(2)  a —^—^  =  L  (v  )(«  +  ^  —  ^)  {^  +  ^)y 

oti  nous  avons  seulement  changé  les  noms  des  variables.  On  voit  aisément 
que  la  formule  de  CaüCHY  se  déduit  de  celle  d'ABEL  en  prenant  dans  la 
dernière  yî  =  —  i  et  en  remplaçant  x  par  x  -^  n.  L'assertion  de  Lie 
n'est  donc  pas  bien  fondée,  car  c'est  la  formule  (i)  qui  a  la  forme  la 
plus  générale.  Du  reste  on  peut  déduire  celle-ci  de  la  formule  (2)  en 
faisant  dans  la  dernière  les  substitutions 

IX  I      a 


'  Démonstration  (Tune  expression  de  iaqueUe  la  formule  binôme  est  un  cas  parti- 
culier. Journal  für  die  Mathematik,  t.  I,  p.  159  (1826)  =  Oeuvres  oomplètes 
(l'édition  de  Stlow  et  Lie),  i  I,  p.   102. 

'  Oeuvres  d'ABEL,  l'édition  citée,  t.  LE,  p.  294. 

'  Exercices  de  Mathématiques,   l^^  année,  p.  53,  formule  (36),  (1826). 

Atta  måJkmaHm»   36.    Imprimé  1«  7  »out  1902. 
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La  démonstration  cI'Abel  qui  se  réduit  à  une  induction  complète  ' 
ne  laisse  pas  entrevoir  la  méthode  qu'a  suivi  l'illustre  géomètre  pour 
trouver  sa  formule.  C'est  dans  une  mémoire  posthume  "  que  Ton  trouve 
l'origine  de  la  formule  (i).    Le  problème  qu'ABEL  se  pose  est  de  développer 

la  fonction  fp(a;  +  a)  en  termes  de  la  forme   T-;f  (^  +  ^ß)  ©t  il  le  réduit, 

par  des  méthodes  d'une  grande  portée,  à  celui  de  »développer  e"'  suivant 
les  puissances  de  ve^^.     Il  trouve  ainsi  la  formulé 

(3)  p(.  +  „)  =  ^W+»fe!^  +  î(i|iA^W^+... 

de  laquelle  la  formule  (i)  est  un  cas  spécial.  Ij»  méthode  d'AßRL  est 
loin  d'être  rigoureuse,  et  c'est  sans  donte  pour  cette  raison  qu'il  n'a  pas 
publié  le  mémoire  eité,^  en  donnant  seulement  un  des  résultats  sûrs  qu'il 
avait  trouvé. 

Quant  à  la  formule  (3)  Halphen  '  a  donné  lés  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'elle  soit  exacte,  en  montrant  en  même  tempe  qu'elle 
peut  souvent  conduire  à  des  résultats  inexacts. 

Nous  étudierons,  dans  cette  note,  quelques  séries  qui  sont  intimement 
liées  à  la  formule  d'AnsL  (i)  et  à  d'autres  formules  analogues,  qui  seront 
établies  dans  la  suite. 

I.  Soit  d'abord  z  une  variable  complexe,  et  soient  0[z)  et  (i  :  A^)) 
des  fonctions  holomorphes  dans  les  environs  de  z  =  o^  on  sait  par  la 
théorie  de  l'inversion  des  séries  qu'on  peut  développer  0{z)  en  série  entière 
de  (z  :  f[z))  pour  z  suffisamment  petite.  En  se  servant  de  la  série  de 
Lagrange  on  trouve,  comme  il  est  bien  connu, 

(4)  *(,)  =  *(o)  +  £  (^  [^  (rW)-*'(.)],.,(;^)'. 

^  Pour  une  autre  démonstration  du  même  genre,  mais  plus  élémentaire,  voir: 
M.  E.  Netto,  Lehrbuch  der  Combinatorik,  p.  $2  (1901). 

'  Sur  les  fonctions  génératrices  et  leurs  déterminantes.  Oeuvres,  t.  II»  p. 73,  probl.  IV. 

*  Sur  une  série  d'Ahel.  Bulletin  de  la  société  mathématique,  t.  X,  p.  67, 
et  Comptes  Rendus,  t.  93,  p.   1003  (1881). 
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Lftutre  forme  de  la  série  de  Lagranqb^  qoua  doune  de  même 

Prenons    maintenant    0{z)  =  e**,  fia)  —  e^\  u  =  ;W~^',  a  et  /?  étant 
des  constantes  quelconques,  nous  aurons  les  développements  suivants 

(6)       e"  =  £-^°-^;^>^\-=i+i^.e-»+"Jg^.V'^'+... 


et 


y-0 


valables  pour  z  ^i»  u  suffisamment  petites.  De  ces  formules  la  premiere  (6) 
est  bien  connue,  et  on  sait  que  la  série  au  deuxième  membre  con* 
verge  pour  |y9w|<c"*,  ou  \ßz\^''^*'^  <  i.  On  sait  aussi  que  T^falité 
entre  les  deux  membres  n'est  assurée  que  si  la  condition  supplémentaire 
|/fe|<  r  est  satisfaite.  Ija  formule  (7)  est  moins  connue*;  ses  conditions 
d'existence  sont  les  mêmes  que  celles  pour  la  formule  (6). 

Signalons  incidemment  les  deux  autres  formules  que  voici: 

(8)  ^   =  Z  -^ — \Z—^^^         ^  >  ^' 


et 


u  =  ze-^\ 


(9)  ^^=T^  =  S~F^     '        **=°' 

On  les  déduit  des  formules  (6)  et  (7)  en  prenant  dans  celles-ci  a  =  «/9 
et  en  multipliant  les  deux  membres  par  11",  n  étant  un  entier. 

Ee venons  maintenant  à  la  formule  (6).  En  posant  respectivement 
a  =  a  et  a  =  J  et  en  multipliant  les  deux  formules  qui  en  résultent 
membre  par  membre  on  trouve 

£  ;^Ja  +  h){a  +  h  +  vßf-^  =  £  ^a{a  +  vyî)-^ .  £  fb{b  +  ,ßr\ 

*  Voir  C.  Hbrmite.    Cours  professé  pendant  le  2«  semestre,  1881 — 82,  19*°»«  leçon. 
'  Elle    est    peut-être  nouvelle,   quoique  il  me  semble  peu  probable  quWe  fonnnle 
aussi  élégante  aoit  ôcha{^;)ée  à  Vattention  des  géomAtres.  ^ 
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En    comparant    les    coefficients    de  u"  dans  les  deux  membres,  noos 
aurons 

(I o)     (a  +  h){a  +  h  +  nßr'  =  £  (!)  «(«  +  ''/5)'-'i(ô  +  (n  -  v)ßr-^\ 

qui  est  une  nouvelle  forme  symétrique  de  l'identité  d'ABEL.     Il  est  même 
aisé  d'en  déduire  la  formule  (i)  par  un  calcul  facile. 
De  l'identité 

=  6*"- 


i—ßß  i—ßa 

on  déduit  de  la  même  manière  en  employant  les  formules  (6)  et  (7), 

(a  +  5  +  n/5)«  =  £  (")  a{a  +  vßf-^h  +  (n  -  v)/?)""', 

qui    se    réduit  à  la   formule   (i)   quand  on  prend   a  =  a,  h  '\-  nß  =  x  et 
puis  échange  yî  en  —  ß. 

2.  Ces  résultats  nous  engagent  de  faire  d'autres  substitutions  dans 
les  formules  (4)  et  (5).  Posons  0[z)  =  (i  +  zf  et  f{z)  =  (i  +  zf,  a  et 
ß  étant  des  constantes  quelconques  et  les  puissances  ayant  toujours  leurs 
valeurs  principales,  nous  aurons  les  formules 


et 

(.2)  (1+^)-    _   (1+^)"^'    ^y/g  +  '-A^ 


v=0 
/g 


v  =  z{i+z)-^, 


qui  sont  valables  pour  z  suffisamment  petit.  Pour  le  moment  ce  fait 
nous  suffit.  Les  conditions  de  convergence  seront  données  dans  un  appen- 
dice à  la  fin  de  cette  note.  En  prenant,  dans  les  deux  formules  que  nous 
venons  de  démontrer,  ^  =  o  l'une  et  l'autre  se  réduit  à  la  formule  binôme 


(■+')'=î(:)' 


à  exposant   quelconque,   et  elles  constituent  ainsi  des  généralisations  de  la 
dernière  formule.     Aussi  pour  ^  =  i   on  retrouve  cette  formule. 
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On    peut    de    la    même    manière  généraliser  le  développement  de  la 
valeur  principale  du  logarithme 

Posons  dans  (4)   0{z)  =  Z(i  +  ;?)   et  f{z)  ==  (i  +  ^f,  nous  aurons  la 
formule 

(13)  '(I  +  ^)  =  £  ;  (f  r/)  ^'        v  =  z{^^  z)-", 

0  ayant  toujours  une  valeur  absolue  suffisamment  petite. 

Remarquons  encore  deux  autres  formules  qui  se  déduisent  de  (11)  et 
(12),  en  prenant  a  =  nß  et  en  multipliant  les  deux  membres  par  v": 


(H)       '■»Ê^rr'o-'*'  ■•>°- 


et 


(.5)    —^=trv^y-.      «à«. 


■-^+. 


v  =  g{i  +z)-^, 


n  étant  un  entier. 

On  remarquera  l'analogie  parfaite  qui  existe  entre  les  formules  (6) 
et  (11),  (7)  et  (12),  (8)  et  (14),  (9)  et  (15).  Cette  analogie  s'étend  aux 
identités  algébriques  qu'on  peut  en  déduire. 

Développons  des  deux  membres  de  l'identité  (i  +0)*"^*  =  (^  +^)"(ï  +^)* 
en  séries  entières  de  v  d'après  la  formule  (11),  on  trouve  en  égalant  les 
coefficients  de  v*  dans  les  deux  membres, 

(i6^  «  +  ft       /a  +  h  +  nß\  ^y^      a      (a+yß\  b  (h  +  {n  —  u)ß\ 

^     ^     a  +  b  +  nß\         n         )       Z^a  +  j/^\     y    ^  fc +  (n  — ï;)/9\      n  — y      /' 

ou  en  remplaçant  h  par  b  —  nß 

/,A  u-  ^         a  +  b-nß{a  +  b\       ^      a      /a  +  i^ß\b -nß fb  —  uß\ 

ce    qui    constitue  une  relation  entre  les  coefficients  du  binôme.     La  for- 
mule   symétrique   (16)   peut   être  regardée  comme  étant  une  généralisation 
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dn    »binôme    de    Tandermonde»    exactem^nit  de  la  même  manière  que  la 
formule  symétrique  (lo)  constitue  une  généralisation  du  binAme  de  Newton 
à  exposant  positif  et  entier. 
De  l'identité 

'-ßT^.  '-ß 


I  +  e  I  +  IS 

et   des    formules   (ri)   et  (12)  on  déduit  pareillement  l'identité  algébrique 

/a  +  b  +  nß\  ^  ^       a      fa  +  vß\fh  +  {n  —  v)ß\ 
\        n        )       ^a  +  v;9\     V     A      H-v      /' 

ou 

(-)       ("r)=È-^,crx-f). 

formule  qui  est  analogue  à  Tidentité  d'AsEL  (i). 

Les    formules    (16   bis)    et  (17)  sont  dues  à  M.  I.  G.  Hàgen  en  ce 
sens  qu'elles  sont  comprises  dans  la  formule 

Q(P  +.  g  — wd)  +  hnq  /p  +  î\  _  y^  a  Ar  hv  /q  +  dv\  /p  —  dv\ 

{P  +  g[Yp-nd)q     \     n    )        ^,{q -¥  äy){p-du)\      v      )\n-u)' 

qu'il  donne  sans  démonstration.*  D'autre  part  la  formule  ci-dessus  peut 
être  déduite  des  deux  formules  (16  bis)  et  (17),  qui  sont  très  générales. 
Presque  toutes  les  relations  connues  entre  les  coefficients  du  binôme  s'^en 
déduisent» 

3.     De  la  formule  (17)  nous  allons  déduire  une  formulé  très  curieuse. 
Il  s'agit  de  développer  la  somme 


(«.».-»»ect^a-i?) 


•  Synopsis  der  höheren  Mathematik,  t.  I,  p.  67,  Formule  C.   17  (1891). 
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d'après    les    puissances    entières    de    y9.     Voici    comment   nous    procédons. 
La  formule  (17)  peut  s*écrire 

=K»,„)_4(«7it'oarO 


v=0 

ou 


et  par  suite 

ß(a-i+ß,b-ß,n-i)     _^'(a_2  +  2^,6-2/9,n-2)=y9("+^-'), 

ß*(a-2  +  2ß,b-2ß,n-2)-ß'{a-3  +  3ß,b-3ß,n-3)^ß'(^^+^_-^), 

^-.(„_(„_,)(,_^,j_(,_,)^,,)_^_^.  («  +  »-;-+■), 

En  sommant  on  trouve  ]a  formule  nouvelle  et  élégante 

(■«)       icro('.-f)=i(°:i7>. 

qui  exprime  le  résultat  cherché. 

Dans  le  casoti  a  '{-  b  =  p^  p  étant  un  entier  positif  ou  nul  et  plus 
petit  que  n,  on  peut  trouver  la  somme  dans  le  deuxième  membre.  On  a 
en  effet 

/p  —  v\       {p-yXp  —  u-i)^..(p  —  n+  1)  ^  ,        .„_,  /n-p  —  iV 

Jeto  maUumatiea»    36.    Imprimé  le  6  aoAt  1902.  40 
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et  par  suite 


-p-1 


d*où  la  formule 


('9)   ECfOC'^-T'O"'^"«''-"""'"''.   °s*<»- 

Dans  le  cas  où  p  =  n  on  trouve  directement 


tcrorz-T'O 


fa  +  yß\(n  —  a  —  uß\  _  i  —  ß"-^^ 

i-ß    ' 


4.  Les  identités  (i),  (10),  (16),  (17),  (18)  et  (19)  que  nous  avons 
démontré  plus  haut  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  relations  plus 
générales  que  nous  allons  maintenant  développer. 

Eemarquons  d  abord  que  les  formules  (6),  (7),  (11)  et  (12)  doivent 
se  réduire  à  des  identités  quand  on  développe  leurs  deux  membres  suivant 
les  puissances .  de.  j? . . 

Cela  posé,  soit  Q  une  opération  fonctionnelle,  distributive  et  commuta- 
tive avec  une  constante  ou,  en  d'autres  termes,  soit 

Q.{aA  +  hB)  =  aQA  +  hQB, 

où  a ,  ft  désignent  des  constantes,  A ,  B  des  fonctions  de  la  variable  x  par 
rapport  a  laquelle  l'opération  est  effectuée.  On  sait  qu'on  peut  effectuer 
des  calculs  avec  des  polynômes  en  i2,  ayant  des  coefficients  constants, 
exactement  comme  si  lés  symboles  Q  étaient  des  véritables  quantités, 
pourvu  que  ces  polynômes  portent  sur  des  fonctions  de  rr. 

Or  on  peut  faire  de  plus.  Soit  A  une  fonction  entière  et  rationnelle 
de  X  et  soit  Q  telle  que  Q  A  est  d'un  degré  moins  élevée  que  A^  et 
i2a  ==  o.  Sous  ces  conditions  on  peut  substituer  Ü  dans  des  séries  entières 
et  effectuer  tous  les  calculs  avec  ces  opérateurs  comme  si  Q  était  une 
quantité  (suffisamment  petite),  les  opérations  portant  sur  une  fonction  A. 
Car  dans  ce  cas  on  peut  regarder  les  séries  entières  *comn^  des  polynômes 
de  degrés  fixes  mais  suffisamment  élevés. 
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L'opération   A,  définie  par  l'équation  Af?(a;)  =  ^{x  +  0  —  f(^)  est 
une  telle  iJ,  ^  =  2);^  est  une  autre. 
De  Fidentité  symbolique 

f(^+  0  =  (i  +  A).f(n;) 
on  déduit  cette  autre 

ip[x  +  n)  =  {i  +  ^y.ip{x) 

ou,  en  développant,  Tidentité  ordinaire 


fix  +  n)  =  £  (;;)  AV(a;). 


Dans  le  cas  où  f{x)  est  une  fonction  entière  et  rationnelle,  ce  que 
nous  supposons  dans  la  suite,  nous  pouvons  écrire  l'identité  ci-dessus  de 
la  manière  suivante 


f{^  +  »)  =  è  (;)  AV(a^). 


p  étant  le  degré  de  f{x).  Comme  les  deux  membres  sont  des  polynômes 
en  n  qui  sont  égaux  pour  n  =  i  ,  2 ,  .  .  .  ,  nous  pourrons  remplacer  n  par 
une  quantité  quelconque  a.  De  cette  manière  nous  avons  démontré  la 
formule  connue 

?{<^  +  «)  =  t  0  A>(x)  =  £(;)  AV(a^) 

OU  en  forme  symbolique 

<p{x  +  a)  =  {i  +  ù.r,ip[x). 

En  développant  les  deux  membres  d'après  les  puissances  entières  de  a 
et  en  comparant  les  coefficients  de  a,  ce  qui  est  parfaitement  rigoureux,* 
on  aura  la  formula  symbolique  ^    ^ 

f\x)  =  D<p{x)=^l{x  +  A).^(rc). 

Après  ces  préliminaires  nous  allons  développer  les  relations  mention- 
nées plus  haut. 
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Substituons  l{i  -{-  A)  k  z  dans  la  formule  (6),  en  laissant  les  deux 
membres  se  porter  sur  ç>{x),  on  trouve  la  formule  symbolique 

OU  en  forme  ordinaire 

C*est  la  formule  d'AßEL  dans  un  des  cas  où  elle  est  rigoureuse. 
E^marquons  que  nous  avons  omis  le  oo  au-dessus  de  la  signe  de  somma- 
tion pour  indiquer  que  la  série  est  finie  et  doit  être  continuée  jusqu'à  ce 
que  les  termes  deviennent  zéro. 

Faisons  maintenant  la  même  substitution  dans  la  formule  (7),  nous 
aurons 

T=r^-  9>{^)  =  (('  +  ^T  +  ßi'  +  ^)'^  +  ß"('  +  ^)'^*  +  •••)•  f'C«) 


.-0    J" 


ou  en  forme  ordinaire 

(20)     ^{cc  +  a)  +  ßf{x  +  a)+ßyix  +  a)  +  ...  =  '£^^^^^'\x-uß). 


v=0 


La    formule    nouvelle    que  nous  venons  de  démontrer  peut  du  reste 
être  déduite  de  la  formule  analogue  d'ÂBBL  par  un  calcul  facile. 
Remplaçons,  dans  la  formule  (11),  a  par  A,  nous  aurons 

(I  +  A)- .  ^(x)  =  g  _i-^  («  +  "^j  A'(,  +  A)-'^ .  ^(x) 


ou 


formule  d'interpolation  très  remarquable,  qui  na  pas  été  signalée  jusqu'ici 
que  dans  quelques  cas  très  particuliers    [ß  =  i  ,  -  ,  etc.j. 
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De  la  formule  (12)  on  déduit  de  la  même  manière 

(I  +  AY 


^-ß  ^ 


(22) 


.j.(x)  =  ((i  +  Ar  +  y9A(i  +  A)«->  +  /î'A'(i  +  Ar'+...).f(a;) 
i  +  A 

=  :_(^_.)A  •  ^(^) 
=  ((I  +  A)«*>  +  iß-  i)A(i  +  A)«+'  +  {ß-  O'A'Ci  +  Ar'+...).p{x) 

■ 

ou  en  forme  ordinaire 

f  (a;  +  a)  +yîAf  («  +  «—  0  +  /5'AV(a;  +  «_  2)  +  ... 
=  f?(x  +  o+i)  +  (y9— i)A^(a;  +  a  +  i)  +  {y9-i)'AV(a;  +  a+i)  +  ... 

Signalons  encore  la  formule 

(23)  î^'(^)=rKf-.V>(^-'''^' 

v-l  *  ' 

qui  se  déduit  de  même  de  (13). 

Les  formules  ci-dessus  me  semblent  aussi  remarquables. 

On  voit  immédiatement  que  les  identités  précédemment  données  ne 
sont  que  des  cas  particuliers  des  formules  générales  que  nous  venons  de 
démontrer.  Peut-être  reviendrons-nous  un  jour  sur  ces  formules  en  exami- 
nant sous  quelles  conditions  elles  sont  valables  pour  d  autres  fonctions  f^{x) 
que  des  polynômes. 


Bemarques  sur  la  convergence  de  la  série  (12).    La  recherche  du  rayon 

de  convergence  de  la  série  entière  ^  y  jv"  tombe  un  peu  en  dehors 

des  cadres  de  cette  note.  Comme  les  démonstrations  sont  assez  longues 
je  me  contente  d'énoncer  les  résultats  qui  ne  me  semblent  pas  dépourvus 
d'intérêt. 
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Soit  pour  plus  de  simplicité  A^  =  (  ^'^  j ,  où  a  ,  /9  sont  des  quan- 
tités complexes  quelconques.  Nous  omettons  pourtant  les  cas  /9  =  o ,  i 
qui  sont  banales. 

1°.     ß —  I    n'est  pas  réelle  et  négative.     Le  quotient  A^iA^^i  tend, 

pour  n  infinie,    vers    une  limite   définie  — — Xß^ — ,   où  les  puissances  ont 

et    le    point    singulier    de    la    série    le    plus    proche    de    zéro    est   égal   à 

V  =  - — -^ß- —    (d'après    le   théorème  de  M.  Lecoknu,  précisé  et  démontré 

pour  la  première  fois  par  M.  Fabry). 

2^.  ß  —  \  est  réelle  et  négative.  Le  quotient  A^  :  A^^^  ne  .tend  pas 
vers  une  limite.  Si  ß  est  rationnelle  le  quotient  oscille  ente  g  limites 
différentes,  q  étant  le  dénominateur  de  ß.  Deux  cas  sont  maintenant  à 
distinguer. 

a)  ß  est  négative.     La  limite  de  |rp=  h  pour  n  infinie,  existe  et  a  la 

I  V^n 

valeur  .   _Li-a  >  V^  ^*  ^^  rayon  de  convergence. 

b)  ß  est  positive. .  La  limite  ci-dessus  n'existe  pas.  Le  rayon  de  con- 
vergence   est    égal   à   lim   ^r^=.  j  =  -^ ^— ^ ,   où   nous  avons  employé  la 

notation    de    M.    Pkingsheim    pour    indiquer    »la  limite  inférieure  jy)ur  n 
infinie». 
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ÜBER  ZWEI  NACHGELASSENE  ARBEITEN  ABEL'S  UND  DIE  SICH  DARAN 

ANSCHLIESSENDEN  UNTERSUCHUNGEN  IN  DER  THEORIE 

DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

VON 

L.  FUCHS.' 

L 

In  zwei  nachgelassenen  Abhandlungen  (t.  II,  N:o  VIII  und  N:o  IX 
der  von  Sylow  und  Lie  besorgten  Ausgabe  der  AßEi/schen  Werke  von  1881) 
hat  Abel  die  Sätze  Legendre's  über  Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  bei  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung  auf  lineare 
Differentialgleichungen  ausgedehnt. 

Diese  Arbeiten  Abei/s  sind  alsdann  von  Jacobi  (Grelle  Journal, 
B.  32,  p.  185)  durch  eine  abweichende  Darstellung  derselben  in  ein  helles 
Licht  gestellt  worden. 

Sind  A^ ,  A^^  ,  .  .  y  A^  ganze  rationale  Functionen  von  a?,  so  betrachtet 
Jacobi  neben  dem  Differentialausdrucke 


*  Die  Abhandlang,  welche  wir  hier  veröffentlichen,  ist  die  letzte,  welche  aus  der 
Hand  des  verewigten  Verfassers  stammt.  Als  die  Abhandlung  schon  im  Druck  war, 
wurde  d^r  Verfasser  am  26.  April  plötzlich  auf  der  Strasse  von  der  Krankheit  betroffen, 
welche  nach  wenigen  Minuten  seinem  ruhmreichen,  der  mathematischen  Wissenschaft  mit 
so  grosser  Hingabe  und  so  seltenem  Erfolg  geweihten  Leben  ein  Ende  machte.  Die 
Zeit  und  der  Platz  fehlen  uns  augenblicklich  um  eine  angemessene  Schilderung  zu  geben 
von  der  Stellung,  welche  Fuchs  in  der  mathematischen  Wissenschaft  einnimmt,  sowie 
von  dem  gewaltigen  Einflüsse,  welbhen  er  auf  die  Entwickelung  der  Mathematik  in 
den  letzten  37  Jahren,  seit  dem  Erscheinen  seiner  berühmten  Abhandlung  Zur  Theorie  der 
Iwear^i  Differentialgleichungen  ausgeübt  hat.  Eine  solche  Schilderung  wird  jedoch,  wie 
wir  erfahren,  nicht  lange  ausbleiben.  Die  Redaktion, 

Ado  mathemaliea.    2G.    Imprimé  le  G  août  1002. 
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wo  die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten,  den  Differential- 
äusdm  et 

[y\  =  —  ^^y  +  D,{Ä,y)  -  Dl{A,y)  +  . .  .  ±  Dl{A^y) 

=  B,y  +  B,y'  +  ...  +  B,j/-> 

welchen  wir  jetzt  als  den  zu  [y\  adjungirten  ^  bezeichnen.  Da  nach 
Lâgiunge  j2r[y],  +  y[^],  für  willkürliche  Functionen  y^z  ein  vollständiger 
DiflFerentialquotient  ist,  so  setzt  Jacobi 

Wenn   die    unabhängige   Variable    x   in    [y\  ,  [y\ ,  [y  ^  z]   mit  einer  unab- 
hängigen Variablen  a  vertauscht  wird,  so  sollen  diese  Ausdrücke  mit  [y^f^^ 
[y^7^\  [y,  zf^^i   und  im  Gegensätze  hierzu  die  ursprünglichen  auf  x  bezüg- 
lichen Ausdrücke  mit  [y]^'^  [y]i'\  [y,  ^]^'^  bezeichnet  werden. 
Sei  ?ït  dieselbe  Function  von  a  wie  Aj^  von  x  und 


X 

so  ist 


p*. 


TT  P     J_  ^^»  ^  ^^   J^  O-  ^^^^ 

^  ~~^^^  ^x  ~Tx^  +  •  •  •  -  ^x- 
eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  a, 

(A)  fr=2:6Va;% 

wo  C^p  den  Coefficienten  von  of  in  [a?"*"^],  bedeutet.     Jacobi  findet  nun 
die  Beziehung 

r_i_f  +  r_^f  =  17, 

\x  —  a\x         L^  — ûjî 

aus  welcher  er  die  andere  ableitet: 

wo  y  eine  Lösung  der  Gleichung  [y ]^'^  =  ö  >  }  ©ine  Lösung  der  Gleichung 
[j]i^>  =  o  bedeutet. 

Ist  yj ,  y, ,  . .  . ,  y,  ein  linear  unabhängiges  System  von  Lösungen  der 
Gleichung  [y],  =  o,  ^ef^  ,  jßfj ,  .  .  . ,  j?„  ebenso  ein  linear  unabhängiges  System 

*  Vergl.  Grelle  Journ.  B.  ^6,  p.   183. 
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von  Lösungen  der  adjungirten  Gleichung  [z]^  =  o ,  die  beiden  Systeme  so 
gewählt,  dass  [yo  ^ J  =  i  >  [Va  ^k]  =  o  für  i  4=  Ä,  so  folgt  aus  den  Gleich- 
ungen 

[y*,^]  =  n  <*-'»> -) 

für  eine  beliebige  Function  0 

(i)  ^^^  =  éX  +  Ä  +  .  .  .  +  4'^n  a-«.' «-*) 

und  ebenso  aus  den  Gleichungen 

für  eine  beliebige  Function  y 

(2)  j/<^'  =  A+yi\+...  +  Ä. 

Setzt  man  mit  Jacobi  in  r<  für  z 


-J'x-a' 


WO  )  eine  Lösung  der  Gleichung   [j]{/^  =  o   bedeutet,   so  folgt  unter  An- 
wendung der  Gleichungen  (B),  (i),  (2)  das  Resultat: 

(C)  U(k).t^^^f^^^,,,-Uii)pi^^^^^ 

wo  9i ,  Ji  resp.  dieselben  Functionen  von  o  sind  wie  y^ ,  Zx  von  x,  und  wo  die 

Summation  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  ^=i,2,...,n;Ä=i,2,...,»» 

und  auf  dieselben  Combinationen  von  m ,  p  wie  in  Gleichung  (A)  bezieht. 

Für    i  =  o,  1,  ...,  n  —  i,ä;  =  o,  i,...,n  —  i    stellt    (0)    n' 

/f/  -  uCC 
p  2:~~\A+i  Mi^öar  durch 

die  n^  Grössen  J  >  -^3— ^jfe^.i  ^nd  umgekehrt  auszudrücken. 

Sie   liefern   die  vollständige  Lösung  des  Problems,  welches  sich  Abel 
in  der  N:o  IX  der  bezeichneten  Abhandlungen  gestellt  hatte. 

JoAa  Mo/AamoMea.    36.    Imprimé  le  31  Juillet  1902.  41 
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IL 

N:o  1. 

Am  Schlüsse  seiner  Abhandlang  (Grelle  Journal,  B.  32,  p.  196) 
sagt  Jacobi:  >üm  das  aufgestellte  Theorem  in  ein  vollständiges  Licht  zu 
setzen,  und  insbesondere  die  Anfangsgrenzen  der  Integrale  zu  bestimmen, 
und  die  nothwendigen  Beschränkungen  des  Theorems  anzugeben,  ist  es 
nöthig,  den  Character  der  Lösungen  der  linearen  Differentialgleichungen, 
deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  der  Variablen  sind,  näher 
zu  ergründen,  wofür,  wenn  man  die  zweite  Ordnung  überschreitet,  noch 
wenig  von  den  Mathematikern  geschehen  ist.» 

Nachdem  mir  die  Eesultate  meiner  Untersuchungen  über  die  Natur 
dieser  Functionen  die  Mittel  hierzu  gewährt  hatten,  unternahm  ich  es  die 
ABEL-JACOBi'schen  Theoreme  zu  präcisiren.  Es  gelang  mir  gleichzeitig,  auf 
diese  präcisirte  Formulirung  mich  stützend,  Consequenzen  dieser  Theoreme 
von  wie  es  scheint  weittragender  Bedeutung  zu  ziehen.  Die  Resultate  dieser 
Untersuchung  habe  ich  im  Crelleschen  Journal,  B.  76,  p.  177,  ff. 
unter  dem  Titel  »über  Relationen,  welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären 
Punkten  erstreckten  Integrale  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen 
stattfinden»   veröffentlicht. 

In  dieser  Arbeit  beschränken  wir  uns  auf  Differentialgleichungen  der 
Klasse,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  (Grelle  Journal,  B.  66,  p.  146,  Gl.  12) 
dahin  characterisirt  hatte,  dass  in  den  zur  Umgebung  jedes  der  singulären 
Punkte  gehörigen  Entwickelungen  nicht  unendlich  viele  negative  Potenzen 
auftreten,  welche  also  für  jeden  singulären  Punkt  eine  determinirende 
Fundamentalgleichung  aufweisen. 

Nachdem  nachgewiesen  ist,  dass  die  adjungirte  Differentialgleichung 
jeder  Gleichung  dieser  Klasse  ebenfalls  zu  derselben  Klasse  gehört  und 
dieselben  singulären  Punkte  besitzt,  werden  die  Beziehungen  erörtert,  welche 
zwischen  den  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  der  Differentialgleichungen  und  ihrer  adjungirten 
stattfinden. 


/^ 
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Es  wird  die  Differentialgleichung  jener  besonderen  Klasse  in  die  Form 
gesetzt:  .  . 

(D)  [yr  =  i.i^(._«)o.-.,(^) .  F{x)\  9<')  =  o , 

WO  Fi,{x)  eine  ganze  rationale  Function  â;**°  Grades  bedeutet,  und 

F{x)  =  {x^a,){x—a,)...{x  —  a;) 
ist. 

Nun  wird  nachgewiesen,  dass  bei  vorgeschriebenen  singulären  Punkten 
ttj  ,  «2 , . . .  ,  a^  die  Coefficienten  der  Functionen  F(„_Q)(^_,)(a;)  so  gewählt 
werden  können,  dass  die  Wurzeln  der  zu  jedem  «^  gehörigen  determini- 
renden  Fundamentalgleichung  der  Gleichung  (1))  von  einander  verschieden 
und  ihre  realen  Theile  negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins  sind;  was  zur 
Folge  hat,  dass  auch  für  die  zu  (D)  adjungirto  Differentialgleichung 

(E)         [zr  =  f .(-  0"-'  mF^n-.y^-rMn^y^] = o 

die  Wurzeln  der  zu  jedem  a^^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung die  nämliche  Eigenschaft  haben.  Die  Coefficienten  können 
aber  so  gewählt  werden,  dass  gleichzeitig  die  Wurzeln  der  zu  a;  =  oq  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  für  jede  der  Gleichungen 
(D)  und  (E)  von  einander  verschieden  und  in  ihren  realen  Theilen  positiv 
und  grösser  als  Eins  werden. 

Von  der  Differentialgleichung  (D)  wird  in  der  Fortsetzung  der  Arbeit 
vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln  der  zu  jedem  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  von  einander  verschieden,  und  in  ihren  realen  Theilen 
negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins  sind,  während  für  cc  =  oo  nur  ge- 
fordert wird,  dass  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
von  einander  verschieden  seien.  Nach  den  daselbst  angestellten  Erörter- 
ungen hat  alsdann  die  zu  (D)  adjungirte  Gleichung  (E)  dieselbe  Eigen- 
schaft. 
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N:o  2. 


Wir   setzen    (p.    178    der   Arbeit),    um    die  durch  die  Integration  in 
\jf ,  s]  eingeführte  Constante  zu  fixiren, 


Wenn  nun  nach  Gleichung  (D) 

(3)  A  =  i^(._»)(.-,)(^) .  F{xy 

gewählt  wird,  so  wird  unter  den  am  Schlüsse  der  N:o  i .  erwähnten  Voraus- 
setzungen nachgewiesen,  dass: 

wenn  y  eine  Lösung  der   Gleichung  (D),   a  einer  der  singulären  Punkte 
a,  ,  a, ,  .  .  .  ,  a^ ,  und  a  von  a  verschieden  ist. 

Setzt  man  in  Gleichung  (E)  a  an  die  Stelle  der  Variablen  Xy  und 
bezeichnet  dann  eine  Lösung  derselben  mit  ),  so  folgt  ebenso 

wenn  x  von  a  verschieden  ist. 

Es  werde  nunmehr  die  x  Ebene  durch  einen  zusammenhangenden 
sich  selbst  nirgendwo  schneidenden  Linienzug  ©  zerschnitten,  der  die  Punkte 
a,  ,  öj ,  .  .  .  ,  a^  in  sich  aufnimmt,  der  aber  auch  durch  ao  =  oo  hindurch- 
geht, wenn  die  realen  Theile  der  Wurzeln  der  zu  a;  -=  cx)  gehörigen  deter- 
minirenden  Fundamentalgleichung  grösser  als  Eins  sind.  Es  möge  /^  den 
Theil  des  Schnittes  ©  bezeichnen,  welcher  in  einer  ein  für  allemal  fest- 
gesetzten  Kichtung   von    a^   nach   a^^j   führt.     Wenn  a  an  die  Stelle  der 
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Variablen   x   gesetzt    wird,    so   soll   die  a  Ebene  durch  einen  mit  @  sich 
deckenden  Linienzng  zerschnitten  werden. 

Es  wird  jetzt,  unter  Beibehaltung  der  in  (3)  festgelegten  Bedeutung 
von  Aifj  von  der  AßEL-JACOBi'schen  Gleichung  (B)  ausgegangen,  in  welcher 
mit  y  eine  Lösung  der  Gleichung  (D),  mit  j  eine  Lösung  der  Gleichung  (E) 
(nach  Vertauschung  der  Variablen  x  mit  a)  bezeichnet  wird.  Wird  diese 
Gleichung  in  Bezug  auf  x  längs  l^  von  a^  bis  a^+,,  und  in  Bezug  auf  a 
längs  l^  von  a^  bis  a^^^  integrirt,  wobei  vorausgezetzt  wird,  dass  die  Theile 
l^  und  l^  nicht  zusammenstossen,  so  erhält  die  linke  Seite  nach  den  Gleich- 
ungen (4)  und  (5)  den  Werth  Null,  es  ist  also 

(1.  C.  p.    188,  Gl.  4;  p.   206,  Gl.  T.). 

Erheblichere  Schwierigkeiten  stellten  sich  in  den  Weg,  als  wir  die 
Gleichung  (B)  in  Bezug  auf  x  und  in  Bezug  auf  a  resp.  längs  zweier  auf 
einander  folgender  Theile  Z^,/;,+i  zu  integriren  unternahmen.  Es  würde 
mich  zu  weit  führen,  wenn  ich  die  Hülfsmittel,  welche  wir  (1.  c.  p.  189 
— 206)  aus  einem  tieferen  Eindringen  in  die  Natur  der  Lösungen  der 
linearen  Differentialgleichungen  schöpfen  mussten,  hier  skizziren  wollte. 
Ich  muss  mich  daher  benügen,  das  1.  c.  p.  206  erhaltene  Resultat  hier 
nur  zu  beschreiben: 

Wir  bezeichnen  mit  îy,  ,  27, ,  . . . ,  7«  das  zu  ic  =  co  gehörige  kanonische 
Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  Gleichung  (D),  mit  Ci ,  C, ,  . . .  ,  C 
das  za  X  =  00  gehörige  kanonische  Fundamentalsystem  der  adjungirten 
Gleichung  (E),  welche  so  gewählt  sind,  dass  tj^  ,  Cb  adjungirte  Elemente 
bedeuten  (1.  c.  p.  183).  Ferner  bedeuten  î^i;» ,  73;» ,  . . . ,  yjnfi  das  zum  singulären 
Punkte  a^+i  gehörige  kanonische  Fundamentalsystem  der  Gleichung  (D), 
C\fi  i  C2pLi  '  '  '  i  Cifi  das  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  kanonische 
Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  adjungirten  Gleichung  (E),  welche 
wieder  so  gewählt  sind,  dass  yji^  und  Chfi  adjungirte  Elemente  bedeuten. 
(Vergleiche  die  Definition  des  zu  einem  singulären  Punkte  gehörigen 
Fundamentalsystems  in  meinen  Arbeiten,  Grelle  Journal,  B.  66,  p.  139 
und  B.  68,  p.   364). 


Digitized  by 


Google 


326  L.  Fuchs. 

Zwischen  diesen  Systemen  finden  die  Gleichungen 

fi 


(6) 


Ck  —  ^X^kxCx^t 


statt,  wo  &a  )  ^kx  Oonstanten  sind,  für  deren  Berechnung  in  meiner  Arbeit 
(Grelle  Journal,  B.   75,  p.   210)  ein  Weg  angegeben  worden. 

Sind  ^1 ,  ^3 ,  .  .  .  ,  ^„  die  Wurzeln  der  zu  a^^j  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  der  Gleichung  (D) 

(7)  D{r)  =  o, 

so  ist 

wo  f^x{^) ,  ^x{^)  in  der  Umgebung  von  x  =  a^^i  holomorph  und  für  x  =  a^+i 
von  Null  verschieden  sind. 
Es  zeigt  sich,  dass 

(9)  [Vx^  ,  CJ  =  M^.^i)  î^aK+,)  .  D'{rx) , 

wo  D'{r)  die  Ableitung  von  D(r)  nach  r  bedeutet. 

Die  in  pxi^)  ?  <px{^)  auftretenden  willkürlichen  Pactoren  werden  nun 
so  gewählt,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  den  Werth  Eins 
annimmt,  so  dass 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  unbestimmten  Factoren  von  jy^ ,  ^ 
so  bestimmen,  dass 

(10')  [rj„C,]  =  i. 

Zwischen  den  Grössen  c^j^,  und  b^f^  finden  die  Gleichungen  statt 

n 


(lO 


^ihtCxt  =   I 
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Nach    diesen    Erörterungen    und    Pestsetzungen    wird    das    folgende 
Eesultat  erschlossen: 

WO  g,  dieselbe  Function  von  a  ist  wie  £r,  von  a:,  1.  c.  p.   206. 


IIL 

N:o  1. 

Der  wahre  Sinn  und  die  Wichtigkeit  der  in  den  Grieichungen  (F),  (G) 
auftretenden  Kesultate  wird  in  ein  helleres  Licht  gesetzt  durch  eine  Arbeit, 
welche  ich  später  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie  (22 
December  1892,  p.    11 13)  veröffentlicht  habe. 

In  dieser  Arbeit  wird  auf  die  Kolle  hingewiesen,  welche  die  Coeffi- 
cienten  der  Fundamentalsubstitutionen  der  Lösungen  der  Differential- 
gleichung in  jenen  Eelationen  (F),  (G)  spielen.  Zu  diesem  Ende  ist  nur 
eine  etwas  veränderte  Schreibweise  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (G) 
erforderlich.  Durch  diese  Schreibweise  tritt  der  Umstand  besonders  hervor, 
dass  die  rechte  Seite  lediglich  von  den  Coefficienten  der  auf  a^^i  bezüg- 
lichen Fundamentalsubstitution  der  Lösungen  7i ,  ^^ ,  . . . ,  î?«  abhängt.  Dieser 
Umstand  aber  bringt  es  mit  sich,  dass  die  Eelationen  (F),  (G)  einen  in- 
varianten Character  haben,  in  dem  Sinne,  dass  sie  für  die  gesammte  Klasse 
von  Differentialgleichungen,  zu  welcher  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
gehört,  die  gleiche  Form  behalten.  Diese  Invarianz  macht  es  möglich, 
gewisse  beschränkende  Voraussetzungen,  welche  in  der  Arbeit  (Grelle 
Journ.  B.  76,  p.  1 77  ff.)  über  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen gemacht  worden  sind,  aufzuheben.  Dieses  wird  in  der  in 
Hede  stehenden  Arbeit  nachgewiesen;  es  wird  nur,  um  Complicationen  in 
der  Darstellung  zu  vermeiden,  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Dif- 
ferenzen zweier  jener  Wurzeln,  wenn  sie  nicht  sämmtlich  ganzzahlig  sind 
aber  zum  Auftreten  von  Logarithmen  keine  Veranlassung  geben,  nicht 
zum  Theil  ganzzahlig  sein  sollen. 
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Sei 

F{x)  =  {x  —  a,){x  —  a,) . . .  {x  —  a,){x  —  b,){x  —  b,) . . .  (x  —  b,) 

UBd 

(I)  (D)      [yp  =  2:«F,_x._,)(^)F(^)*y-^  =  o, 

(2)  (Ë)  [.]<->  =  ia(-  ir^D;(^(.-aX.-i)(^)  J^(^r^)  =  Û  , 

wo  6|  ,  ft, ,  . . .  ,  ft<,  diejenigen  singulären  Punkte  bedeuten,  bei  deren  Um- 
kreisung sämmtliche  Integralquotienten  ungeändert  bleiben,  während  mit 
^i  >  ^s  >  •  •  •  >  ^/>  diejenigen  singulären  Punkte  bezeichnet  werden,  für  welche 
die  Differenzen  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
nicht  ganze  Zahlen  sind. 

Es  werden  nun  vorläufig  noch  die  Voraussetzungen  der  Abhandlung 
(Grelle  Journ.  B.  76)  festgehalten,  dass  die  Wurzeln  der  zu  a^,a^y..,,a^ 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  in  ihren  realen  Theilen 
negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins  sind,  und,  um  die  oben  erwähnte 
veränderte  Schreibweise  der  rechten  Seite  der  Gl.  (G)  zu  erzielen,  die 
Substitution 

(M     (8.  II,  N:o  2,  Gl.  (6)) 

mit  B,  die  Substitution 

'A,  ,  o  ,  . . .  ,  o\ 
o  ,  -^,...,0  |,A„=c'""«, 
,0  ,  o  ,...,åJ 

(*■)>'■»)•••>''«  die  Wurzeln  der  zu  a^^.,  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung) mit  L  bezeichnet;  dann  ist 

S,=  iga)  =  BLB-' 

die  dem  Umlaufe  um  a^^.,  angehörige  Fundamentalsubstitution.  Setzt  man 
die  Determinante 

so  ist  nach  Gl.  (11)  in  II,  N:o  2, 

Cw  -  ^    . 
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Alsdann  ergiebt  sich  aus  Gl.  (G) 

(G')  f  dx    f  da  U7j,i,  =  (-  i)- .  27ri  £^^, 

wenn  wir 

^»  ^  U-1.« »i 

setzen. 

(Vergl.  Sitzungsberichte  1.  c.  p.    1 1 1 7  Gl.  (S'). 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (G')  sind  lediglich  durch  die  auf  a^^i 
bezügliche  Fundamentalsubstitution  des  Fundamentalsystems  î^j  ,  37, ,  .  .  .  ,  7« 
bestimmt.  Diese  Gleichungen  repräsentiren  n*  Gleichungen  für  die  n*  Coeffi- 
cienten  g^j^  dieser  Fundamentalsubstitution. 

N:o  2. 

Wir  können  zunächst  durch  eine  Substitution 

(i)  y  =  (^  —  a,)~"'{^ — «,)""• . . .  (^ — «,)""'»  w , 

wo  die  Grössen  a^  ,  «^ ,  .  .  .  ,  a^  Null  oder  positive  ganze  Zahlen  bedeuten, 
die  Gleichung  (ö)  in  eine  Gleichung 

(2)  B,«;  +  B,«r'+...  +  B>-)=o 

verwandeln,    für   welche  die  zu  a^  ,  a, ,  .  .  .  ,  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  in  ihren  realen  Theilen  positiv  sind. 

Ist  i«a  —  1  die  höchste  ganze  Zahl,  welche  in  den  realen  Theilen  der 
Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  der 
Gleichung  (2)  enthalten  ist,  so  werde 

(3)  { 

[  ip{x)  =  {x  —  a,)    (x  —  a^)    ...(a;  — a,) 

gesetzt.      Wir    beweisen    nun,    dass    man    n    ganze    rationale    Functionen 

^q{^)  f  Fi(^)  >  •  •  •  >  ?'"-i(^)  derart  bestimmen  kann,  dass,  wenn 

(4)  P.{^)~       n(:r) 

Jbßia  maUumaliea.    36.    Imprimé  le  1  »out  1902.  42 
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und 

(5)  u  =  P,[x)w  +  P,{x)w'  +  . . .  +  P„_i(a^)w/"-^^ 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung,  welcher  u  genügt, 

(6)  c,u  +  cy+...  +  cy">=:o, 

überhaupt  dieselben  singulflren  Punkte  wie  (2)  besitzt,  und  dass  die  realen 
Theile  der  Wurzeln  der  auf  a,  ,  a, ,  .  .  .  ,  a^  bezüglichen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  von  (6)  zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit 
sich  befinden. 

Die  Gleichung  (6)  gehört  zu  derselben  Klasse  mit  der  Gleichung  (D), 
daher  sind  die  Fundamentalsubstitutionen  zu  je  einem  singuldren  Punkte  für 
beide  Gleichungen  übereinstimmend. 

Hieraus  fliesst  das  folgende  Resultat: 

Wenn  die  Gleichung  (d)  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  der  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  nicht  den  Voraussetzungen  entspricht  auf  Grund 
deren  die  Gleichung  (G')  aufgebaut  worden  ist,  so  kann  durch  rationale 
Rechnungsoperationen  eine  mit  (d)  isu  derselben  Klasse  gehörige  Differential- 
gleichung ^  wie  Gleichung  (6),  hergeleitet  tverden^  welche  den  genannten  Voraus- 
setzungen Genüge  leistet.  Man  hat  alsdann  in  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (G')  nur  für  074 ,  j* ,  U  die  auf  die  Gleichung  (6)  bezüglichen 
entsprechenden  Functionen  zu  substiiuiren,  während  die  rechten  Seiten  unge- 
ändert  bleiben.  Die  so  erhaltenen  w*  Gleichungen  (G')  liefern  alsdann  die 
Coefficienten  g^  der  zu  a^^i  gehörigen  Fundamentalsubstitution  der  Gleir 
chung  (d). 

N:o  3. 

In  derselben  Arbeit  werden  alsdann  noch  die  Relationen  discutirt, 
welche  durch  die  Gleichungen  (F)  und  (G')  zwischen  den  bestimmten 
Integralen 

J^^  =  f^%dx ,  H^^  =  fx'C,  dx 

und  den  CoefiFicienten  der  zu  a^^,  gehörigen  Fundamentalsubstitutionen 
festgestellt   sind.      Wir    heben    daraus   das   Ergebniss   hervor:     Sämmtliche 
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Grössen  1^^  lassen  sich  durch  I^,  /^\  . . . ,  I^|^\^,_^^_^  und  sämmtliche  Grössen 
H%^  durch  H^,  fl^f ,...,  Fj^;>,  (,_,)_,  linear  und  homogen  darstellen. 

Zum  Beschluss  wird  noch  die  Rechnung  für  n  =  i  und  n  =  2 
durchgeführt. 

IV. 

Wir  erwähnen  hier  noch  die  sich  an  die  vorhergehenden  Untersuch- 
ungen anschliessenden  Arbeiten  der  Herren  Schlesinger  und  Hirsch. 

Auf  den  Zusammenhang,  der  zwischen  dem  Vertauschungssatze  und  der 
Integration  linearer  Differentialgleichungen  durch  Quadraturen  (bestimmte 
Integrale)  besteht,  hat  Herr  Schlesinger  (Grelle  Journ.  B.  116,  p.  97  ff. 
und  Handbuch  B.  IF,  1897,  P-  4^5  ff-)  hingewiesen.  Bedeutetet  i),(y)  einen 
linearen  homogenen  Differentialausdruck  n*-Ordnung  mit  der  unabhängigen 
Variablen  x  und  Coefficienten,  die  ganze  rationale  Functionen  w*-Grades 
sind,  so  zeigt  sich,  dass  der  ABEL'sche  Yertauschungssatz  als  specieller 
Fall  (f  =  o)  in  der  allgemeinen  Identität  (Gl.  (C),  1.  c.  p.    102). 

enthalten  ist,  wo  Î),  einen  linearen  Differentialausdruck  (w  +  «)*-Ordnung 
mit  der  unabhängigen  Variablen  z  darstellt,  dessen  Coefficienten  sich  aus 
denen  von  Z),  (und  umgekehrt)  in  einfacher  Weise  zusammensetzen  lassen 
(Gl.  (2),  (3),  1.  c.  p.   102,   103). 

Die  Lösungen  von  D^[y)  =  o  lassen  sich  auf  Gh-und  der  angegebenen 
Identität,  durch  die  Lösungen  v  der  zu  Î),  =  o  adjungirten  Differential- 
gleichung (der  EuLEu'schen  Transformirten  von  D^  =  o)  in  der  Fonn 

y=^  Jv{z  —  xf'^dz, 

L 

und  umgekehrt  die  Lösungen  von  %z{u)  =  o  durch  die  Lösungen  w  der 
zu  Dj.  =  o  adjungirten  Differentialgleichung,  in  der  Form 


u  =  fw{z  —  xY  ^dx 


darstellen,     wo     L ,  /!     geeignet     gewählte     geschlossene    Integrationswege 
bedeuten. 
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Herr  Hirsch  behandelt  (Mathem.  Annalen,  B.  54,  p.  202  fif.)  die 
von  mir  in  den  obenerwähnten  Arbeiten  aufgestellten  Kelationen  (Perioden- 
relationen), nachdem  er  (Mathem.  Annalen,  B.  52,  p.  130  ff.)  den  Fall 
n  =  I  vorweg  genommen,  indem  er  i)  mit  Benutzung  der  erwähnten 
ScHLESiNGER'schen  Arbeit  diese  Eelationen  in  der  von  mir  gegebenen  Form 
aus  dem  Vertauschungssatze  herleitet  (Math.  Annalen,  B.  54,  11*  Abschnitt, 
p.  249 — 275),  und  dann  2)  eine  andere  —  der  ersten  algebraisch  aequi- 
valente  —  Form  dieser  Relationen  angiebt,  die,  in  Nachbildung  der  von 
EiEMANN  für  die  analoge  Frage  der  Theorie  der  ABKL'schen  Int^rale 
angewendeten  Methode,  durch  die  Auswerthung  eines  gewissen  Eandintegrals 
erzielt  wird  (1.  c.  §  15 — 17,  p.  276 — 295).  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Monodromiegruppe  der  betrachteten  Dififerentialgleichung  eine  rfe/î- 
nite  HBRMiTB'sche  Form  in  sich  selbst  transformirt,  liefert  dieselbe  Methode 
der  Kandintegration  eine  Ungleichung  für  die  realen  und  imaginären  Be- 
standtheile  der  gedachten  Integrale  (in  dem  eine  aus  diesen  Integralen 
gebildete  HERMiTE'sche  Form  sich  als  stets  positiv  définit  erweist),  die  der 
von  RiEMANN  für  die  Periodicitätsmoduln  der  AßEL'schen  Integrale  auf- 
gestellten Ungleichung  analog  ist  (1.  c.  §  18,  p.  295 — 313;  §  20,  p. 
316—322). 

Berlin,    15.  März   1902. 
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ÜBER  PERIODISCHE  APPROXIMATIONEN  ALGEBRAISCHER  ZAHLEN 


VON 

HERMANN  MINKOWSKI 

IN  ZÜRICH. 


Abel  sagt  an  einer  Stelle  (Oeuvres,  t.  II,  p.  217)  mit  Bezug  auf  das 
Problem  der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen:  »Au  lieu  de  de- 
mander une  relation  dont  on  ne  sait  pas  si  elle  existe  ou  non,  il  faut  de- 
mander si  une  telle  relation  est  en  efifet  possible».  Eben  diese  Weisung 
befolgend,  können  wir  auch  einer  anderen,  noch  unerledigten  Aufgabe  auf 
dem  mannigfaltigen  Gebiete  der  Auflösung  der  Gleichungen  näherzutreten 
versuchen.     Wir  wollen  hier  die  Frage  behandeln: 

Welche  algebraische  Zahlen  besitzen  analoge  periodische  Approximationen, 
wie  sie  die  reellen  algebraischen  Zahlen  aweiten  Grades  vermöge  der  Periodi- 
citdt  ihrer  Entwicklungen  in  gewöhnliche  Kettenbrüche  aufweisen. 

%  1.    JPeriodiscJie  Substitutionenketten. 

I.  Es  sei  a  eine  beliebige  Grösse  und  es  werde  l  =  i  oder  =  2  ge- 
setzt, je  nachdem  a  reell  oder  complex  ist.  Wenn  a  eine  algebraische  Zahl 
n^^  Grades,  d.  h.  eine  Wurzel  einer  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  ir- 
reducibeln  Gleichung  n^^  Grades  ist,  so  kann  der  Ausdruck 

^=  Xy  +  œjCi  +  ...  +  àr-^Xn 

für  ganze  rationale  Zahlen  a?i ,  a?, ,  ...  x^  ^  die  nicht  sämmtlich  Null  sind, 
niemals  verschwinden,  aber,  wofern  n>  l  ist,  wohl  dem  Werthe  Null  be- 
liebig nahe  kommen.     Wir  machen  hier  stets  die  Annahme  n>  l.     Über 

AeU^  fMAMMNoMm.    26.    Imprimé  le  1  août  1902. 
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die  Annäherungen  dieser  Form  Ç  an  Null  gelten  dann,  wie  ich  in  dem 
Aufsatze  *Ein  Kriterium  für  die  algebraischen  Zahlen^  (Göttinger  Nach- 
richten V.    II.  Febr.    1899)  gezeigt  habe,  die  folgenden  Sätze: 

Wir  können  zur  ZaU  a  in  Bezug  auf  jede  beliebige  reelle  Grösse  r  >^  i 
stets  eine  Substitution 


S)  X,  =  s'^hj,  +  sfy,  +  , . .  +  6i"^y, 


(A=l,2,...«) 


mit  folgenden  Eigenschaften  construiren: 

1°  Alle   Goefßcienten   sjf^   sind  ganze   rationale  Zahlen,  und  gehen  die 

Quotienten  --  dem  Beirage  nach  nicht  über  eine  geunsse,  von  r  unabhängige 

r 

Grösse  hinaus. 

2°  Die  Determinante  von  S  ist  4=  o  und  liegt  dem  Betrage  nach  unter 
einer  gewissen,  von  r  nicht  abhängigen  Grenze. 

3°  Geht  f  durch  S  in 

9    =  PlVl    +  P2y2   +    .  .  .    +  PnVn 

über,  so  liegen  die  Beträge  vofi 

n   -l  n  -l  n—l 

sämmtlich  unter  einer  gewissen,  von  r  nicht  abhängigen  Grenze, 

4°  Für  die  Verhältnisse  pi  :  p2  -  —  -  -  Pn  kommen  von  vorn  herein  nur 
eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Systeme  in  Betracht,  die  von  r  nicht  ab- 
hängen. 

Diesen  Bedingungen  wird  z.  B.,  wie  in  jener  Arbeit  ausgeführt  ist, 
stets  genügt,  wenn  wir  S  unter  allen  denjenigen  Substitutionen,  für  welche 
die  Coefficienten  s^^  lauter  Zahlen  aus  der  Eeihe  o ,  +  i  ,  +  2  ,  . . .  +  [r]  sind 
und  die  Determinante  #=  o  ist,  derart  auswählen,  dass  dabei  zunächst  |  ^j  | , 
nächstdem  |/>3|,...  endlich  |^^|  möglichst  klein  werden.  Dabei  fällt  dann 
die  Determinante  von  S  dem  Betrage  nach  sicher  stets  <  \n  aus. 

Durch  die  Substitution  S  erlangen  wir  zugleich  gewisse  rationale  Ap- 
proximationen für  alle  Zahlen  des  Körpers  von  a,  wenn  a  reell  ist,  bez., 
wenn  a  complex  ist,  für  alle  reellen  Zahlen  des  Körpers,  der  aus  dem  Körper 
von    a    und   dem   dazu  conjugirt  imaginären  Körper  zusammengesetzt  ist. 
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Umgekehrt  gilt  der  Satz:  Die  Grösse  a  ist,  (n>l  angenommen),  noth- 
wendig  eine  algebraische  Zahl  n^  Grades,  wenn  für  sie  in  Bezug  auf  jede 
reelle  Grösse  r  >  i  stets  eine  den  Bedingungen  i°,  2°,  3°,  4°  entsprechende 
Substitution  S  hergestellt  werden  kann. 

2.  Wir  denken  uns  weiterhin  a  stets  als  eine  algebraische  Zahl  n**° 
Grades  und  n  >  l.  Nehmen  wir  nun  eine  unbegrenzte  Eeihe  wachsender 
Zahlen  r^  >  i  ,  r^ ,  r^ ,  . . ,  soi  und  construiren  wir  in  der  eben  erörterten 
Weise  zu  diesen  Zahlen  Substitutionen  8^  ,  S^,  S^ , Eine  derartige  Sub- 
stitutionenkette für  die  Zahl  a  soll  periodisch  heissen,  wenn  die  daraus  ver- 
möge  der  Compositionsformeln 

82  =  SxQi,         Sa  =  S^Q^ ,     ...     Sj^i  =  SjQj ,     ... 

hergeleitete  Reihe  von  Substitutionen  Çi ,  Çj ,  Çs  >  •  •  •  ,  abgesehen  von  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gliedern  am  Anfange,  in  periodischer  Wiederholung  ein 
und  derselben  endlichen  Folge  von  Substitutionen  besteht,  wenn  also  ein  In- 
dex Jq  und  eine  positive  Zahl  p^  angebbar  sind,  sodass  für  jeden  beliebigen 
Index  j  >  io  stets  Qj  =  Qj^p^  ist. 

Wir  fragen  nach  dem  Charakter  derjenigen  algebraischen  Zahlen  a,  für 
welche  periodiscJie  Substitutionenketten  existiren. 

3.  Ist  die  Kette  S^ ,  ä,  ,  ä,  ,  . . .  für  a  periodisch,  so  erhalten  wir  mit 
den  soeben  eingefühiien  Bezeichnungen 

also 

wenn  J  >^Jo  ist.     Setzen  wir  ^^.+,^^^7^  =  A>  so  folgt  daraus  allgemein 

für  jeden  Index  J  >Jq  und  jeden  Exponenten  /'=i,2,3, 

Es  bedeute  ^j  die  Linearform,  in  welche  f  durch  Sj  übergeht.  Unter 
den  unendlich  vielen  Substitutionen  6y^+/>,,  für  /"  =  o  ,  i  ,  2  ,  . . .  werden  wir, 
da  nach    2°   für   ihre   Determinanten  und  weiter  nach  4°  für  die   Verhält- 
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nisse  der  Coefficienten  pi  :  p^  : . . .  :  p^  in  den  zugehörigen  Formen  f>j^+fp^  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen  in  Betracht  kommen,  jedenfalls 
irgend  zwei  Substitutionen  Sj^^^p,  =  S  und  Sj^^^p.  =  T  {d>  c)  in  solcher 
Weise  autfinden  können,  dass  erstens  TS~^  =  P  =  i^-«  eine  ganzzoMige 
Substitution  mit  der  Determinante  i  wird  und  zudem  zweitens  in  den  beiden 
Formen  ^j^^cr^  =  jp  und  f>j^^dp^  =  </>  die  n  Coefficienten  jedesmal  genau  die- 
selben VerMltnisse  besitzen,  dass  also  ^  =  ^  gilt,  wo  *  ein  constanter 
Factor  ist.  (Die  erstere  Forderung  wird  z.  B.  gewiss  erfüllt  sein,  wenn 
wir  5  und  T  derart  auswählen,  dass  ihre  Determinanten  gleichen  Werth 
haben  und  zudem  in  ihnen  nach  dieser  Determinante  als  Modul  je  zwei 
entsprechende  Coefficienten  immer  gleichrestig  sind.)  Der  Factor  #  wird  als 
Quotient  der  Coefficienten  in  <[)  und  ^  wie  diese  Zahlen  im  Körper  von  a 
liegen.  Setzen  wir  {d  —  ^)P(i=Pi  so  gehen  aus  T  =^  PS  ^  ip  =  fkp  ver- 
îïi^ge  Qj  =  Qj-^p  0  >Jo)  die  Beziehungen 

für  jeden  Index  j  >^Jq  hervor.      Wir  erhalten  sodann  allgemeiner 

für  /*=  1,2,3,....  ï^3.  in  den  Formen  ^j  mit  wachsendem  Index  j  die 
Beträge  der  Coefficienten  jedenfalls  nach  Null  abnehmen,  muss  |*|  <  i  sein. 

4.  Wenn  a  complex  ist,  bedeute  a®  die  zu  a  conjugirt  imaginäre 
Grösse.  Die  n  —  l  Wurzeln  der  irreducibeln  Gleichung  für  a  ausser  a, 
bez.  ausser  a  und  a^  mögen  a',  a",  ...  a^"~'^  heissen.  Femer  bezeichnen 
wir  die  zu  einer  Zahl  #  oder  einer  Form  f  des  Körpers  von  a  conjugirten 
Zahlen  oder  Formen  in  den  Körpern  von  (a®),a',  ...  a^"~'^  analog  durch 
Hinzufügung  oberer  Indices  (o),i,...w  —  /.  Durch  die  Substitution 
P  =  Sj^^pSr^  geht  f  in  tfç  und  gehen  daher  wegen  der  Irreducibilität  der 
Gleichung  n"^  Grades  für  a  weiter  (f'),  6',  ...  f^''-'^  in  (tfT),  tf'f , ...  «^""'^^""'^ 
über.  Bedeutet  nun  t  einen  unbestimmten  Parameter,  E  die  identische 
Substitution,  so  gehen  f ,  . . .  f^"~'^  durch  die  Substitution  iE  —  P\n{t  —  *)f , . . . 
{t  —  ^(«-0)f("-o  iiber  und  ist  infolgedessen  \tE  —  P|,  d.  h.  die  Determi- 
nante von  tE  —  P,  gleich  dem  Producte  {t  —  ê)  ,,  .(t  —  ^"~'^).  Diese  in 
t  identisch   erfüllte   Beziehung   zeigt,    dass  ê  der  Gleichung  \tE  —  P |  =  o 
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genügt.  Indem  P  eine  ganzzahlige  Substitution  und  ihre  Determinante  i 
ist,  erweist  sich  dadurch  ê  als  eine  ganze  Zahl  und  als  eine  Einheit  im 
Körper  von  «. 

5.  Es  sei  nun  a^  eine  solche  ganze  rationale  Zahl,  dass  a^a  eine 
ganze  algebraische  Zahl  wird,  so  hat  das  Product  a;~*f  als  Coefficienten 
lauter  ganze  algebraische  Zahlen  und  sind  daher  auch  in  Jeder  einzelnen 
Form  a^^^j  die  bezüglicJien  n  Coefficienten  al~'^pj,{k  =  i  ,  2  ,  . . .  n)  stets 
lauter  von  Null  verschiedene  ganze  algebraische  Zahlen,  also  deren  Normen 
im  Körper  von  a  stets  dem  Betrage  nach  >  i.  Wegen  der  Eigenschaft  i® 
der  Substitutionen  Sj  liegt  dabei  jeder  Betrag 

nicht  über  einer  gewissen  von  j  unabhängigen  Grenze.  Verwenden  wir 
nun  die  hierdurch  gegebenen  Ungleichungen  für  alle  Indices  A  =  i ,  . . .  w  —  l 
mit  Ausnahme  eines  beliebigen  Index  g  dieser  lieihe  und  berücksichtigen 
wir  ausserdem  die  Eigenschaft  3°  für  Sj  und,  falls  1  =  2  ist,  noch  die 
Beziehung  |^^j  =  j^J|,  so  gewinnen  wir  aus  der  Ungleichung 

\Nmar'p,\>i 

eine  gewisse,  von  r^  unabhängige,  positive  untere  Grenze  für  den  einen  darin 
Übrig  bleibenden  Factor  l^-^'.     Danach  befinden  sich  nun  alle  Beträge  '— ^ 

in  Bezug  auf  die  Form  ip^  zwischen  zwei  bestimmten  endlichen  positiven,  von  rj 
unabhängigen  Grenzen,  und  werden  infolgedessen  weiter  auch  die  Quotienten 
aus  irgend  zwei  der  je  n  —  l  conjugirten  Werthe 

Pk  i  Pk  }   '  '  *  Pk  (*-l,2,..ji) 

bei  sämmtlichen  Formen  ^j  stets  absolut  genommen  z\vißchen  zwei,  unab- 
hängig von  den  Werthen  r^  feststehenden  positiven  endlichen  Grenzen 
liegen.  Beachten  wir  nun  die  Eelationen  ^jj^f^  =  ¥(p^  f ür  /*  =  i  ,  2  ,  3  ,  . . . , 
so  zeigt  sich  schliesslich,  dass  auch  die  Beträge  der  Quotienten  aus  irgend 
zwei  der  je  n  —  l  Grössen 
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zwiachen  gewissen  zwei  festen  positiven  endlichen  Grenzen  liegen  müssen, 
und  zwar  gelten  diese  Grenzen  für  alle  Werthe  /^  =  i  ,  2  ,  3  ,  . . .  auf  einmal. 
Danach  kann  die  Einheit  ê  nicht  anders  beschaffen  sein,  als  dass  für  sie 
die  Gleichungen 

statthaben.  Bezeichnen  wir  den  gemeinsamen  Werth  dieser  letzten  Beträge 
mit  7j  und  setze^  |i9j  =  e,  womit  im  Falle  1=2  noch  |tf^|  zusammenfällt, 
so  geht  die  Gleichung  Nm  #  =  i  in  e'jy""'  =  i  über,  und  wegen  e  <  i 
folgt  3y  >  I.     Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  Satze: 

Damit  eine  algebraische  Zahl  n**""  Grades  a  eine  periodische  Substitu- 
tionenkette  besitze,  muss  es  im  Körper  von  a  eine  Einheit  ê  von  einem  Be- 
trage <  I  geben,  für  welche  die  conjugirten  Zahlen  in  den  conjugirten  Kör- 
pern {abgesehen  von  der  Zahl  #^  in  dem  Körper  der  conjugirt  imaginären  Zahl 
a®,  falls  a  complex  ist)  sämmtlich  unter  einander  gleichen  Betrag  haben. 

6.  Die  hier  gefundene  Bedingung  ist  zugleich  hinreichend  für  das  Vor- 
handensein einer  periodischen  Substitutionenkette  zur  Zahl  a.  Denn  nehmen 
wir  an,  es  existire  im  Körper  von  a  eine  Einheit  #0  von  dem  fraglichen 
Charakter.  Es  bedeute  dann  Po  diejenige  lineare  Substitution,  durch  welche 
die  n  Formen  f  ,  (O ,  •  •  •  f^""'^  in  die  Formen  *of  ,  WO ,  •  •  •  *^o'"'^f^""'^  über- 
gehen; diese  Substitution  hat  lauter  rationale  Coefficienten  und  eine  Beter- 
minante  =  +  i.  Durch  Pf,  wenn  /'eine  der  Zahlen  1,2,3,...  bedeutet, 
gehen  dann  f ,  . . .  ^-'>  in  #f f  ,  . . .  {^r'^^""'^  über.  Da  diese  Potenzen 
Al  lauter  ganze  algebraische  Zahlen  sind,  werden,  wie  leicht  zu  sehen  ist, 
in  allen  jenen  Substitutionen  PJ  die  Coefficienten  solche  ganze  rationale 
Zahlen  sein,  dass  ihre  Nenner  nicht  über  eine  gewisse,  durch  die  Grösse  a 
bestimmte,  aber  von  den  Exponenten  f  unabhängige  Zahl  hinausgehen, 
während  zugleich  ihre  Determinanten  durchweg  =  ±  i  sind.  Wir  werden 
infolgedessen  unter  jenen  unendlich  vielen  Substitutionen  P{  gewiss  irgend 
zwei  solche,  1%  und  PJ  {d  >  c),  finden  können,  dass  Po(i^)~*  =  P  eine  Sub- 
stitution mit  ganzzahligen  Coefficienten  wird.  Setzen  wir  dann  t??"'' —  * , 
j_ 

|i9|    """'  =  97,  so  haben  wir  in  der  Keihe 

S,  =  E,         S,  =  P,         S.  =  P^     .  .  . 
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eine  periodische  Substitutionenkette  für  die  Zahl  a  mit  den  in  i.  und  2. 
angegebenen  Eigenschaften,  wenn  wir  noch  für  die  zugeordneten  Grrössen  Tj 
die  Pestsetzung  r,  =  oy^*"'  (y  =  i  ,  2  ,  3  ,  . . .)  treffen. 

§  2.    JEinhelten  von  besonderefn  Charakter. 

7.  Wir  wollen  jetzt  die  Forderung  der  Existenz  der  besonderen  Einheit 
*  im  Körper  von  a  weiter  verfolgen.    Die  ganze  Function  w*®°  Grades  in  t: 

F{t)  =  {t  —  »)  ...(<  — #^»-'>) 

hat  rationale  ganze  Coefficienten;  unter  ihren  Wurzeln  haben  l  den  Betrag 
e  <  I  und  n  —  l  den  Betrag  yj  >  i .  Jeder  im  Bereiche  der  rationalen 
Zahlen  irreducible  Factor  dieser  Function  F{t)  verschwindet  für  wenigstens 
eine  der  Zahlen  *  ,  . . .  *^""'^  und  muss  daher,  wegen  der  Irreducibilität  der 
Gleichung  mit  den  Wurzeln  a,  ...  a^"~'\  jedesmal  für  alle  diese  Zahlen 
*,  . . .  i?^""'^  verschwinden;  infolgedessen  ist  F{t)  nothwendig  eine  Potenz 
einer  einzigen  irreducibeln  Function.  Wegen  der  Beträge  der  Wurzeln 
sind  nun  offenbar  nur  diese  beiden  Fälle  möglich:  Entweder  ist  F{t)  selbst 
irreducibel  und  bestimmt  alsdann  ß  bereits  den  Körper  von  a,  oder  es  ist 
a  complex,  1=2,  aber  *  =  tf ^  reell  und  F{t)  das  Quadrat  einer  irredu- 
cibeln  Function;   in  letzterem  Falle  bestimmt  Ô  einen  reellen  Unterkörper 

vom  -      Grade  des  complexen  Körpers  von  a.     Wir  bemerken  noch,  dass 

jede  Potenz  #',  ^,  . . .  denselben  Bedingungen  genügt,  wie  sie  hier  für  # 
vorausgesetzt  werden. 

8.  Nach  einem  Satze  von  Dirichlet  giebt  es  in  dem  Körper  der 
Zahl  a,  wenn  nur  n>  l  ist,  gewiss  eine  solche  Einheit,  deren  Betrag  <  i 
ist.  Daraus  ersehen  wir  bereits,  dass  im  Körper  von  a  eine  Einheit  â  der 
hier  verlangten  Art  sich  gewiss  in  folgenden  Fällen  vorfindet: 

i*'  wenn  a  reell  und  w  =  2  ist,  2°  wenn  a  reell  ist,  n  =  i  und  der 
Körper  von  a  zwei  complexe  conjugirte  Körper  besitzt, 

3°  wenn  a  complex  und  n  =  3  ist,  4°  wenn  a  complex  ist,  n  =  4  und 
der  Körper  von  d  lauter  complexe  conjugirte  Körper  besitzt. 

Denn  in  diesen  Fällen  besteht  die  Eeihe  *',  ...  tf^""*^  entweder  in  einer 
einzigen  reellen  Zahl  oder  zwei  conjugirt  imaginären,  im  Speciellen  auch 
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zwei  gleichen  reellen  2iahlen.     Weiter  haben   wir  im  Körper  von  a  eine 
Einheit  ê  der  verlangten  Art  jedenfalls  auch  in  folgenden  fallen: 

5®  wenn  a  complex  ist,  n  =  4  und  der  Körper  van  a  einen  redien 
Unterkörper  zweiten  Grades  hat,  6®  wenn  a  catnplex  ist,  n  =  6  und  der 
Körper  von  a  einen  reellen  Unterkörper  dritten  Grades  besitzt,  dessen  sswü 
cenjugirte  Körper  complex  sind. 

Denn  in  diesen  Fällen  können  wir  für  B  eine  reelle  Einheit  von  einem 
Betrage  <  i  in  dem  betreffenden  Unterkörper  von  a  wählen,  alsdann  ist 
#•  =  tf  und  die  Reihe  #' ,  ...  ^"^'^  besteht  ans  zwei  gleichen  reellen  bez. 
zwei  gleichen  Paaren  conjngirt  imaginärer  Zahlen.  Wir  können  jetzt  den 
Satz  beweisen: 

Die  hier  aufgezählten  sechs  Fälle  sind  die  einzigen,  in  denen  der  Körper 
von  a  eine  Einheit  ê  der  fraglichen  Art  aufweist,  also  die  einzigen  Fälle,  in 
denen  die  ZaU  a  periodische  Substitulionenketten  besitzt. 

9.  Wir  discutiren  zuerst  den  Fall  einer  reellen  Zahl  a;  hier  ist  Z  =  i , 
tf  =  +  e  ,  e)y""*  =  i .  Wir  haben  folgende  Möglichkeiten  in's  Auge  zu 
fassen: 

i)  Unter  den  Zahlen  a',  . . .  a^""'^  finden  sich  wenigstens  zum  reelle, 
etwa  a^'^^  und  é^\  Dann  sind  auch  i9^*^  und  ^^^  reell,  und  da  diese  Zahlen 
nicht  einander  gleich  sein  können,  aber  denselben  Betrag  haben,  müsste 
^*)  ==  -  #W  und  daher  {ëy  =  {ë^  sein.  Aber  die  Zahl  «»  =  e»  ist  von 
ihren  n  —  i  conjugirten  Zahlen  verschieden,  sie  genügt  daher  ebenfalls 
einer  irreducibeln  Gleichung  n**^  Grades,  und  müssten  daher  ihre  n  —  i 
conjugirten  Zahlen  auch  unter  einander  durchweg  verschieden  sein.  Danach 
ist  dieser  Fall  unmöglich. 

2)  Unter  der  Zahlen  a',  ...  a^*~^^  kommt  nur  eine  reelle  Zahl,  a^^\  vor. 
Für  n  =  2  liegt  dann  der  oben  unter  i''  aufgeführte  Fall  vor.  Ist  n>  2  , 
so  haben  wir  unter  jenen  Zahlen  weiter  wenigstens  ein  Paar  conjugirt 
imaginärer  Zahlen,  etwa  a^*^  und  a^*\  Die  Zahl  #'  =  e^  genügt  einer  ir- 
reducibeln Gleichung  n^^  (xrades;  unter  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  ist 
weiter  eine  ~^  (#^^^)'  ==  yj^  und  sind  die  w  —  2  übrigen  dem  Betrage  nach  =  jy^. 
Nun   können   wh*  eine   Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  vom  Grade 

..! <  angeben,    welche   die    Producte   aus   je    zwei    verschiedenen  der  n 
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Grössen  i>,  i>' ,  ...  ^""^^  zu  Wurzeln  hat.  Diese  Gleichung  besitzt  n  —  i 
Wurzeln  vom  Betrage  erjy  die  übrigen  Wurzeln  von  Betrage  gy*,  darunter 
insbesondere  die  Wurzel  tf^*^tf^*^  =  yf^  sie  müsste  also  auch  alle  anderen 
Wurzeln  jener  irreducibeln  Gleichung  n^  Grades  für  rf  besitzen;  sie  hätte 
aber,  da  e  <  i  <  17  ist,  gewiss  nicht  die  Wurzel  e^.  Danach  ist  dieser 
Fall  für  »  >  2  unmöglich. 

3)  Die  Zahlen  a' ,  ...  a^""^^  sind  sämmtiich  complex^  sie  zerfallen  dann 


n 


in Paare  conjugirt  imaginärer   Grössen.     Für  n  =  3   liegt  der  oben 


2 


unter  2°  aufgeführte  Fall  vor.    Jetzt  sei  n  >  3  .    Wir  bilden  die  Gleichung 

Grades    mit    rationalen    Coefficienten,    welche    als   Wurzeln   die 

Producte  aus  je  zwei  der  n  Grössen  *--»+\  i9'-»^\  . . .  (^"-»))-"+'  hat.  Diese 
Gleichung  besitzt  »  —  i   Wurzeln   vom    Betrage   (eiy)"*^*  =  )y<*-'X»-2)   ^^^ 

im    Übrigen    lauter    Wurzeln    vom    Betrage    yf'^''^^^  t=  s*,  darunter  

Wurzeln  =  e^  =  ß';  sie  müsste  daher  auch  alle  die  Grössen  tf",  . . .  (#''~^^)* 
vom  Betrage  rj^  zu  Wurzeln  besitzen,  es  müsste  also  rj^  =  3y("-'>("-'^>,  d.  h. 
n  =  3  sein.     Für  n  >  3  ist  danach  dieser  Fall  unmöglich. 

10.     Wir   behandeln   jetzt   weiter    den  Fall  einer  complexen  ZaJd  a; 
hier  ist  /  =  2  ,  e^iy""'  =  i . 

Machen  wir  zunächst  die  Annahme,  dass  *  =  #®,   also  reell  ist     Die 

Grösse  å  ist  dann  Wurzel  einer  irreducibeln  Gleichung  -       Grades.     Der 

Körper  von  a  besitzt  also  einen  reellen  Unterkörper  von  Grade  - ,  und  in 

diesem  soll  tf  eine  Einheit  von  einem  Betrage  <  i  sein,  für  welche  die  con- 
jugirten  Zahlen  in  den  conjugirten  Körpern  sämmtiich  unter  einander  gleiche 
Beträge    haben.     Wir   können   daher   die    in    9.  gemachten  Ausführungen 

verwenden,  und  es  muss  entweder  -  =  2  sein  oder  aber  -  =  3  und  dabei  der 
'  2  2        *^ 

Körper  von  #  zwei  complexe  conjugirte  Körper  aufweisen.     Wir  kommen 

damit    auf    die    oben    unter    5°    und    6^   aufgezählten    Umstände   für  den 

Körper  von  a. 

Wir  nehmen  j'etet  andererseits  an,  dass  ê  ^  0^  sei.    Alsdann  genügt  Û 

einer  irreducibeln  Gleichung  n**°   Grades  und  bestimmt  bereits  völlig  den 

Körper  von  a.     Wir  unterscheiden  wieder  drei  Fälle: 
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i)  Unter  den  Zahlen  a',  . . .  a^"~'^  sind  wenigstens  zwei  reelle  vorhanden, 
a^*^  und  a^*\  Dann  sind  auch  *^*^  und  *^*^  reell,  und  da  sie  gleichen  Be- 
trag haben,  aber  verschieden  sind,  kann  nur  tf^*^  =  —  *^*^  sein.  Alsdann 
ist  (iJ^'^y  =^  {ß^y.  Die  rationale  Gleichung  n^""  Grades  mit  den  Wurzeln 
*',...  (tf^"""'^)*  hat  daher  lauter  Doppelwurzeln  und  muss  infolgedessen 
#'  =  {ß^y  sein.     Die   Potenz   ß^  bestimmt  somit  einen  reellen  Unterkörper 

Grades  für   den   Körper  von   a,  und  da  überdies  (^*^)*  reell  ist,  kann 

nach  dem  vorhin  Bemerkten  hier  nur  der  unter  5*^  aufgeführte  Fall  mit 
n  =  4  vorliegen. 

2)  Unter  den  Zahlen  a',...a^"~'^  ist  nur  eine  reelle  Zahl,  a^^\  vor- 
handen.    Für  n  =  3   liegt  der  unter   3°  genannte  Fall  vor.     Ist  n  >  3 , 

so  haben   wir  unter  jenen  Zahlen  noch Paare   conjugirt  imaginärer 

Grössen.  Es  ist  ß^^^  =  +  37;  da  —  #^^^  hier  nicht  derselben  Gleichung  mit 
rationalen  Coefificienten  wie  ^^^  genügt,  muss  nothwendig  auch  tf *  4=  —  *, 
also  {ßy  4=  **  und  daher  û\  #=  e^{ßPy  4=  s*  sein.  Danach  ist  die  rationale 
Gleichung  w**'°  Grades  mit  den  Wurzeln  tf^,  ...  (d^"""^^  irreducibel  und  unter 
den  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  zwei  nicht  reelle  Wurzeln  vom  Betrage  e* 
und  ist  ferner  eine  Wurzel  =  yf  vorhanden.    Bilden  wir  nun  die  rationale 

Gleichung Grades,  welche  die  Producte  aus  je  zwei  der  n  Grössen 

Ä ,  . . .  ^"-'^  zu  Wurzeln  hat,  so  besitzt  diese  Gleichung  eine  Wurzel  =  e* , 
sodann  2{n —  2)  Wurzeln  vom  Betrage  erj,  die  übrigen  Wurzeln  vom  Be- 
trage rf  und  darunter  -       -   Wurzeln  =  rf.    Wegen  der  letzteren  Wurzeln 

müsste  sie  aber  alle  Wurzeln  jener  irreducibeln  Gleichung  für  jf  besitzen. 
Danach  ist  dieser  Fall  für  n  >  3  xmmöglich. 

3)  Die  Zahlen  a' ,  . . .  a^"~'^  sind   sämmtlich   complex,    zerfallen   also  in 

Paare  conjugirt  imaginärer  Grössen;   n  ist  hier  gerade.     Für  n  =  4 

liegt  der  oben  unter   4°   aufgeführte  Fall  vor.     Jetzt  sei  t*  ^  6 .     Bilden 

wir  die   Gleichung   -^^ Grades,  welche  die  Producte  aus  je  zwei  der 

n  Grössen  tf,...^""'^  zu  Wurzeln  hat,  so  besitzt  diese  Gleichung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  eine  Wurzel  =  e*,  sodann  2(w  —  2)  Wurzeln  vom  Betrage 

STj,  die  übrigen  Wurzeln  vom  Betrage  oy',  darunter gleich  îy^.    Bilden 
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wir  andererseits  die  Gleichung  -^^ Grades,  deren  Wurzeln  die 

Potenzen    der    Wurzeln   dieser   letzten    Gleichung  sind,   so  hat  diese  neue 

(1^2)« 

Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  eine  Wurzel  =  e~^"~'^  =  yj   ^    ^  so- 

-<«-»)  (n-2)(it-4) 

dann    2  (n  —  2)    Wurzeln    vom    Betrage    (sjy)    ^   .  =  37      *      ,  die  übrigen 

Wurzeln  vom  Betrage  gy"^""*^  =  e*,  darunter  gleich  e*.    Diese  zweite* 

Gleichung  besitzt  nun  keine  Wurzel  vom  Betrage  eoy,  und  wenn  wir  uns 
zuerst  n  >  6  denken,  auch  keine  Wurzel  vom  Betrage  rf.  Im  Falle  n  >  6 
könnte  daher  der  gemeinsame  Factor  der  beiden  eben  gebildeten  Gleichungen 
nur  die  eine  Wurzel  e*  besitzen,  es  müsste  dann  also  e*  =  M^  rational 
sein;  nun  wäre  aber  e^  ebenso  wie  â  eine  Einheit,  eine  algebraische  Zahl 
von  der  Norm  +  i ,  es  miisste  daher  nothwendig  e'  =  i  sein,  was  gegen 
die  Voraussetzung  e  <  i  wäre.    Also  ist  die  Annahme  n  >  6  hier  unzulässig. 

Im  Falle  n  =  6  endlich  hat  die  zuerst  erwähnte  Gleichung  eine  Wurzel 
=  e',  8  Wurzeln  vom  Betrage  egy,  6  vom  Betrage  rfy  die  an  zweiter  Stelle 
gebildete  Gleichung  eine  Wurzel  =  ly',  8  Wurzeln  vom  Betrage  37*,  6  vom 
Betrage  e',  darunter  2  gleich  e*.  Die  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 
irreducible  Gleichung  mit  e'  als  Wurzel  kann  danach,  da  sie  in  diesen 
beiden  Gleichungen  als  Factor  eingeht,  ausser  e'  nur  Wurzeln  vom  Betrage 
7J*  enthalten,  und  sie  wird  wegen  e^rj^  =  i  und  da  e*  =  M^  jedenfalls  eine 
Einheit  vorstellt,  im  ganzen  zwei  solcher  Wurzeln  enthalten;  diese  zwei 
Wurzeln  können  dann  einander  weder  gleich  noch  entgegengesetzt,  also 
auch  nicht  reell  =  +  yf  sein,  sie  müssen  complex  und  zu  einander  conjugirt 
imaginär  sein.  Nehmen  wir  an,  dass  hier  *'  mit  Ô"  und  il'"  mit  tf^*^  con- 
jugirt imaginär  sind,  so  können  wir  annehmen,  indem  wir  noch  die  Bezeich- 
nungen von  tf'"  und  #^*^  vertauschen  dürfen,  die  Wurzeln  jener  Gleichung 
für  e'  seien  #^,  #'#'",  »"{)^'\ 

Die  Grösse  s*  bestimmt  danach  einen  cubischen  Körper,  dessen  zwei 
conjugirte  Körper  complex  sind.  Denken  wir  uns  jetzt  die  im  Bereiche 
der  rationalen  Zahlen  irreducible  ganze  Function  F{t),  welche  für  t  =  â 
verschwindet,  im  Körper  von  s^  in  irreducible  Factoren  zerlegt,  und  es  sei 
G{t)  derjenige  Factor  darunter,  welcher  die  Wurzel  t  =  ^  erhält.  Da  e* 
reell  ist,  bekommt  G{t)  ebenfalls  lauter  reelle  Coefficienten  und  wird  daher 

mit  der  Wurzel  â  auch  die  conjugirt  imaginäre  Grösse  ^  =  -r  als  Wurzel 
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besitzen,  sodass  auch  ö(-r  j  =  o  ist.  Alsdann  muss  die  Gleichung  6r( -j  =o 
überhaupt  für  jede  Wurzel  der  im  Körper  von  e'  irreducibeln  Gleichung 
G{t)  =  o  bestehen.     Die    Grössen    ^,  >  ^,  >  W'^  W)  *^^   besitzen  sämmtlich 

den  Betrag  -  =¥=  rj  und  #=  e  und  sind  daher  nicht  Wurzeln  von  F{t)  =  o, 

also  auch  nicht  Wurzeln  von  G{t)  =  o,  daher  kann  G{t)  auch  keine  der 
Grössen  *',  tf",  tf'",  tf^*^  als  Wurzel  haben;  somit  können  wir  einfach 
G{1)  =  {t  —  #)(<  —  #")  schreiben.  Danach  ist  ô  Wurzel  einer  quadratischen 
Gleichung  im  Körper  von  s^  und  besitzt  der  Körper  sechsten  Grades  von 
#,  d.  i.  der  Körper  von  a,  in  dem  Körper  von  s*  einen  reellen  Unter- 
körper dritten  Grades,  dessen  zwei  conjugirte  Körper  complex  sind.  Wir 
kommen  also  auf  den  oben  unter  6*^  aufgezählten  Fall. 

Wir  können  die  Bildungsweise  des  Körpers  von  a  unter  den  hier  an- 
genommenen Umständen  noch  genauer  festlegen.  Die  zu  G[t)  conjugirten 
Functionen   in  den   Körpern   von  Ä'Ä'"  und  #"t^'^  werden  (<  —  #')('  —  *'") 

und  {t  —  i9")(<  —  ^*^)  sein.     Da  |*'  |  =  j*'"  |  ist,  wird  ^,      ^,„  rein  imaginär, 

also  (  o/  ,    o///  )    öine    negative   reelle    Grösse   sein.     Diese  Grösse  liegt  wie 

tf'  -f  »"'  und  ff  ff"  in  dem  Körper  von  ffff"\  da  sie  nun  reell  ist,  wird 
sie  identisch  mit  ihrer  conjugirten  Grösse  in  dem  conjugirt  imaginären 
Körper    von    ff'ô^^^    und    muss    daher    rational    sein    und  daher  gleichzeitig 

auch  gleich  der  conjugirten  Grösse   K       ^^j    im  Körper  von  êff^.    Danach 

ist    q-^  entweder  =  ^,7,  oder  =  ^  •    Da  wir  die  Bezeichnung  der  Paare  ff ,  ff' 

9        ff 
und   ff'\  ß^^^  vertauschen   dürfen,   können  wir  annehmen,   es  sei   ^  =  —  j 

letzterer  Werth  ist  weiter  =  7;,,-.     Setzen  wir  -ur  =  à,   soist(?=-7-  und 

sind    die   conjugirten  Zahlen  dazu  -^,^,r,  =  à,  y  ^^^  ^  d  und  die  drei  hierzu 

reciproken  Werthe  =  ^ .     Dabei    hat    d   den    Betrag   r   und  ist  wie  â  eine 

Einheit;  danach  ist  entweder  ^  =  —  i ,  oder  es  ist  â  eine  solche  Einheits- 
wurzel, die  einen  Körper  zweiten  Grades  bestimmt.  Im  ersteren  Falle  ist 
#'  =  —*,*=+?£,#'  =  {Sy.     Im  zweiten  Falle  kämen  für  f7  zunächst 
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i 
die  dritten,  vierten,  sechsten  Einheitswurzeln  in  Betracht.   Nun  folgt  ô  =  d^e, 

S^  =  —e  und  weiter  unter  Verwendung  von  srf  =  s^'Ä"  =  i  die  Beziehung 

Nm{»  +  »')  =  {»  +  #")(*'  +  r%r  +  *'^>)  =  ^'  V  (i  +  ^)(i  +  à). 

Danach  muss  noch  — j—  rational  sein,   und  solches  trifft  nur  zu,  wenn  d 


/ii 


eine  dritte  Einheitswurzel  vorstellt,  ^  ==  i  ist.    Dann  folgt  endlich  ^  =  ±  ^, 

*^  =  +  ^e,«'  ==  {»y  und  *  +  *^  =  +  s,   sodass  der  Körper  von  s^  auch 
die  Grösse  s  selbst  enthält,  und  der  Körper  von  a  aus  dem  Körper  dritten 

Grades  von   e  und  dem   Körper  zweiten  Grades  von  â  = ^=^ ^^u- 

sammengesetzt  ist. 


§  3.    Die  complexen  eubtschen  Irrationalzahlen. 

II.  In  den  Fällen,  wo  für  die  algebraische  Zahl  a  periodische  Sub- 
stitutionenketten  möglich  sind^  entsteht  nun  die  Aufgabe^  eine  solche  Kette  für 
a  bereits  herzustellen,  tvenn  allein  a  seinem  Werthe  nach  gegeben  ist,  die 
conjugirten  algebraischen  Zahlen  von  a  indess  noch  unbekannt  sind.  Bei  den 
reellen  algebraischen  Zahlen  zweiten  Grades  wird  gerade  durch  die  perio- 
dische Entwickelung  in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch  das  hier  Verlangte 
geleistet.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  auch  noch  in  einem  anderen  Falle, 
nämlich,  wenn  es  sich  um  eine  complexe  Grösse  a  handelt,  welche  Wurzel  einer 
irreducibdn  Gleichung  dritten  Grades  sein  soll,  der  hier  gestellten  Forderung 
entsprochen  werden  kann,  und  wir  kommen  dadurch  zu  einem  völlig  analogen 
Kriterium  für  die  complexen  algebraischen  Zahlen  dritten  Grades^  wie  es  durch 
Laorangb  für  die  reellen  algebraischen  Zahlen  zweiten  Grades  in  der  PeriO' 
dicität  der  Kettenbruchentwickelung  nachgewiesen  worden  ist. 

Es  sei  jetzt  a  eine  complexe  Grösse,  welche  einer  im  Bereiche  der 
rationalen  Zahlen  irreducibeln  Gleichung  dritten  Grades  genügt,  so  ist  mit 
a  ohne  Weiteres  auch  die  conjugirt  imaginäre  Grösse  a^  gegeben;  dagegen 
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haben  wir  uns  der  Kenntniss  der  dritten  reellen  Wurzel  o!  jener  Gleichung 
vorläufig  zu  entschlagen.     Wir  setzen 

Ç  =  iTj  +  ax^  +  a^rTg . 

Zu  jeder  ganzen  rationalen  Zahl  r  >  i   bestimmen  wir  eine  Substitution  S: 

^h  =  S^k^Vl  +   S^h%   +   «f  ys  (A=1.3.8). 

wobei  jeder  der  Coefficienten  s}*^  aus  den  Zahlen  o,±i,  +  2,...  +  r  ent- 
nommen und  die  Determinante  4=  o  sein  soll,  derart,  dass  dabei  in  der  Form 

P  =  PiVi  +  P%y%  +  PzVzy 

in  welche  Ç  durch  S  übergeht,  zunächst  |/o,  |  möglichst  klein,  nächstdem 
\p^\  möglichst  klein,  endlich  |^,|  möglichst  klein  ausfällt.  Bei  den  einzelnen 
Systemen  5^/\  4*\  4*^  haben  wir  immer  die  Wahl  unter  Paaren  entgegen- 
gesetzter Systeme  iCi ,  :r, ,  x^  und  —  ajj ,  —  x^^  —  a^g ,  und  wir  wollen  die  zu- 
sätzliche Annahme  machen,  dass  in  jeder  Verticalreihe  4*^  4*\  4*^  von  8 
die  letzte  von  Null  verschiedene  Zahl  stets  >  o  ist.  Alsdann  ist  die  be- 
treffende Substitution  S  durch  die  Zahl  r  vollkommen  eindeutig  bestimmt. 
Wir  können  nämlich  niemals  für  zwei  Systeme  rr, ,  iCa ,  iCj ,  die  4=  o ,  o ,  o , 
von    einander    verschieden    und    auch   nicht  einander  entgegengesetzt  sind, 

0 

Ç  =  />,  Ç  =  ö-  und  dabei  |^|  =  \e\  finden.  Denn  alsdann  wäre  -^  =  i 
und  würde  die  Betrachtung  der  Norm  von  -  in  Bezug  auf  den  Körper 
von  a  dazu  führen,  dass  die  zu  -  conjugirte  Zahl  im  Körper  von  a'  rational 

wäre.     Dann   aber  wäre  auch   -  selbst  rational,   also  nothwendig  =  +  i , 

und  müssten  die  vorausgesetzten  zwei  Systeme  x^,  x^y  x^  eben  entweder 
gleich  oder  entgegengesetzt  sein.  Die  in  dieser  Weise  durch  r  völlig  be- 
stimmte Substitution  S  entspricht,  wie  bereits  in  i.  erwähnt  wurde,  den 
dort  aufgezählten  Umständen;  wir  wollen  von  dieser  Substitution  Ä  sagen, 
sie  gehöre  zur  Zahl  r. 

Wir  setzen  jetzt  r,  =  i  und  ermitteln  die  zu  fj  gehörende  Substitu- 
tion S, ,  diese  Substitution  kann  auch  noch  zu  r  =  2,3,...  gehören,  es 
sei  1*2  —  I    die  grösste  ganze  Zahl,  zu  der  sie  gehört;  sodann  sei  S^  die  zu 
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Ta  gehörende  Substitution,  r,  —  i  die  grösste  ganze  Zahl,  zu  der  S^  gehört; 
S^  die  zu  r,  gehörende  Substitution  u.  s.  f.    Alsdann  gilt  der  folgende  Satz  : 

Die  in  dieser  Art  hergestellte  Substitutionenkette  /S, ,  Sj ,  5» , . . .  für  die 
complexe  cuUsche  Irrationalzahl  a  ist  stets  periodisch. 

12.  In  der  That,  im  Körper  von  a  können  wir  stets  eine  Einheit 
#0  angeben,  deren  Betrag  <  i  ist,  und  noch  so,  dass  äJ  >  o  ist;  alsdann 
können  wir,  wie  aus  den  Betrachtungen  in  6.  hervorgeht,  eine  solche  Po- 
tenz dieser  Einheit  ê{  ^=  ê{f>  d)  ermitteln,  dass  die  lineare  Substitution  P, 
durch  welche  die  Formen  f,^,  f  in  #c,*^f^,*T  übergehen,  lauter  ganz- 
zahlige  Coefficienten  hat;  dabei  ist  dß^^ff  >  o  und  die  Determinante  von  F 
gleich   I. 

Wir  schreiben  nun  die  Auflösung  von 

Ç  =  x^  +  ax^  +  o?x^ ,  ^  =  x,  +  a'^x^  +  ip^Yx^ ,  f  =  i^i  +  ax^  -f  a'^a;, 
in  der  Form 

^A  =  M  +  /SJ^+yS;f  (A-i.M); 

dabei  sind  ßk,  ßl,  ßk  jedesmal  conjugirte  Zahlen  in  den  Körpern  von  a ,  a^ ,  a'. 
Es  sei  jetzt  S: 

eine  Substitution  der  oben  gebildeten  Kette  und  r  die  niedrigste  Zahl, 
zu  der  diese  Substitution  S  gehört,  also  r  der  grösste  Werth  unter  den 
Beträgen  der  g  Coefficienten  4*\  ^i^d  ^  gehe  f  durch  8  in 

über,  so  folgt 

^i'V,  +  4'V.  +  4'V.  =  ßkip  +  ßflv'  +  ß'niP' 
und  daraus 

Nach  der  in  i.  erwähnten  Eigenschaft  3®  können  wir  eine,  von  a  allein 
abhängende,  von  r  aber  völlig  unabhängige  positive  Constante  M  angeben, 

111 
sodass  |/0i|^^,  |/>2|»'^j  \pA^^  ^^^  jedem  Werthe  von   r  stets  <  Jf  sind,  und 
nach    5.  gelangen  wir  dann  durch  Betrachtung  der  Normen  von  pi^p^yPz 
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unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  Norm  einer  von  Null  ver- 
schiedenen ganzen  Zahl  stets  >^  i  ist,  zu  einer  weiteren,  von  r  unabhän- 
gigen   positiven    Constante,    die    wir    -    schreiben    wollen,   sodass  |^J|7'~\ 

l/^ik^M/^sk'*  stets  >  -   sind. 

Auf  diese  Ungleichungen  gestützt,  können  wir  jetzt  gewisse  Eigen- 
schaften für  die  Substitution  T  =  PS  nachweisen,  sowie  nur  r  eine  be- 
stimmte Grösse  übersteigt.  Durch  T  =  PS  gehen  die  Formen  ^,  ç®,  ç  in 
^.^Wffip'  über;  ist 

der  Ausdruck  dieser  Substitution  T,  so  folgt  daher 
Alsdann  hal)en  wir 

Setzen  wir  |#|  =  s,   wobei  ^*  =  £~'   wird,   und   bezeichnen   wir  noch  den 

\ß\ 
grössten  Werth  unter  den  Beträgen  ^     f  ür  Ä  =  i  ,  2 ,  3  mit  /-,   so  geht 


1^; 


h\ 


.8 


hieraus  auf  Grrund  der  erwähnten  Ungleichungen,  wofern  2'fNr   '^  <  i  ist^ 
einerseits 

*  I  +  lyNr    2 


andererseits 


.  s 


^<»'[i  +  2{e'+i)rNr   «") 


I  —  27'i\V    2 

hervor.    Wir  nehmen  nunmehr  die  Zahl  r  ttl>erhaupt  so  gross  an,  dass  die 
stärkere  Bedingung 

(I)  2»'{s^  +  i)rKr   ^  <  -^ 
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erfüllt  ist.  Alsdann  finden  wir,  indem  alle  Zahlen  s^^  dem  Betrage  nach 
<  r  und  wenigstens  eine  darunter  =  +  r  ist,  die  Beträge  der  Zahlen  <Sf^ 

sämmtlich  <  tf  >  +  -  ^uid  wenigstens  einen  unter  diesen  Beträgen  >  #'r ; 

es  wird  danach  der  grösst©  unter  den  Beträgen  der  9  Coefficienten  4*^ 
gleich  der  an  ê'r  ndchstgelegenen  ganzen  Zahl  sein,  die  wir  mit  r  bezeichnen 

wollen.    Femer  finden  wir  alle  Zahlen  4*^  =4=  o  und  die  Quotienten  -nc)>Oy 

und  wird  daher  gewiss  in  T  in  jedem  Systeme  tf\t^^\t[^^  die  letzte  von 
Null  verschiedene  Zahl,  nämlich  4*^  >  o  sein,  wie  wir  das  entsprechende 
für  S  voraussetzen. 

13.  Aus  den  nämlichen  Belationen,  die  wir  soeben  behandelten,  er- 
sehen wir  andererseits  die  folgende  Thatsache:  Es  sei  T  eine  Substitution 
der  in  11.  für  die  2iahl  a  gebildeten  Kette,  r  die  kleinste  Zahl,  zu  der 
T  gehört,  und  r  >  ê\  Bilden  wir  die  Substitution  S  =  P^^T^  so  bestehen 
zwischen  je  zwei  entsprechenden  CoefiFicienten  /J»*^  von  T  und  «Jf^  von  S,  sowie 

nur  f  der  Ungleichung  2fNf   ^  <  i  genügt,  stets  die  Beziehungen 

L(,  +  .  (■  +  ,),^r'^)>|>i(,  -.  (i  +  ,)rNf-'^). 

Setzen  wir  nun  für  r  die  stärkere  Ungleichung 

voraus,  so  wird  daher  der  grösste  unter  den  Beträgen  der  Coefficienten  5^*^ 
mit  der  an  ê'^^r  nàclistgélegènen  ganzen  Zahl  übereinstimmen. 

14.  Jetzt  denken  wir  uns  wieder,  wie  in  12.,  5  als  irgend  eine  Sub- 
stitution jener  Kette,  und  es  soll  dabei  sowohl  die  niedrigsie  2iahl  r,  zu 
der  S  gehört,  der  Bedingung  (I)  entsprechen,  wie  auch  die  an  ê'r  nächst- 
gelegene ganze  Zahl  r  die  Bedingung  (II)  erfüllen.  Alsdann  können  wir 
behaupten^  dass  T  =  PS  jedesmal  ebenfalls  eine  Substitution  in  jener  Kette 
ist  und  zu  f  als  niedrigster  Zahl  gehört.    Denn  in  T  sind  wegen  (I)  gewiss 
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alle  Coejfficienten  4*^  dem  Betrage  nach  <f^  und  zudem  ist  in  jeder  Verti- 
calreihe  von  T  die  letzte  von  Null  verschiedene  Zahl  >  o.  Wäre  nun 
die  zur  Zahl  f  gehörende  Substitution  der  Kette,  T*,  von  T  verschieden 
und  würde  durch  sie  Ç  in  ^{p\yi  +  p^y^  +  ply^)  ubergehen,  so  müsste  da- 
bei entweder  \p\\  <  |/?,|  oder  |^;|  =  |/?,|,  |/>;|  <  M  oder  \p\\  =  |/>i|, 
1/^2 1  ==  1/^2 1>  |/oJ|  <  I/OjI  sein.  In  der  Substitution  S*  =  P^^T*  würden  dann 
wegen  (II)  alle  Coefficienten  dem  Betrage  nach 


<l  +  i<h{^''  +  \)+l<'+'^ 


also  als  ganze  Zahlen  auch  <  r  sein,  und  würde  Ç  durch  S  in  p\yi  +  p^y^+plVd 
übergehen,  wobei  die  soeben  erwähnten  Bedingungen  statthätten.  Danach 
könnte  S  nicht  die  zur  Zahl  r  gehörende  Substitution  der  Kette  sein. 

Ist  andererseits  T  eine  solche  Substitution  jener  Kette,  die  zu  einer 
Zahl  r  >  Ä'  als  niedrigster  Zahl  gehört,  und  erfüllt  sowohl  f  die  Bedingung 
(II)  wie  die  an  Ä'~^r  nächstgelegene  ganze  Zahl  r  die  Bedingung  (I),  so 
erkennen  wir  ganz  analog,  dass  auch  S  =  P"^T  jedesmal  eine  Substitution 
der  Kette  ist  und  zu  r  als  niedrigster  Zahl  gehört. 

1 5.     Wir  wählen  jetzt  in  der  Eeihe  rj ,  rj ,  r, ,  . . .  die  Grösse  r,^  derart 

aus,  dass  die  Ungleichung  (I)  mit  r=ry^  und  die  Ungleichung  (II)  mit  r=^'rj^ — 

erfüllt  ist.  Alsdann  kommt  mit  der  Substitution  Sj^  in  der  Kette  an  irgend 
einer  späteren  Stelle  die  Substitution  PSj^  vor,  sie  sei  etwa  =  5^,+^;  dabei 
wird  Vj^^p  die  an  ê'Vj^  nächstgelegene  ganze  Zahl.  Jetzt  gilt  (I)  auch  für 
jede  Grösse  r  =  r,,  wobei  j  >jo  ist,  und  (II)  auch  für  jede  Grösse  r  =  r^^^, 
wobeiy>yo  ist.  Mit  jeder  Substitution  Sj(j  >  j\)  wird  daher  auch  die 
Substitution  PSj  der  Kette  angehören  und  zwar  als  ein  um  so  späteres 
Glied,  je  grösser/  ist,  und  andererseits  wird  mit  jeder  Substitution  Sj^p(j>j\) 
auch  P~^Sj^j,  der  Kette  angehören,  und  zwar  als  ein  um  so  späteres  Glied, 
je  grösser  /  ist.  Daraus  folgt  dann,  dass  die  Substitutionen  PSj^,  PSj^^i, 
^'^A+î  y  •  "  sâmmtlich  in  der  Kette  auftreten,  und  zwar  jede  Substitution 
spater  als  die  hier  vorher  genannte,  dass  aber  andererseits  in  der  Kette 
keine  Substitution  zwischen  diesen  einzelnen  Substitutionen  vorkommen  kann, 
dass  mithin  allgemein 

PSj  =  Sjj^p 
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für  J  =  Jo  y  Jo  +  I  )  /o  +  2  ,  . . .  ist.    Aus  diesen  Beziehungen  entnehmen  wir 

für  j  >  /o ,  d.  h.  die  Kette  Äj  ,  Äj ,  -S, ,  . . .  ist  in  der  That  periodisch,  w.  z.  z.  w. 
Es  kann  bewiesen  werden,  dass  für  eine  jede  Substitution  8  der  Kette 
die  Determinante  nur  die  Werthe  +  i  oder  +  2  haben  kann^  und  auf  Grund 
dieser  Thatsache  lässt  sich  ein  einfacher  AIff07nthmus  zur  successiven  Bildung 
der  Substitutionen  der  Kette  aufstellen,  wie  ich  an  einer  anderen  Stelle 
auseinandersetzen  werde. 

Zürich,    1902. 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  ANALYTIQUE  DTNE  BRANCHE  UNIFORME 

D'UNE  FONCTION  MONOGÈNE 

(Quatrième  note) 

PÀB 

G.   MITTAG-LEFPLEE. 

Les    problèmes    que    j'ai    traités   dans   les   parties    antérieures   de    ce 
mémoire  *    peuvent   tous   être    ramenés   à    la    source    suivante    qui    est   un 


*  Après  la  publication  de  la  troisième  note  ont  pam  les  travaux  suivants  qui  se 
rapportent  å  ce  mémoire: 

Z.  G.  DE  Galdeano.  Estudios  de  n-itica  y  pedagogia  matemàticas.  Zaragoza  1900. 
Pag.   133. 

C.  A.  Dell*  Agnola,  Sulle  série  di  polhwmi  che  rappresentano  un  ramo  di  fun- 
xione  analitica  monogetia.     (Annali   di   matem.     Ser.  3,  T.  6,   1901.     Pag.  227.) 

Emile  Borel.  Su7-  les  séries  de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles.  (Acta  raa- 
thematica.     Bd.  24,   1901.     Pag.   309.) 

C.  A.  Dell'  Agnola.  SuUe  série  di  polinomi,  (Atti  del  Reale  Ist.  Veneto. 
T.  60,  Parte  2,  Anno   1900 — CI.     Pag.   171.) 

Emile  Borel.  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  Paris  1901.  Chap.  4,  Pag. 
156 — 182. 

8.  Pincherle  &  U.  Amaliji.  Le  operaxioni  disti-ibutive  e  le  lœo  applicaxioni  alV 
analisi.     Bologna  1901.     S§  99,  214,  21$. 

Ernst  Lindblöf.  Sur  le  prolongement  analytique.  (Bull,  de  la  soc.  math. 
de  France.     T.  29,   1901.     Pag.    157.) 

J.  Hadamard.  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique.  (Scientîa 
N*'   12,   1901.     Chap.  VI.,  pag.  50— 63,  85,  89,  91,  98.) 

G.  ViVANTL     Teoria  délie  funxioni  analitiche.    Milano  1901.    Pag.  275,  279 — 304. 

OD 

E.  PuRAGMÉN.     Sur  le  domaine  de  convergence  de  Vintégràle  infinie  J  F(ax)e~^da. 

0 
(Comptes  rendus  etc.   10  juin  1901.) 

Âeta  maihmatiea.    26.    Imprima  lo  28  »oût  1902.  45 
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problème  posé  par  Abel  dans  le  Journal  de  Grelle  (tome  2,  page 
286)^ 

»En  supposant  la  série 

f{x)  =  c^  +  c^x  +  c^x''  +  c^x^  +  .  .  . 

convergente  pour  toute  valeur  positive,  moindre  que  la  quantité  r\  on 
propose  de  trouver  la  limite  vers  la  quelle  converge  la  valeur  de  la  fonc- 
tion f{x)  en  faisant  converger  x  vers  la  limite  r.» 

Abel  suppose  évidemment  que  r  est  le  rayon  de  convergence  de  la 
série.  Il  ressort  de  nos  connaissances  actuelles  qu'il  y  a  une  profonde 
différence  entre  les  deux  cas  où  r  est  un  point  singulier  ou  bien  un  point 
régulier  de  la  fonction  f{x).     C'est  ce  dernier  cas  qui  a  été  traité  jusqu'ici. 

Il  était  bien  connu  dès  les  débuts  du  calcul  infinitésimal  que  même 
dans  ce  cas  il  n'est  nullement  nécessaire  que  la  série  <^o"l"^i^+^3^'+^3^*+-- 
soit  convergente.     Considérons  par  exemple  la  formule 

=  1  —  X  -{-  x^  —  x^  —  ...  ;         X  =  i 


ï  +  X 


LiKîHTS  Hanni  Über  DoreVs  Vei'aVgcmeinciung  des  Grenxbegiiffes.  (Monatshefte 
für   Math,   und   Phys.     Jahrg.    12,   1901.) 

IvAR  Frediiclm.  Sur  la  méthode  de  p'olongemeni  analytique  de  M.  Mittag-Leffler 
(Öfvers.   af   K.   Vet.-Akad.    förhandl.    1901.) 

Paul  Painlevé.  Sur  le  développement  des  fonctions  analytiques  en  série  de  poly- 
ihomts.     (Comptes   rendus   etc.  7  juillet   1902.) 

Voir  encore  mes  articles: 

Über  eine  Vcrallgemeineiung  der  Taylor' schen  Reihe,   Göttinger  Nachrichten  1 900. 

On  multiply  infinite  series  and  on  an  extension  of  Taylor's  series.  Proc.  of  the 
London    Math.  Soc.   32,   1900. 

Analytische  Darstellung  monogener  Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Veränder- 
lichen.    Jahresber.   d.    deutsch.    Math. -Verein.     Bd.  9,    1901. 

Sur  une  formule  de  M.  l^Vedhobn.     Comptes   rendus  etc.  25  mars   1901. 

Sur  la  série  de  Beinoulli,     Comptes   rendus  etc.    lO  juin    1901. 

Un  critère  pour  reconnaître  les  points  singuliers  de  la  branche  uniforme  d'une  fonc 
tion  monogene.     Comptes  rendus   etc.   12  août   1901. 

Sm-  le  teitne  complémentaire  de  une  développement  de  la  branche  uniforme  d'une,  fonc- 
tion monogene  dans  le  cas  où  ce  développement  possède  %ine  étoile  de  convergence,  (Öfvers. 
af  K.   Vet.-Akad.  förhandl.    19OI.) 

'  Oeuvres.     Nouvelle  édition  (Svlow  et  Lie).     Tome  I,  page  618. 
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qui  faisait  autrefois  Tobjet  de  tant  de  discussions.  Le  problème  d*ABEL 
consiste  donc  dans  le  cas  où  a?  =  r  est  un  point  régulier  à  remplacer  Tex- 
pression  Cq  +  CiX  +  c^x^  +  ...  valable  en  général  seulement  pour  o<x  <r 
par  une  autre  expression  formée  au  moyen  des  constantes  ^o  ?  ^j  >  ^2  »  •  •  • 
mais  valable  pour  o  <x  <r.  En  posant  le  problème  ainsi  on  est  conduit 
naturellement  au  problème  plus  général  où  il  faut  construire  Texpression  de- 
mandée en  sorte  qu'elle  soit  valable  pour  tous  les  points  réguliers  de  f{x) 
situés  sur  Taxe  réelle  depuis  a?  =  o  jusqu'au  premier  point  singulier.  Du 
moment  que  Ton  envisage  le  problème  à  ce  point  de  vue  il  est  clair  qu'on 
doit  étarter  la  restriction  que  la  variable  x  passe  seulement  par  des  va- 
leurs réelles  et  qu'on  doit  exiger  de  l'expression  cherchée  qu'elle  représente 
la  fonction  non  seulement  sur  Taxe  réelle  mais  encore  sur  tout  autre  vecteur, 
issu  du  centre  a?  =  o,  jusqu'au  premier  point  singulier;  autrement  dit,  que 
l'expression  cherchée  représente  la  fonction  à  l'intérieur  de  Vétoile  princi- 
pale ^  des  constantes  Cq  ,  |£Ci ,  \^c^ ,  |_3 c, , 

On  trouvera  la  solution  complète  de  ce  problème  dans  mes  trois  notes 
précédents. 

Envisagé  à  un  point  de  vue  un  peu  différent  le  problème  est  un  de 
ceux  que  Weierstkass  avait  posés  pour  le  développement  futur  de  la 
théorie  des  fonctions.  On  sait  que  le  grand  analyste  regardait  comme  le 
but  ideal  de  la  théorie  des  fonctions  de  trouver  pour  des  classes  de  fonc- 
tions aussi  étendues  que  possible  des  expressions  arithmétiques  valables  et 
gardant  la  même  forme  dans  tout  le  domaine  d'existence  de  la  fonction. 
Nous  pouvons  nous  reporter  entre  autres  à  la  phrase  suivante  qui  se  trouve 
dans  la  transcription*  d'une  communication  faite  par  Weierstrass  vers  la 
fin  des  années  1880  au  séminaire  de  Berlin  et  où  il  rendait  compte  de 
différents  travaux  sur  ce  sujet:  »Weiter  ist  man  bis  Heut  noch  nicht  ge: 
kommen,  aber  es  scheint,  als  ob  das  Ziel,  welches  ich  vor  langen  Jahren 
der  Functionentheorie  steckte,  nicht  unreichbar  sei:  dass  nämlich  überall^ 
wo  zwischen  mehreren  Veränderlichen  Zusammenhang  besteht^  es  möglich  sein 
vimsCj  ihn  in  beständig  gültiger  Form  darzustellen.  »  La  relation  analytique 
la  plus  générale  au  sens  de  Weierstrass  entre  deux  variables  peut  être 
ramenée  au  cas  où  l'une  est  exprimée  en  série  de  puissances  de  l'autre. 
Au  point  de  vue  de  Weierstrass  mon  problème  revient  donc  après  avoir 

*  Pour  la  définition  de  Pétoile  principale  voir  Note  I,  page  48,  Note  II,  page  2CX). 
'  Je  dois   la  connaissance   de  cette  transcription  à  M.  Carl  Itzigsohn  &  Berlin. 
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défini  la  branche  uniforme  d*une  fonction  monogène  la  plus  étendue  pos- 
sible à  trouver  une  représentation  arithmétique  de  cette  branche  possédant 
le  caractère  demandé  d'être  valable  et  de  {J^arder  sa  forme  dans  tout  le 
domaine  de  la  branche. 

Dans  les  parties  précédentes  de  ce  mémoire  je  n*ai  employé,  que 
les  considérations  les  plus  élémentaires  sur  la  série  des  puissances  et  n'ai 
jamais  eu  recours  à  Tintéffi'ale  de  Cauchy.  En  s'appuyant  cependant  sur 
la  théorie  de  Tintégration  entre  des  limites  imaginaires  on  a  l'avantage 
d'obtenir  un  terme  complémentaire  déterminé  parfaitement  analogue  à  celui 
obtenu  par  Cauchy  dans  le  cas  du  développement  de  Taylou.  La  dé- 
monstration de  mes  théorèmes  se  présente  en  même  temps  sous  une  forme 
extrêmement  simple.  C'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  dans  le  premier 
paragraphe  de  ce  mémoire. 

En  partant  de  l'intégrale  de  Cauchy  on  obtient  encore  d'une  manière 
fort  simple  l'expression  d'une  branche  fonctionnelle  au  moyen  de  cette  in- 
tégrale célèbre  de  Laplace  *  qui  à  fait  l'objet  d'un  des  mémoires  les  plus 
suggestifs  d'ABEL  *  et  dont  des  nouvelles  propriétés  les  plus  remarquables 
ont  été  découvertes  en  ces  dernières  années  par  M.   Bohel.  ' 

M.  BoREL  a  montré  que  l'intégrale  de  Laplace-Abel  est  valable  dans 
une  étoile  qu'il  appelle  le  polygone  de  sommabilité.  M.  Phragmbn  *  de 
son  côté  a  montré  que  ce  polygone  de  sommabilité  est  en  même  temps 
une  étoile  de  convergence.  Je  montrerai  dans  le  paragraphe  2  qu'on  ob- 
tient au  moyen  d'une  légère  modification  une  intégrale  possédant  une  étoile 
de  convergence  -4^"^  qui  s'approche  indéfiniment  de  l'étoile  principale  Ä  en 
même  temps  que  a  tend  vers  zéro.  Pour  a  =  i  cette  étoile  devient  le 
polygone  de  sommabilité  de  M.  Bökel. 


'    Théorie    ayialytiqi^  des  probabilités.     (Oeuvres,  Tome  7.)     Livre  premier.     Se- 
conde partie. 

*   Sur  les  fatictions  génératrices  et  leurs  déterminantes.     (Sylow   et  Lie,  Oeuvres 
d'ABEL  t.  2,  pag.  67 — 81.) 

^  Leçons  sur  les  séries  divergentes.     Paris   1901. 

*    Sur    le    domaine  de  convergence  de  l'intégrale  infinie  J  F(ax)~^da.     (Comptes 

0 
rendus  etc.   lO  juin   1901.) 
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Soit 

(i)  v  =  f{ua) 

une  transformation  biunit'ornie  transformant  le  cercle  |aj<i2  ,  R>  i,  en  une 
surface    finie   et   sinipleraeiit   connexe,    et   supposons  que  les  points  tt  =  o, 
e;  =  o  ainsi  que  u  =  i,  v  =  i   se  correspondent. 
Soit  encore: 

(2)  f{u\l)^U. 

Considérons  l'intégrale 

où  S  représente  le  contour  d'une  surface  simplement  connexe  pour  laquelle 
/(y ja)    ainsi    que    F{a -\- {x  —  (i)f{!/\oi)}    sont  des   fonctions  monogènes  et 
régulières  de  y,  et  qui  renferme  dans  son  intérieur  les  deux  points  y  =  o, 
y  =  u.     On  suppose  l'intégrale  prise  dans  le  sens  positif. 
On  a: 


(0) 


l'intégrale  j    étant  prise  dans  le  sens  positif  autoiir  du  point  y  =  o.    Posons 
maintenant: 

(0) 

I      />(«  +  (,*-  a)/-(</|  a)) /«\«+V 


_i_    /  f(a  +  (^-  a)Af/|«))  /«\-"j;„ 
2jrt  /  y  —  n  \y) 


(0)  , 


y'  h\a)  +  j-  i'^(')(oX*-a)Ay  I  a)  +  rr  P«(aX*-a)Y(y  :«)'  +  •••,    ^, 
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Nous  avons  supposé  -f{y\oL)  fini  pour  y  =  o.     Par  suite 

(0) 

(0) 

^ 1^ 1^ (Ly  ^^rfy. 


£n  faisant  alors: 

(0) 


on  obtient: 

(0) 

2m  j  y  —  u  \y/ 

+  ^'"-^FW(a)(a.-a)". 

En  se  rappelant  la  correspondance  entre  les  deux  points  m  =  o,  t;  =  o  et 
en  posant: 

(8)  iy"r-=[D^''\f{y\a)YUo, 

on  voit  que: 

(9)         ,,.w,)  =  ^'.«.+  ^.^*.  +  ...  +  £j^.„.. 

On  a  encore: 

,      ,  iffoniu\a)  =  1, 
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On  obtient  donc: 


(II) 


_J_    fF(a  +  ix-a)f{y\a))/uy+', 
=F(a)+  V ,-  I  —r-^  . M"+  -, '- . «'«*•  +...  +  -r^.W  ]F('')(aX«-a>'' 


et  par  suite  en  vertu  de  (4): 


(12) 


F{a  +  {X  —  a)f(u\a))  ^  F{a) 


_i_    r  F(a  +  {x-  a)f{y  \  a))  (uy+'.   . 


--«)» 


ou  en  ordonnant  l'expression  (11)  suivant  les  puissances  de  u 

F{a  +  {x  —  a)f{u\a))==F{a) 

+  y  r  f  T7-^^'H''X«-o)+^?r-P^*)(«X-'-a)'+-+  ?^F('^\a)(x-ay]n'^ 
(13)  {      /îrTiifV  II  •  Il  1^  / 

2m  J  y  —  u  \y)        ^' 

On  obtient  donc  en  supposant  «  =  i,  et  en  introduisant: 


('4) 


(0) 


vw'-ij^ep^ 
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la  formule  suivante: 


(15) 


F{x)  =  F{a)  +  '^l!^F^'\a){x  —  a)  +  t^F'^*\a){x  —  o)»  +  . . . 

Il  \1 

= -p««) + i;|^(y^-f""(«)(=^-'')+^j""('')(^-'»' + ■■■ 


ZX")/"" 


En   ayant  égard   la   formule  (9)  ainsi  qu'à  la  définition  de  f{u\a)  et 
à  la  correspondance  des  points  «  =  i ,  î'  =  i ,  on  obtient 

(16)  Lima^(o)  =  i, 

égalité  qui  a  lieu  pour  chaque  valeur  donnée  de  fx. 

Employons   maintenant   la  fonction  génératrice  f{u\a)j  |w|^  i,  pour 
former  une  étoile  ^^"^  inscrite  dans  Fétoile  principale  A  des  constantes 

F{a) ,  F''\a) ,  F^'^a) ,  .  .  .  ,  F^^^a) .,.' 

Soit  X  un  domaine  fini  quelconque  situé  à  Tintérieur  de  -4^"*^  Il  existera 
toujours  une  étoile  E  de  centre  a  qui  renfermera  X  et  qui  sera  elle-même 
située  à  Tintérieur  de  A^'^K  '  Si  Ton  fait  parcourir  à  x  Tétoile  E  Ten 
semble  B  de  tous  les  points  différents  Z  qu'on  obtient  en  faisant 

z  =:  a  +  {x  —  a)f{u\a);         1^1  <^;  i<r<B 

comdrendra  Tétoile  E  et  restera  en  même  temps  situé  h  Tintérieur  de  -4, 
si  r  est  choisi  suffisamment  rapproché  de  l'unité. 


*  Note   I,  page  48.     Note  2,  page  200.     Note  3,  page  219. 
'  Note    I,   page   $0,     A  la  dixième  ligne  do  la  page  il  y  a  une  faute  d'impression. 
H  faut  lire  6  au  lieu  de  E. 
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En  introduisant  pour   S  le  contour  C  qui  représente  la  circonférence 
|y|  =  r  on  peut  écrire  la  formule  (15)  sous  la  forme  suivante: 

FA^'^ix)  =  F{a)  +  ^^F^'\a)(x  —  a)  +  "^1^  F^'\a){x  —  a)'  +  . . . 

II  1^ 


(17) 


I      û/in 


et  cette   égalité  fondamentale  aura  lieu  pour  tous  les  points  x  qui  appar- 
tiennent à  un  domaine   X  situé  à  l'intérieur  de  Tétoile  A^'^K     En  faisant 
a=  I   la  formule  (17)  deviendra  le  développement  de  Taylor  avec  le  terme 
complémentaire  de  Cauchy. 
On  a  en  effet  (voir  2) 

f{y\  0  =  y;       (^M  =  i;      /i  =  o,  i ,  2, ...,». 

Le  terme  complémentaire  devient: 

c  c 

2;riJ  2/ —  I  V2//  2rÀ  J  z  —  x\z  —  a) 

où  0  est  un  cercle  de  centre  a  qui  embrasse  le  point  x  et  se  trouve  en 
même  temps  à  l'intérieur  de  l'étoile  A^^^  qui  de  son  côté  n'est  autre  chose 
que  le  cercle  de  convergence  du  développement  de  Tayloh.  C'est  la 
forme  connue  de  Cauchy  du  terme  complémentaire  dans  le  cas  où  x  re- 
présente une  variable  complexe. 

Eevenons  au  cas  général.  Nous  avons  vu  que  le  rayon  r  de  Ü  étant 
pris  suffisamment  rapproché  de  l'unité,  F[a  +  [x  —  a)/'(t/|  a))  appartient 
toujours  à  un  domaine  Ê  situé  à  l'intérieur  de  l'étoile  principale  A, 

La    valeur    absolue    de    — —    ^        '^  possède,  par  conséquent, 

une  limite  supérieure  finie  lorsque  y  parcourt  la  circonférence  C     En  faisant 

Acta  mathtmalica,    20.    Imprimé  le  28  août  1902.  46 
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grandir  n  suffisamment  on  pourra  donc  rendre  la  valeur  absolue  du 
terme  complémentaire  inférieure  à  toute  quantité  positive  donnée  si  petite 
qu*elle  soit. 

Par  conséquent  Tégalité: 


(i8) 


F^W(a,)  =  F{a)  +  Lim  ^  ^^  F^''\a){x  —  aY 
=  F{a)  +  Lim  £  1  (^^^ F^^\a){x  -  a) 


a  lieu  pour  tout  point  à  Tintérieur  de  A^^'K 
La  valeur  limite: 


(19)  Lim'£^F>'\a){x-aY 

est    encore    uniformément   convergente   pour  tout  domaine  X  à  l'intérieur 
de  A^'^K 

Supposons  inversement  que  la  valeur  limite  (19)  soit  convergente  pour 
X  =  Xq,     L'identité: 

^™t^(7?^''WK-")+n?'"''W(-.-'-)'+~-+i?*'''W('.-»)') 

ayant    lieu,    il    s'en    suit   en   vertu  d'un  théorème  d'ABEL  ^  que  la  valeur 
limite  : 

*  Oeuvres.     Nouvelle  édition.     (Sylow  et  Lie.)     Page  223.     Théorème  V. 
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sera  convergente  pour  |  w  |  <  i .  En  se  rappelant  que  f{o  |  a)  =  o,  on  voit 
que  l'égalité  (13)  a  lieu  pour  x  =  x^  si  l'on  donne  k  \u\  des  valeurs  suffi- 
samment petites.  On  voit  encore  qu'en  choisissant  pour  S  un  contour 
comprenant  le  cercle  de  centre  zéro  et  de  rayon  |w|  on  obtiendra 

F{a  +  {x,  —  a)f{u\a)) 

+^Fn«)(^o -«)•"). 

Le  second  membre  étant  convergent  pour  |  w  |  <  i ,  il  s'ensuit  que  le  premier 
membre  est  une  fonction  régulière  de  u  pour  |  w  |  <  i .  Par  suite  en  vertu 
de  la  définition  de  l'étoile  Ä^'^\  le  point  Xq  est  nécessairement  ou  un  sommet 
de  -4^"^  ou  un  point  à  l'intérieur  de  cette  étoile. 

En  nous  rappelant  encore  (voir  note  3)  que  la  fonction  génératrice 
f{u  a)  peut  être  choisie  telle  que  A^""^  tende  indéfiniment  vers  A  en  même 
temps  que  a  tend  vers  zéro  et  telle  que  les  «;,»(«)  soient  tous  des  nombres 
positifs,  nous  pouvons  résumer  les  résultats  obtenus  jusqu'ici  sous  cette 
nouvelle  forme  du  théorème  4: 

Théorème  4  a.  Désignons  par  A  une  étoile  de  centre  a,  par  a  une 
quantité  positive  inférieure  à  l'unité  et  par  A^""^  une  étoile  concentrique  à  A 
et  inscrite  dans  A  qui  sera  engendrée  par  la  fonction  génératrice  f{u\a). 
On  pourra  toujours  choisir  cette  fonction  telle  que  a  étant  pris  suffisamment 
petit  V étoile  -4^*^  renferme  à  son  inténieur  un  domaine  donné  quelconque  situé 
à  Vintérieur  de  A  et  telle  que  pour  a  =  i  l'étoile  A^^^  devienne  le  cercle  con- 
centrique à  A  et  inscrite  dans  A.  De  plus  A  étant  V  étoile  principale  d'une 
suite  de  constantes 

F{a) ,  F('){a) .....  F«(a) .... 

assujetties  à  la  condition  de  Cauchy,  on  pourra  choisir  f{^\oL)  en  sorte  que 
Vexpression  limite 

Lim  \^-^F^^\a){x-a)  +  ^-^ F^\ä){x  -  a^  +...+  ?==i^> F«(a)(a:  -  a)»], 
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//i 

/I  =   I,  2,  ...,ff, 

n=I,2,3,...,C5c 
>îf//»<  </«^  eomtanteff  p^jftUkes  déterminées  jouissant  toujours  des  deux  propriétés 

et  ne  déj^endant  par  suite  que  de  la  fonction  génératrice,  possède  une  éfoUe 
de  convergence  identique  à  A""  et  telle  que  Tégalité 

FAix)       Fia,  +  lÅm\'''^''"'F'^aj(x  —  a,  +  ^F'\a,{x  _  a,»  +  . .  . 

ait  lieu  jMrtout  A  V intérieur  de  Ä'',     Vexpressioti  limite  douWe: 

Um  Um\''"'j-U<''>ia){x  -  a;  +  ^F'\aix  _  a;»  +  .  .  . 
««'.«■,  1.    '  '.  \± 

^'^^F-'Ha)ix  —  aY'\ 
a  une  étoile  de  convergence  identique  à  l'étoile  A  et  F  égalité 

J''A(x)       Fia)  +  J.im  Um\''-''f''^- F^'Ka)(a ~ x)  +  "-^''^ F''>{a){x— a)'  +  ... 

a^O       «-00    L      |_*  i£ 

a  lieu  partout  à  V  intérieur  de  A, 

Si  Von  s'arrête  dans  le  passage  à  la  limite  à  un  nombre  déterminé  n 
on  aura  I7\r/alilé 

FA^^\x) 

F{a)+  '''f'h^'^'\a){:r  —  a)+  ^f^  F^'\a){x  —  a)'+-+  "^  F^'\a)[x  —  af 

c 

+ 


J  y—i  \yJ       -^ 


y 
rintégrah  étant  2>rise  dans  le  sens  positif  et  C  désignant  une  circonférence 
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de    centre   zéro    et   de  rayon  r{\  <  r  <  R)  en  sorte  que  a  +  {x  —  a)f(tf\a) 
appartient  à  V  intérieur  de  V  étoile  A^'^K 

Au  lieu  de  Tintégrale  (3)  on  aurait  pu  prendre  comme  point  de  départ 
d'autres  intégrales  par  exemple 


(df,(u  I  a)\ 
\       du      )u^\ 


2ni 


J        A(.v|«)-i        \y}    ^ 


OÙ  /'j  (w  I  a)  est  une  fonction  ayant  les  mêmes  propriétés  que  f(u  \  a)  et  ayant 
encore  cette  propriété  que 

\      du      Ju^i 
n'est  pas  égale  à  zéro.     Les  constantes  a^^M  deviennent  en  ce  cas 
(df,{y  I  a)\         (0) 

«-W= ^i JÂ^I^li/)      ^^'         /i  =  o,i,2,...,n 

et  elles  conservent  les  deux  propriétés 

a,.«(i)  =  I,  I^im  «;,,(«)  --  1. 

Mais  il   ne   semble  pas  nécessaire  que  l'étoile  A^""^  reste  une  étoile  de  con- 
vergence pour  chaque  choix  de  f{u\a). 

Les  développements  que  j'ai  donnés  dans  ma  troisième  note  se  rap- 
portent spécialement  à  une  certaine  fonction  génératrice  au  moyen  de  la- 
quelle on  obtient  une  construction  géométrique  très-simple  de  l'étoile  -4^"\ 

Les  nombres  a., Ja);  '    j      >  ^^  calculent  alors  par  des  formules 

n=i,2,3,...,co 

de  recurrences. 

M.  Fredholm  ^  a  proposé  pour  fonction  génératrice  la  fonction 

log(i  —(I  —a)n) 


fin]  a) 


log  a 


*  G.  Mittag- Lefflek.  Skv  une  formule  de  M,  Fredholm.  Comptes  rendus  etc. 
25   mars   190I. 

IvAR  Fredholm.  Sur  la  méthode  de  prolongeineyit  analytique  de  M,  Mittag- Le ff le}'. 
Öfversigt   af  Kougl.   Yet.    Ak.   Förhandl.   13  mars   1901. 
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et  il  obtient  alors  Télégant  développement: 


FA^'^x)  =  F{a)  +  Lim  £  ^l^h^;l^F^^\af-^  +  . .  . 


où 

I 


//  =  losj 


"a 


et  où  les  constantes  Ä^"l,  ,  .  .  .  ,  A^"^  sont  les  coefficients  de  la  faculté 

o*est  à  dire  des  nombres  entiers  positifs  définis  par  Tégalité: 

A(A  +  i)(A  +  2) .  .  .  (A  +  /z—  I)  =  A"  +  Är  A"-'  +  .  .  .  +  hl^la. 

La  construction  géométrique  de  A^""^  devient  cependant  en  ce  cas  moins 
simple  que  si  Ton  employait  comme  dans  ma  troisième  note,  la  figure 
cordiforme.  Les  formules  explicites  pour  les  coefficients  de  la  faculté  sont 
de  même  d*une  très-grande  complication.^ 

C'est  donc  un  problème  qui  n'est  pas  dépourvu  d'intérêt  de  trouver 
une  fonction  génératrice  pour  laquelle  les  expressions  explicites  des  con- 
stantes 

/i=   I,  2,...,W, 

n=  I  ,  2,3,  ...,  CO. 

soient  suffisamment  simples. 

On  trouve  une  solution  de  ce  problème  en  introduisant  comme  fonc- 
tion génératrice 

1 
(20)  v  =  f{u\a)=- ---;        ^=1-««. 

V-n) 

On  voit  que  la  transformation  v  —  f{u  j  a)  est  biuniforme  pour  |  m  |  <  Ü 
et  que  les  points  w  =  o,  v  =  o  ainsi  que  w  =  i ,  i;  =  i   se  correspondent. 


*  Oscar  Schlömiloh.     Compendium  der  höheren  Analysis.     Zweiter  Baud.     Dritte 
Auflage.     Page  23 — 31. 
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On    voit    encore    que    w  =  —  i,    v  =  — ^  \a  ^®  correspondent.     Le 

(2-aV 
point  V  qui  correspond  h  u  =  —  i    est  donc  situé  sur  le  prolongement  du 
vecteur  (01)  au  delà  de  zéro  et  tend  vers  zéro  avec  a.     Il  est  encore  facile 
de   voir  que  l'image  du  cercle  |t*|  =  i   décrite  par  v  s'aplatit  indéfiniment 
en  même  temps  que  a  tend  vers  iséro.      En  effet  si  Ton  pose 


on  aura 


et  par  suite 


R 


v^x  +  iy^^^é^"-""' 


g  =  -J  [co8(*  -  aö)  +  ^  cos  {2f^  -  (1+  a)»)]. 
On  voit  d'un  côté  que   -  diminue  constamment  depuis  B  =  o  jusqu'à 

^  =  ;r   et   d'un   autre    côté   que  ^  étant  positif  entre  #  =  o  et  i9  =  -  la 
valeur  de  y  augmente  depuis  zéro  jusqu'à 


2(1—  cos-j  —Ö«  (2  —  a«  —  2  cos-j 


OÙ   6^  est  la  valeur  de   6  correspondant  à  *  =     .     Considérons  maintenant 

y.     Le  facteur  —  va  en  diminuant  depuis  ^  =  0  jusqu'à  #  =  ;r.    L'autre 

facteur  sin  (i9  —  a6)  augmente  au  contraire  depuis   i9  =  o  jusqu'à  #  =  - . 
H  en  sera  de  même  de  y.     La  quantité 

a 


2  (  I  —  COS  -j  —  a«  (2  —  a«  —  2  COS  -j 
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est  donc  évidemment  une  quantité  plus  grande  que  la  valeur  maxima  de 
y.     Mais    cette    quantité   tend    indéfiniment  vers  zéro  avec  la  quantité  a. 

Il  est  donc  démontré  que  l'image  du  cercle  |  w  |  =  i  décrit  par  v  tend 
indéfiniment  vers  la  ligne  droite  menée  de  v  =  o  at;=i  lorsque  a  tend 
indéfiniment  vers  zéro.  La  fonction  génératrice  possède  par  conséquent 
toutes  les  propriétés  énoncées  dans  le  théorème  4. 

Faisons  maintenant  le  calcul  des  constantes  a,,« (a).  La  formule  (14) 
nous  donne  immédiatement 

«(«+  1)..  .{a  +  n-fi-l)  (  j  _  ^ï)''""\ 


En  faisant  a  =  -  on  obtient  l'expression  très-simple 
(22)        i''(a)  +  Lim|  ^^i.W(rt)(.c_rt)+-^FW(fl)(:c~a)'  +  . 


+ 

qui  représente  FA{x)  à  Tintérieur  de  Tétoile  principale  A  et  qui  converge 
en  même  temps  uniformément  pour  chaque  domaine  à  Tintérieur  de  A, 
L'étoile  A  cependant  comme  l'a  fait  voir  M.  Borel  ^  n'est  pas  en  général 
une  étoile  de  convergence  de  cette  expression;  au  contraire  nous  avons  vu 
que   c'est  toujours  une  étoile  de  convergence  de  l'expression  limite  double 

F{a)  +  LimLim{"'"5--F'"^(«)(^  —  «)  +  '''\^ F'^'\a){x  -  a)»+  . . . 


a  =  0      «  ^ 


l    II 


qui  aussi  bien  que  (22)  représente  FA{x)y  à  l'intérieur  de  A, 


^  Emile  Borel.     Sur  les  sénés  de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles.   Ce  journal 
t.   24,  page  309  et  suivantes.     Voir  notre  troisième  note,  T.   24,  page  243. 
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§    2. 

Les    résultats    obtenus    précédemment   proviennent  tous  de  Tétude  de 
Fintégrale 


_L    r^(«  t('  -a)ny\a))  /l^V^^^ 


-]         un 

autre  facteur  conservant  la  propriété  d'être  égal  à  Tunité  pour  y  =  w  et 
d  avoir  y  =  o  pour  seul  point  singulier  on  obtient  d'autres  résultats  non 
moins  remarquables. 

Nous  choisirons  dans  ce  paragraphe  pour  multiplicateur  e  ^^  ' ,  ö>  dé- 
signant une  constante  positive  et  c'est  l'intégrale 

(23)  ^.  f''^'^-:^^^.-  «)Z(^/t-)^, 

qui  sera  l'objet  de  notre  étude.  Il  convient  de  commencer  par  le  cas  le" 
plus  simple 

f{yW)  =  y\      u  =  \ 

et  d'étudier  l'intégrale 

s 
(24)  _L    rf(a  +  (^-a).v)^..(^-) 

2m  J  y  —  I  ^  ' 

Nous  supposerons  comme  dans  le  premier  paragraphe  que  S  représente 
le  contour  d'une  surface  simplement  connexe  pour  laquelle  F{a  +  (a;  —  a)y) 
est  une  fonction  monogène  et  régulière  et  renfermant  à  son  intérieur  les 
deux  points  t/  =  o,  y  =  i . 

On  a 

^    ^^    2m J  y—i  ^  ^  '^    '    2m J  y—i  ^ 

Acta  tnathematica.    26.    Iroprimè  le  28  août  1002.  47 
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On  a  encore 


G.  Mittag-Leffler. 


27:iJ  ?/— I 

(0) 

+  (F(a)  +  1  F^^\a){x-a)  +  1  F«(a)(a;-fl)»)y'+ . . .  j . 

;i»0  I—  I—- 

+  iF«(„)(.-<,r)^V- 


La  série 


(26)        £(F(a)  +  j^F(»(a;-«)  +  ...  +  l2^W(a)(a^-or)-^ 


ijst  convergente  pour  chaque  point  auquel  correspond  un  contour  5. 


*  En  réalité  la  série  est  toujours  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x 
et  de  w .  On  peut  le  voir  de  la  manière  suivante  qui  m'a  été  indiquée  par  M.  Phrag- 
MÉN.     Soit   une   quantité   positive   plus   petite   que   le   rayon   de  convergence  de  la  série 


•     I 

"V^  r—  F^*^(a)(*  —  ay    et    soit    y    la    valeur    maxima    de 


On  aura  alors 


Par  suite  x  étant  quelconque 


00 

y  i^FW(aX«  — a)" 


,.=0  1^ 


pour 


n=o  I  IL  I  I  —  ! » 
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On  a  donc: 


(27)     F{x)  =  e-''  £  (i?'(a)+lF»(a;-a)  +  ...+  iFW(«)(^-flr)  1^ 


2m  J  7/  —  I 


égalité  valable  pour  chaque  point  auquel  correspond  un  contour  S. 
En  vertu  de  la  convergence  de  la  série  (26)  on  a 


(28)       Lim  [F{a)  +  i- F^^^a){x  -  a)  +  ...  +  ^F^'\aXx-ar)  ^ 
Par  suite  en  observant  que: 

0 
on  voit  que 

Z  fe-"  toi' da» 


=  O. 


+ 


I_    rF(a+(a;-a),/)    «(^-1) 


J_    rF(a+(x- 
2jti  J  y  —  I 


e  ^^    ^(/y. 


D'oü 


._(li^)- 


v/(§lè^"<"^-°^l)bïi^V'^rT^ 


D'où 


Lim 


Veilla  \    \!t±l 


=  o. 


Par  suite  etc.  etc. 
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On  aurait  pu  obtenir  aussi  bien  les  deux  formules  fondamentales  (27) 
et  (30)  en  prenant  comme  point  de  départ  l'identité: 


f;:  s 


/ 


La  série: 


(3 
1^  OU  en  faisant 


est  évidemment  une  série  toujours  convergente  par  rapport  à  o). 
Par  conséquent 

ao  eu 

ZJ  e-^iu^dû}  "1/00  V 


i^W(a). 


(32)  F{a  ,  <o{x  -«))=£  ^  i<^(^  -  «))" 


00  ûi 


/     ^^T-^ F^\a){x  -  aT  =  fe-^ia  ,  w{x  —  a))d(o. 
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Par  conséquent: 


(33)  Fix)  =  fe-^^{a  ,  .(.  -  a))aœ  +  J-.  J Et±^<M e^^-^) 


dij 


nouvelle  formule  qui  mérite  d'être  regardée  comme  fondamentale  en  même 
temps  que  les  formules  (27)  et  (30). 

,  Nous  voulons  construire  maintenant  de  la  manière  suivante  une  étoile 
A^^^  inscrite  dans  Tétoile  principale  A  des  constantes 

F{a) ,  F^'\a) ,  F^'^\a) .  ..,,  F^\a) ,  ,,,. 

Fixons  un  vecteur  l  issu  du  centre  a  et  limitons  ce  vecteur  à  la 
longueur  r .  En  prenant  r  suffisamment  petit,  le  cercle  ayant  cette  portion 
de  /  comme  diamètre  fera  partie  de  A,  En  désignant  par  p  la  limite 
supérieure  de  r,  en  portant  sur  l  la  longueur  p  et  en  faisant  tourner  / 
une  fois  autour  de  a  on  aura  construit  l'étoile  ^^'\ 

Choisissons   maintenant    pour   S  une  circonférence  6  de  centre  y  = 

et  de  rayon  -r;  r>  i.     On  tire  alors  des  formules  (27),  (30)  et  (33)  les 
trois  égalités  suivantes: 

FA^'\x)  =  e-'^Y.  ( ^(^)  +  n^  F^'\a){x~a)  +  . . . 


(34) 


00  m 


27:1  J  y—i  ^ 


FÄ^^\x)=fe-^Fia  +  a>ix-a))d<o+-[-J^:^^±^^ 


e  ^*    'dt/ 
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qui  sont  toutes  trois  valables  pour  un  domaine  X  quelconque  situé  à  l'in- 
térieur de  A^^\  pourvu  que  le  diamètre  r  soit  pris  suffisamment  rapproché 
de  l'unité. 

Les  séries: 

(^6)     1  (Fia)  +  1  F^^\a){x _  a)  + . . .  +  1  F^">(fl)(x  -  af)  ^ , 


os 

I 

;i--0 


(31)  /_,'     (1^,).      F^\a)[x-ar, 

(32)  {J(a  ,  w(x-a))  =  £  ^^(o>(:c- ab- 
sout   uniformément    convergentes   pour  le  domaine  X.     Elles  sont  encore 
toujours  et  absolument  convergentes  tant  par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  œ. 

Jja    partie    réelle    de i    lorsque  y  décrit  le  contour  de  6,  étant 

égale  à 


(I  —  r)*  +  2r(i  +  cosj?) 


où   on   a   fait   y  =  -  +-6'*^,  on  voit  que  cette  partie  réelle  reste  toujours 

négative. 

On  a  par  conséquent 

(35)  Lim-'-.  p(«  +  (^-a)j^,"(H^y^o. 

En  choisissant  r  suffisamment  rapproché  de  l'unité  la  convergence  vers 
zéro  de  cette  expression  limite  devient  uniforme  pour  tout  domaine  X  à 
l'intérieur  de  A^'\ 

On  tire  alors  de  (34)  les  trois  formules 

(36)  FA^'^x) 

-  ^'^ «"•  r  (^(«)  +  jT  ^^'^(«)(^  -  fl)  + . . .  +  1^^  F«(fl)(x  -  a)")  -^ , 


Digitized  by 


Google 


Sur  la  représentation  analytique  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  monogène.     875 


m 
n  =  0 


(37)  FA^^Hx)  =  Lim  /^  L___2r(-)(a)(a;-ar, 


OB 

(38)  FA^'\x)  =  /c-'3?(a  ,  a}ix  —  a))dw 

toutes  trois  valables  à  rintérieur  de  A^^\  Les  seconds  termes  de  chacune 
de  ces  trois  égalités  sont  uniformément  convergents  pour  chaque  domaine 
X  à  rintérieur  de  A^^\ 

La  formule  (36)  est  due  à  M.  Bökel.'  Ija  formule  (38)  est  la  célèbre 
formule  de  Laplace-Abel.*  La  fonction  fjfa ,  ûi(a?  —  a))  est  la  fonction 
qu'A  BEL  nomme  »la  fonction  génératrice»  tandis  que  la  branche  fonc- 
tionnelle FA^^\x)  est  »la  fonction  déterminante».  C'est  à  M.  Bobel  que 
revient  l'honneur  d'avoir  découvert  le  premier  ce  fait  important  que  l'in- 
tégrale de  Laplace-Abel 

OB 

(39)  fe-'^ia,  û}(x  —  a))d<o 

est  convergente  partout  à  l'intérieur  de  l'étoile  A^^^  qui  d'ailleurs  est  une 
étoile  circonscrite  au  cercle  de  convergence  de  la  série  de  Taylou 

f;lFW(a)(a^-ay 

et  qui  ne  coïncide  avec  ce  cercle  qu'en  des  cas  spéciaux. 

J'ai  donné  le  développement  que  je  viens  d'établir,  dans  une  lettre 
à  Hermite  écrite  peu  de  temps  après  la  première  publication  de  M.  Borel.  ' 

Une  question  importante  restait  encore  ouverte  après  les  recherches  de 
M.    Borel.     Il    était    bien    démontré    que    l'intégrale    (39)    avait  un  sens 


*  voir:  Leçons  sur  les  séries  diiergentes.     Paris  1901. 

'  Laplace.  Théorie  analytique  des  probabilités,  (Oeuvres.  T.  Vil.)  Livre  pre- 
mier.    Seconde  partie. 

Abel.  Sur  les  fonctions  génératrices  et  le^irs  déterminantes,  (Sylow  et  Lie.  Oeuvres 
n.  67-81.) 

'  Fondements  de  la  théorie  des  séries  divergentes  sommables.  Journal  des  Math. 
Série  V.  t.  2,   1896. 
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partout  à  Tintérieur  de  Tétoile  ä^^\  mais  on  ne  savait  pas  si  Tintegrale 
possédait  ou  non  une  étoile  de  convergence.  C'est  M.  Phragmén  ^  qui  a 
élucidé  cette  question  en  démontrant  que  l'étoile  A^^^  est  une  étoile  de 
convergence  des  trois  expressions 

QD 

(39)  fe-''^{a,<o(x  —  a))âw, 

0 

00 

(40)  Lime-»  £  (F{a)  +  LFO\a){x—a)+...+ ^F^'^\a]{T-ar)  -f  ^"^  , 


QO 


/  e-^Uof'dw 


(4 1 )  Lim  /^  '—TT-, F^''\a){x  —  af . 

La  démonstration  de  M.  Phragmén  peut  être  résumée  ainsi: 
Il  démontre  d*abord  le  théorème  suivant: 

»Supposons  que  Tintégrale 

où  ^{ù})  est  une  fonction  réelle  et  uniforme  et  où  f^  est  réel,  soit  con- 
vergente. Désignons  par  s  une  quantité  positive  aussi  petite  que  Ton 
voudra  et  par  R{t  —  tj,  la  partie  réelle  de  t  —  f^,  t  étant  réelle  ou 
complexe. 

Ij 'intégrale 

00 

Je-""fr(<w)rfû> 

0 

sera  uniformément  convergente  pour  R{t  —  '0)^^* 
En  effet  posons 

to 

0 

*    Sîir    le    domaine    de    convergence  de  Vintégrale  infinie  J  F(ax)e-^da,     Comptes 

0 
rendus  etc.   lO  juin   1901. 
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on  aura,  pour  M  positif  et  suffisamment  grand, 

\0{w)\<M. 
On  a  encore: 

En  effectuant  une  intégration  par  partie  il  vient  donc 
Par  conséquent: 


1/ 


e-"^{ai)dai  <  Jlf(e— •*  +  «— **)  +  |/  — «,  \,M.fe-"dw 

=  3f  (e— '•  +  c— «*)  +  llz^l .  M .  (e— *  —  e— ^) 

<  2Me-^'  +  3fl^~^''e— ". 

e 

Le  terme  à  droite  deviendra  attssi  petit  qu'on  vent  si  l'on  fait  croître 
(o  suffisamment.     Le  théorème  est  donc  démontré. 

Supposons  maintenant  que  l'expression  (40)  soit  convergente  pour  x  =  x^. 
On  a: 


(42) 


=  2  (F(a)  +  1  F»(x-a)  +  . . . 


/i  =  0 


Aeia  maihmnatiea,    26.    Imprimé  le  28  août  1902. 
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I 


•^ i— JF^Xa)(a;  — ay 


ou  en 

faisant 

(43) 

€o[X- 

-a)=w, 

(44) 

I 
X  — 

-a  =  '> 

(45) 

S(«> 

w)  = 

f{w)-\'iil>{w), 

f{w) 

et  (l>{w) 

étant  réels,  on 

aura 

(46)  J  e-*îï(a  ,  a}{x  —  a))dù}  =  tfe-'^'^ia  ,  M;)rffc 
»,  «F, 

=  M  Jf  e-*»'V(û))rfû>  +  tjV*'^(û>)rfû>    . 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  chacune  des  trois  ex- 
pressions (39),  (40),  (41)  soit  convergente  est  donc  que  le  module  de 
chacune  des  deux  expressions 

y*ß— 'jp(û>)rfû>,    j  c~*'^(û))rfco, 

U7j  étant  pris  suffisamment  grand  et  w^  étant  une  quantité  positive  quel- 
conque remplissant  la  condition  tv^  <  w^j  reste  plus  petite  qu'une  quantité 
positive  donnée  si  petite  qu*elle  soit.     Cette  condition  est  supposée  remplie 

pour  t^  =  — — — .     D'après  le  théorème  de  M.  Phragmén  cette  condition 

sera  encore  remplie  pour 

(47)  <-:^-^)  =  ^(^-^«)^^. 

c'est  à  dire  pour  tous  les  points  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  le  vecteur 
{ax^)  pour  diamètre. 
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L'intégrale-.    ...  ■.;    \'\   '.  ..  ^  ,     ^  ^\  .      )     '  ,.  '.    .••.'. 

(39)  fe'-^^ia,  a}{x  —  a))da} 

0 

est  donc  une  fonction  monogene  et  '  régulière  de  x  partout  à  Tintérieur  de 

ce  cercle.     Le  point  x^  esti  donc  ou  iun  so  minet  ou  un  point  a  Tintérieuf 

de  rétoile  -4^^^     Cette  étoile  de  convergence  de  l'intégrale  (39)  est  en  même 

temps  aussi  en  vertu  de;  la  formule  (42)  une  étoile  de  convergence  des  deux 

autres  expressions  (40)  et  (41).  [ 

Les  résultats  obtenus  jusqu'ici  dans  ce  paragraphe  peuvent  être  ré- 
sumés dans  le  théorème  suivant: 

Théorème  7»;  Désignms^par  A  une  étoile  de  centre  a  et  par  A^^^  une 
autre  étoile  que  nous  appellerons  l'étoile  de  Bord;  cette  éfoue  ße  Borel  sera 
concentrique  à  A  et  inscrite  dans  A  et  sera  engendrée,  de  là  manière  sui- 
vante: On  limite  chacun  des  vecteur^U  issu  du, centre  a  à  une  longueur  /», 
limite  supérieure  dune  autre  longueur  x  limitant  l  elle  même  et  telle  que  le 
cercle  ayant  x  comme  diamètre  fasse  partie  de  A. 

Vétoue  A  étant  Vétoile  principale  des  ç&nstantes^  F[a) , F^^V), ..., F^\a), .... 
assujetties  à  la  condition  de  Cauchy,  chacune  de^  trois  expressions 

fe-'^ia  ,  a>{x  —  a))dw;  ^(o,  a}{x  —  a)\^^T7r;^{<oix  —  a)Y, 


]:^  £  (^X«)  +:fi F''\a){x -. a)  +, . .  ^ ^^F'''{a)ix -  àf)  ^ 


T' 


^^ Z-  '^     n^^  \F^\a){x - aT 
aura  Vétoue  de  Borel  pour  étoile  de  convergence  et  Végalité 

.00 

FÄ-'\x)=fe—^{a,<ji>\x — a))do) 

oc       . 


rfe-^eufdo) 
aura  lieu  partout  à  V intérieur  de  ï'étoïle  de  Borel. 
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Si  Von  s'arrête  dans  le  passage  à  rinfini  à  un  nombre  déterminé  fini 
on  aura  Végalité 

0  J  ^ 

==  «"•£  (^(«)  +  |7^^'\a)(^-«)  + ...  +  |^Fna)(a.->ar)  ^ 

«0  00 

oâ   Vintégrale   Ç  est  prise  dans  le  sens  positif  et  où  (&  désigne  une  circon- 
férence  de  centre  -  et   de  rayon  -r  (r>  i)  en  sorte  que  a  +  {x  —  a)y  ap- 

2  2 

partient  à' V intérieur  de  -d^*^ 


I  Bevenonâ  maintenant  à  l'étude  de  Tintégrale  générale 

Nous  donnerons  à  f{y\(i)  la  même  signification  qu'au  premier  para- 
graphe et  nous  supposerons  comme  dans  ce  paragraphe  que  8  représente 
le  contour  d'une  surface  simplement  connexe  pour  laquelle  f{y  \  a)  ainsi  que 
F  [a  4-  {x  —  à)f{y\oL))  sont  des  fonctions  monogènes  et  régulières  et  qui  ren- 
ferme dans  son  intérieur  les  deux  points  y  =  o,  y  =  w.     On  a: 

F{a  +  {x  —  a)f(u\a)) 

(0)  5 

L    Cn<^+^^-o)fiy\a))^-{~')^     I      1      fF(a+{^-a)f(3,\a))^-{~^). 

2m  J  y—u  ^   ""  2m  J  y—«  ^   » 
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Stir  la  représentation  analytique  d'nae  branohe  naiforme  d'nne  fonction  monogène.     ëSl' 
et  encore 

(•)  («) 

2m  J            y—«                  ...               ^''^  J  y— ti             ^ 

(«)  (0) 

Il    J              y-«             \y/           2m    \2    J  y-M             \y)    ^ 


(0) 

■"      3»    /M+i   J  y-u  \y)        *       ■ 


(«) 


Par  conséquent  en  vertu  de  (7): 

'F(a  +  (»-a)/(y|a))  A-'). 


--f 

2m  J 


■  e  ^    'dy 


•     y  —  u 

=  e-  £  (F{a)  +  ?î^  F^(a)(a.  -  «)  +  ^^^  i^«(a)(a^  -  a)-  +  • .  • 
f»  ^  \1  I- 


gM>.("l«)  J!^v«^/^  _  „^\  J^ 


=  e-'j^fFia)  +  l;j(F«(a)(^-a)  +  ^2P(«)(o)(^_a)»  +  ... 

^FC->(a)(x-ar)^). 


+ 

Et  par  suite 
(48)  F{a  +  {x  —  a)f{u\a)) 

'    2mJ  y  —  «  ^ 
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OU  en  mettant  u^  i 

(49)  F(x) 

=  «""  1  (i^(«)  +  ^^  F^'\<^)i^  -a)  +  ...  +  ^-^  F^\a){x  -  af)  ^ 


I  ,    _L    rF(a  +  (a^-a)r(y|fl))^''(hO 

I  27nJ  y— I 


dy. 


On  voit  l'analogie  parfait^e  avec  la  formule  (27).  Employons  mainte- 
nant la  fonction  génératrice  f{u  \a)  oii  u  décrit  une  circonférence  ayant  pour 
diamètre  la  ligne  droite  comprise  entre  zéro  et  un  pour  former  une  étoile 
3Ï^**^   inscrite    dans   Tétoile   principale  A  des  constantes  'F{a) ,  F^^\a)  ,  . . . , 

F^\a) , On  voit  que  cette  étoile  est  circonscrite  à  l'étoile  A^*^^  obtenue 

en  faisant  décrire  à  m  la  circonférence  |  w  |  =  i  et  qu'elle  ne  coincide  avec 
A^""^  qu'en  des  cas  spéciaux. 

En  prenant  maintenant  pour  contour  S  une  circonférence  6  de  centre 

y  =  -  et  de  rayon  -r,  (r  >  i),  on  obtient:  : 

(50)  F^^'^\x) 

=  a-  Ji{F{a)  +  ^-^ F'>\a){x  -  a)  ^  ...  +  ^J^'F^\a){x- af) -^ 


a 
i_    rF(a  +  {x^a)f{i,\a))^<^l^-'^) 
ZîdJ  y—i 


que  l'on  a  démontré  l'égalité  (35)  on  demontre  encore  la  suivante 

(51)  Lim-L.  fEt+J^SZ^mMe<Hay  =  o. 
^^   '  »=-  2m J  y-i  ^ 

On  a  donc: 

(52)  Fn^'^x) 

=  ^!^'~%  {F{ay+"-^F^^\a)ix-a)  +  .:.  +  ^-^F^\a){x-ar)  ^  , 


'    2;rî  /  y  —  l  ^'  "•  -J 

I  égalité    valable    pour   chaque    domaine   X  à  l'intérieur  de  ^l^*^  pourvu  que  |i 

l'on   choisisse   r  suffisamment  rapproché  de  l'unité.     De  la  même  manière  i' 
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égalité  valable  pour  chaque  domaine  à  l'intérieur  de  W^\  L'expression 
dans  le  second  membre  est  uniformément  convergente  pour  chaque  do- 
maine à  l'intérieur  de  l'étoile  îl^'*^  On  voit  que  cett^  formule  est  la 
généralisation  directe  de  la  formule  (36)  de  M.  Borel. 

On   obtient  facilement  une   généralisation  analogue  des  formules  (37) 
et  (38).     On  a: 

s 
_L    /"j'(a+(»-a)/-(y|a))^>(^-i) 

y  — tt 


(53) 


-f' 

s 
2m  J  y — « 


'dy 


dy 


-  1.J ^('^M^--)fiyW))  (  Je<-')do>  hy 


=  F{a  +  {x  —  a)f{y\a))  —  ^.J 
On  a  encore: 


L    /"f(a  +  (ie-a)/-(yia))/    j   A}-') 


I 


^dù)  ]dy. 


(54) 


W  /      •       /  X  ^ 


\dy 


\dy 


(0) 


La  fonction  f(jf  \  a)  s'annulant  pour  y  =  0  nous  avons  (c.  f .  (8)) 

(55)         f(p\«r-^^+^r'+T^jr^'+-- 
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\»  / 

(0) 


d'où  en  faisant 

(56)        n{o>u\a) 

il  vient 


(0) 


O). 


^0 


(57)  ^if^^  I  «^"  (  /'"*'   '''^'"  )  f  =  /«""'^'('»"  I  «)'^' 

Par  conséquent 


(V 

F{a  +  {x  —  a)fiu  |  a))  =/e— <fcw  .  F(<r)  +  V         .  F^'\a){x—  a) 


(58) 


+  r-:. 


a» 

I    0 


3  I   0 


f  e--f^(fl>u\a)dw 


2m. 


F^'\a){x-ay+ 


■F^*\a){x—a)'  +  - 


o 


+:2;rîj 


y  —  w 


6  ^'^     'rfy 
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on  en  introdnisant: 

(59)  dix  ,f,w)  =  F{a)  +  ^  F^>\a){x  -a)  +  (^  F<-\a){x  -  af  + .., 

(60)  F{a  +  {x  —  a)au\a)) 

S 

En  faisant  a  =  i,  on  obtient  f{jf\a)=y.  La  fonction  ^{x\f,o)) 
devient  en  ce  cas  la  fonction  qni  a  été  désignée  auparavant  par 

gf(a,  a}{x  —  a))\  [c.  f.  (32)] 

et  on  obtient  Tégalité 

(61)  ^{x\f,w)  =  ^{a,w(x  —  a)). 

En  employant  la  terminologie  d*ABEL  la  nouvelle  fonction  /i,(û>M  |  a) 
que  nous  venons  d'introduire  n'est  autre  chose  que  la  fonction  génératrice 
d'ÂBEL  à  fonction  déterminante  f{u\af.     On  a  donc  Tégalité 

s 

(62)  au  I  a)-  =  Je-^aa^u  \  a)da>  +  J-.Jt^e<^-'hy 

qui  mérite  d'être  signalée. 

Choisissons  maintenant  pour  contour  S  la  circonférence  6  définie  pré- 
cédemment (page  373)  et  en  faisant  w  =  1  nous  obtiendrons  au  lieu  des 
formules  (58)  et  (60),  les  deux  suivantes: 


00  0 


X   '^  Je-' Moi  |  à)dw 
(63)      F^^'->{x)  =  fe-'dto .  F{a)  +  ^  '- r^ jrw(a)(a;  —  a)' 


2i:lJ  y— I  ^' 


(64)     F%^'\x)  =  /.-S(x  I  f,  <o)d<o  +  l^jEt±J^:^^m^e<^-'hy. 

2G.    Imprimé  le  28  août  1902.  49 
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valables  pour  chaque  domaine  X  à  l'intérieur  de  31^*^  pourvu  que  l'on 
prenne  la  quantité  r  qui  définit  le  cercle  6  suffisamment  rapprochée  de 
l'unité. 

On  obtient  encore  les  deux  formules: 

rj  e'~^fv(a}  I  à)dw 
î r; F^'\a){x  —  a)', 

(66)  F%^'\x)  =  /c— ^(x  I  f,  <o)dw 

0 

valables  pour  chaque  domaine  à  l'intérieur  de  31^**^  Les  expressions  du 
second  membre  sont  uniformément  convergentes  pour«  chaque  domaine  à 
l'intérieur  de  l'étoue  3Ï^«\ 

On  doit  rapprocher  ces  deux  formules  (65)  et  (66)  de  la  formule  (52) 
obtenue  précédemment. 

Ces  trois  formules  forment  ensemble  la  généralisation  directe  des  trois 
formules  (36),  (37),  (38). 

On  aurait  encore  pu  obtenir  les  formules  (65),  (66)  en  faisant  subir 
à  la  formule  (52)  la  même  transformation  que  nous  avons  fait  subir  à  (27) 
pour  en  déduire  les  formules  (30)  et  (33). 

H  reste  encore  une  question  très  importante  à  éclaircir. 

L'étoile  îï^"*^  était  une  étoile  de  convergence  dans  le  cas  a  =  i .  Est-ce 
encore  une  étoile  de  convergence  pour  les  trois  expressions  (52),  (65),  (66) 
dans  le  cas  général  où  o  <  a  ^  i  ? 

C'est  effectivement  ce  qui  a  lieu  et  la  démonstration  n'est  qu'une  ré- 
pétition   de   la   démonstration  de  M.   Phragmén  dans  le  cas  a  =  i.     En 

effet  supposons  que  l'intégrale    fe''"x${x^\fyiu)dû)  soit  convergente  c'est  à 

0 

dire  que  l'expression 

fe-'^ix,  i  f,  wu)do>  =  l  f  e'^fSi^,  |  f,  w)dw 

Ü  t/ 

0 

soit  convergente  pour  «  =  i.  D'après  le  théorème  de  M.  Phragmék 
l'intégrale 
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«  ^^{x,\f,w)dw 


sera  uniformément  convergente  pour  Iti ^)^^>  ^^  ^  ®®^  ^^^  quantité 

positive  aussi  petite  que  Ton  voudra,  ce  qui  revient  a  dire  que  Tintégrale 
est  uniformément  convergente  pour  chaque  domaine  à  Tintérieur  d'un  cercle 
décrit  par  la  variable  u  et  ayant  le  vecteur  (oi)  pour  diamètre.  L'inté- 
grale est  donc  une  fonction  monogène  et  régulière  de  u  partout  à  Tintérieur 
de  ce  cercle.  Mais  \u\  étant  choisi  suffisamment  petit  f{u\o)  s'approche 
autant  qu'on  le  veut  de  zéro  et  l'égalité 

QO 

F[a  +  {X,  —  a)nu  \  a))  =  /e-Qf^  ]  f,  o>u)d<o         [c.  f.  (60)] 

a  lieu.  H  s'en  suit  que,  u  étant  un  point  à  l'intérieur  du  cercle  ayant 
(01)  pour  diamètre j  F{a  +  (x  —  a)f{u\a))  sera  une  fonction  monogène  et 
régulière  de  z  =  a  -{-  {x  —  a)f{u\a)  tant  que  x  sera  un  point  situé  sur  le 
vecteur  {ax^)  entre  a  et  a?^. 

Par  conséquent  x^  est  ou  un  sommet  ou  un  point  intérieur  à  l'étoile 
3l^*\  La  démonstration  que  nous  avons  employée  pour  l'expression  (66) 
s'étend  d'elle-même  à  l'expression  (65).  Elle  s'étend  à  l'expression  (52)  si 
l'on  se  sert  d'une  transformation  analogue  à  celle  employée  dans  le  cas  de 
la  formule  (42). 

Maintenant  en  faisant  tendre  la  constante  a  vers  zéro  on  obtient  les 
expressions  qui  suivent,  valables  partout  à  l'intérieur  de  l'étoile  Ä  qui 
sera  leur  étoile  de  convergence. 


(59) 


00 

FA{x)  =.  Lim  Lim  ^  (F{a)  +  ^^  F^'\a){x  —  a) -{-... 

a»0    0»=»  j    \  |£ 

a»  fltf 


=  F{a)  +  Lim  Lim 


=  Lim  fe-'fS{x\f,  <a)d(û 


■r^la)[x  —  af 


a-O 
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Les  expressions  que  nous  avons  obtenues  dans  ce  paragraphe  pour 
F^^'^\x)  [o  <  a^  i]  sont  toutes  plus  compliquées  que  les  expressions  du 
paragraphe  précédent  en  ce  sens  que  ce  sont  des  expressions  limites  doubles 
tandis  que  nos  expressions  dans  le  premier  paragraphe  ne  sont  que  des  ex- 
pressions limites  simples. 

Les  expressions  pour  FA{x)  dans  le  premier  paragraphe  sont  des  ex- 
pressions limites  doubles  tandis  qu'elles  deviennent  dans  le  paragraphe 
actuel  des  expressions  limites  triples.  Nous  savons  déjà  qu'il  est  impossible 
d'exprimer  FA{x)  par  une  expression  limite  simple  si  l'on  veut  conserver 
à  l'étoile  A  la  propriété  d'être  dans  tous  les  cas  une  étoile  de  convergence,* 

Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans  ce  paragraphe  peuvent  être 
résumés  dans  le  théorème  suivant: 

Théorème  7  b.  Désignons  par  A  une  étoile  de  centre  a,  par  a  une 
quantité  positive  plus  petite  que  Vunité  et  par  îl^**^  une  étoile  concentrique  à 
A  et  inscrite  dans  A  et  engendrée  par  la  fonction  génératrice  f{u\a)  où  u 
décrit  une  drconßrence  ayant  pour  diamètre  la  ligne  droite  comprise  entre 
téro  et  un  et  qui  par  conséquent^  f{^\^  étant  choisi  convenablement^  sera 
circonscrite  à  VétoUe  A^""^  obtenus  par  l'intermédiaire  de  la  même  fonction 
génératrice  quand  u  décrit  une  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  un. 
On  pourra  toujours  choisir  f[u\oi)  telle  que  a  étant  suffisamment  petit  Sl^**^ 
renferme  dans  son  intérieur  tout  domaine  situé  à  Vintérieur  de  A  et  telle  que 
pour  a  =  I  VétoUe  ^l^"*^  devienne  VétoUe  de  Bord  (théorème  7  a). 

On  pourra  encore  choisir  f{u  \  a)  telle  que,  A  étant  VétoUe  principale  des 
constantes  F{a) ,  F^^\a) ,  i^*^(a) ,  . . . ,  F^'Xa) ,  . . .  assujetties  à  la  condition 
de  Cauchy,  les  expressions  limites  suivantes: 

(A)  Lim e-'  V  (F{a)  +  f^V')(o)(a;  — a)  +... 


*  Emile  Borel.     Sur  les  séries  de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles. 
Addition    au    mémoire    sur    les    séries    de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles.     Ce 
journal.     T.  24. 
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OÙ  a„„(a)  r*"^  '  >•••»**  I  g^^f  ^  constantes  positives  déterminées  qui 
ayant  toutes  la  double  propriété  a^„(i)  =  i,  Liina^,(a)  =  i  ne  dépendent 
que  de  la  fonction  génératrice^ 


OD  ' 

[a)  +  Lim  /    . 


'  /  e~"'/y(a;  |  a)  dap 

(B)  F{a)  +  Um/     2 irW(a)(a,  _  o)' 


ou 


et 

es 

(C)  /«— g;(x!/^,  û>)rfû> 


ou 


possèdent  toutes  les  trois  une  étoile  de  convergence  forcément  toujours  la  même 
et  identique  à  Sl^"\     De  plus  V  égalité 

FÄ{x)  =  Lim  c—  ^  (F{a)  +  ^i^^  F^'\a){x  —  «)  +  ... 

—  «  ,.=0  \^  \1 

\f^  ^    ^^  '  )    /<  +  ! 


ao  « 


'fy{â\a)d<û 
F{a)  +  Lim  /^  ' -, F'Xa^x  —  ay 


=  fe-'^{x\f,to)d<o 

0 

aura  lieu  partout  à  V intérieur  de  31^"*^ 
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t  Les  expressions  limite  triples: 


^ 


ao 

Lim  Lim  e-  ^  lF{a)  +  ^^  F^'\a)ix  —  a)  + . . . 

00  OB 

rf  t-^f^{a)\a)dw 


JF(a)  +  Lim  Lim 

I  Umfe-'"^{x\f,<û)(l<û 

è  ont  toutes  une  étoile  de  convergence  identique  à  Vétoue  A,  et  V égalité 

I 

FA{x)  =  Lim  Lim  c—  T  (F{a)  +  ^^  F^'\a){x  —  a)  +  . . . 

a-O     »-00  ^.Q   \  J^ 

00  00 

Ü ■ F^^\a){x  —  ay 

00 

=  Lim  fe~'"^{x\f,  o))d(o 

aura  lieu  partout  à  V  intérieur  de  A. 

Si  on  s'arrête  dans  le  passage  à  Vinfini  à  un  nombre  déterminé  fini  cd 

on    aura,    en    désignant   par    6   une   circonférence   de  centre  -  et  de  rayon 
-r  (r  >  i),  V égalité 

oo 

F5lW(a;)  =  e-  %  (F{a)  +  ^^ F^'\a){x  —  0)  + . . . 


;t-0 


+  ^>^««.X.-«)')|g^ 
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X  *^fe—fy{fi)\a)dw 
=  F%^'\x)  —fe-'dat  .F{a)—  /      5 ■ F^\a){x  —  a)"    • 

=  F%^'\x)  —fe-'^ix  I  f,  ai)d(o 

0 

27ri  7  y—l  ^ 

qui  aura  lieu  tant  que  x  est  un  point  tel  que  a  +  (a?  —  a)f{jf\a)  appartienne 
à  V intérieur  de  ?l^"^  quand  y  décrit  le  contour  rfe  6.^ 


^  Outre  les  travaux  indiqués  à  la  page  353  ont  paru  après  la  publication  de  la 
troisième  note  de  mon  mémoire  les  travaux  suivants  qui  s'y  rapportent: 

Le  Roy.  Sur  les  séries  divet-gentes:  rectification  à  une  note  précédente.  (Comptes 
rendus  etc.   5  juin   1900.) 

Le  Roy.  Sur  les  séries  divergentes  et  les  fonctions  définies  par  un  développement  de 
Taylor.  (Annales  de  la  fac.  des  sciences  de  Toulouse.  Tome  II.  Année  1900. 
Pag.  322—328.) 

Emile  Borel.  Les  séries  absolument  sommableSy  les  séries  {M)  et  le  prolongement 
analytique.     (Comptes   rendus  etc.    19  novembre   1900.) 

Emile  Bökel.  Sur  la  généralisation  du  prolongement  analytique.  (Comptes  rendus 
etc.  21  juillet  1902.) 

P.  Painlevé.  Observations  sur  la  communication  précédente.  (Comptes  rendus 
etc.  21  juillet  1902.) 

Emile  Bökel.     Leçons  sur  les  séries  à  tertnes  positifs.   Paris  1902.   Ch.  VI.  Pag.  90. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


3d3 


ON  THE  DISCONTINUITY  OF  ARBITRARY  CONSTANTS  THAT  APPEAR 
AS  MULTIPLIERS  OF  SEMI-CONVERGENT  SERIES. 

(A  letter  to  the  Editor.) 

BY 

G.  G.  STOKES 

of  CAMBKIDGE. 

Cambridge,   23  April,    1902. 
Dear  Sir, 

I  regret  that  from  circumstances  which  I  need  not  detail  the  invi- 
tation with  which  you  honoured  rae  to  write  something  for  the  collection 
of  papers  which  are  being  put  together  in  commemoration  of  AbeJi  has 
remained  so  long  without  reply. 

At  my  age  you  will  perhaps  hardly  expect  me  to  produce  something 
new  and  original.  The  subject  ought  to  be  one  of  pure  mathematics,  for 
it  is  in  honour  of  Abel,  and  most  of  my  work  refers  to  applications  of 
mathematics.  There  is  one  thing  I  thought  might  perhaps  do,  but  it  has, 
I  fear,  been  too  long  before  the  public  to  make  it  suitable.  However,  it 
is  published  in  the  Proceedings  or  Transactions  of  the  Cambridge  Philoso- 
phical Society,  which  are  not,  I  believe,  so  widely  known  as  many  other 
serial  works.  I  thought  that  just  a  short  résumé  of  my  results  might 
not  be  wholly  uninteresting. 

The  subject  is  the  discontinuity  of  arbitrary  constants  that  appear  as 
multipliers  of  semi-convergent  series,  the  variable  according  to  powers  of 
which  the  series  proceed  being  a  mixed  imaginary.     My  results  are  con- 

Aeta  nuUkêmatiea^    26.    Imprimé  le  28  «out  1908.  50 
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tained  in  three  papers  read  before  the  Cambridge  Philosophical  Society  in 
the  years  1857,  1868  and  1889,  which  are  published  respectively  in  the 
Cambridge  Philosophical  Transactions  Vol.  X,  p.  105,  the  Transactions 
Vol.  XT,  p.  412,  and  the  Proceedings  Vol.  VI,  p.  362.  In  these  papers 
I  have  for  the  most  part  confined  myself  to  the  complete  integral  of  the 
differential  equation  of  the  second  order  which  is  satisfied  by  Bessej/s 
Functions;  an  equation  which  without  loss  of  generality  may  be  put  under 
the  form 

The  variables  x  and  y  are  taken  to  be  mixed  imaginaries,  but  I  have 
confined  myself  to  the  case  in  w^hich  n  is  real.  Although  I  have,  as  I 
said,  limited  myself  to  the  integral  of  that  particular  differential  equation, 
the  method  is,  I  believe,  of  much  wider  application.  I  have  not  taken  n  integral 
but  (subject  to  the  its  being  real)  general.  Putting  a;  =  r(cos^  +  t  sin^), 
I  suppose  the  range  of  r  and  â  defined  by  the  imparities 

o<r<oo,         —  cx)  <â<oo  , 

It  is  well  known  that  the  integral  of  (I)  may  be  put  under  the  form 

(2)        y  =  Ax""  (i  +  -7-  ";-— ,  +  ...)  +  2?rr-"  (i  +  ---^'      ;  +  .-.) 

^    ^  ^  \         '      2{2    +   2n)  J  \  2{2  —    27l)      '  / 

^AU+BV,  say, 
or  under  the  form 

,3,     ,  =  c.-v(,  +i'-;f'-  +  ...)+z..--V'(,-''-<='^  +  ...) 

=  Cu  +  Dt^y  say. 

The  series  (2)  are  always  convergent,  and  completely  define  the  function 
y  over  the  whole  range,  but  are  not  available  for  calculation  when  r  is 
large,  as  they  begin  by  diverging  rapidly.  The  series  (3)  are  always  divergent 
(save  when  2 w  is  an  odd  integer,  when  they  terminate),  but  begin  by  con- 
verging rapidh^  when  r  is  large.  But  it  is  easy  to  see  that  (3)  cannot 
be   equivalent  to   (2)   over  the   whole   range   of  d  unless  the  constants  C, 
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J)   have    different   values  in   different  parts  of  the  range.     I  have  shown 
where  and  how  they  change  discontinuously. 

Of  the  functions  m  ,  v ,  let  that  be  called  the  superior  which  has  the 
real  part  of  the  index  of  the  exponential  positive,  and  that  the  inferior 
which  has  it  negative.  As  â  increases  in  one  direction,  the  functions  w, 
V  become  alternately  the  superior  and  the  inferior.  I  have  shown  that 
as  â  changes,  the  constant  C  or  D  can  only  change  when  the  index  of 
the  exponential  in  the  function  it  multiplies  is  real  and  negative;  and  the 
change  it  then  suffers  is  proportional,  other  circumstances  being  the  same, 
to  the  coefficient  of  the  other  term,  which  of  course  is  for  that  value 
of  â  the  superior  term.  The  way  in  which  the  constants  change  with 
the  value  of  â  may  be  illustrated  by  a  pair  of  curves  of  sines  drawn  with 
inks  of  different  colours  (or  else  distinguished  by  a  difference  of  marking) 
in   the   different  parts.     The   ordinates   may   be  taken  to  represent,    for  a 


given  value  of  r,  the  way  in  which  the  real  part  of  the  index  changes 
with  Û.  A  change  of  the  coefficient  is  represented  by  a  change  in  the 
colour  of  the  ink  (or  of  the  marking  of  the  line)  with  which  the  curves 
are  drawn.  TTie  nature  of  the  change  is  that  in  crossing,  in  the  positive 
direction,  one  of  the  critical  points  represented  by  a  change  of  colour  or 
marking,  the  coefficient  {C  or  D  as  the  case  may  be)  of  the  inferior  term 
is  increased  by  2 i  cos  nrr,  multiplied  by  the  coefficient  of  the  superior  term. 
The  way  in  which  the  paradox  of  giving  a  discontinuous  expression 
for  a  continuous  function  is  explained  is  this.  A  semi-convergent  series 
(considered  numerically,  and  apart  from  its  analytical  form)  defines  a  function 
only  subject  to  a  certain  amount  of  vagueness,  which  is  so  much  the 
smaller  as  the  modulus  of  the  variable  according  to  inverse  powers  of 
which  it  proceeds  is  larger.  I  have  shown  that,  in  general  (i.  e.  for  general 
values  of  a),  the  vagueness  of  the  superior  function  ultimately,  as  r  is 
increased,  disappears  in  comparison  with  the  whole  value  of  the  inferior 
term,     But   for   the   critical   values   of   (?  for  which  the  index  of  the  ex- 
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ponential  is  real  the  vagueness  of  the  superior  function  becomes  sufficient 
to  swallow  up  the  inferior  function.  As  d  passes  through  the  critical 
value,  the  inferior  term  enters  as  it  were  into  a  mist,  is  hidden  for  a 
little  from  view,  and  comes  out  with  its  coefficient  changed.  The  range 
during  which  the  inferior  term  remains  in  a  mist  decreases  indefinitely  as 
the  modulus  r  increases  indefinitely. 

We  know  the  value  of  Cu  +  Z)y,  that  is  we  know  the  values  of  G 
and  2),  for  all  values  of  6  provided  we  know  them  for  a  half  period,  say 
for  o<d  <n\  and  it  follows  from  what  has  been  said  that  for  the  deter- 
mination of  C  and  D  in  terms  of  A  and  B  we  may  take  any  value  or 
values  of  6  within  or  at  the  edge  of  that  range  that  we  find  convenient. 

Suppose  that  in  the  neighbourhood  of  ^  =  o  we  have  only  an  inferior 
term  Dt;,  G  being  o,  and  that  for  d  =  o  we  can  express  D  in  terms  of 
A  and  B.  Then  Bv  will  be  a  function  continuous  within  the  range 
—  n<0  <7ü.  Again  suppose  that  in  the  neighbourhood  of  Ö  =  tt  we  have 
only  an  inferior  term  Ow,  B  being  o,  and  that  we  express  G  in  terms  of 
A  and  B  for  6  =  7ü.  Then  Gu  will  express  a  continuous  function  within 
the  range  o<d<27t.  Now  superpose  these  results,  and  Gu  +  Bv^  in 
which  G  and  B  have  been  expressed  in  terms  of  A  and  J5,  will  express 
a  function  continuous  within  the  range  o<0 <7t. 

When  there  is  only  an  inferior  term  Bv  in  the  neighbourhood  of 
0  =  o,  then  B  is  constant  for  the  range  — 2n<d<27ü^  though  it  is 
only  within  the  range  —  7ü<d <7C  that  Bv  represents  the  contuiuous 
function  y.  Let  the  known  integral  of  (I)  in  definite  integrals  P,  Ç  be 
EP+FQ\  then  within  the  range  last  mentioned  Bv  =  EP+  FQ,  and 
we  may  determine  B  in  terms  of  E  and  F  by  putting  ö  =  o.  Similarly 
if  in  the  neighbourhood  oi  0  =  7r  there  is  only  an  inferior  term  Cw,  we 
may  determine  G  in  terms  of  E  and  F  for  the  range  o<d<27t  by 
putting  d  =  7r.  And  putting  the  two  together  we  have  (o  w  +  Bv)  +  (<?«*  +  ot;), 
or  Gu  +  Bv^  equal  to  EP  +  F  Q  within  the  range  o<d<7t  provided  G 
and  B  are  two  known  linear  functions  of  E  and  F.  And  as  the  linear 
relations  between  E ,  F  and  ^ ,  5  are  easily  found,  we  have  by  eliminating 
E  and  F  two  linear  relations  between  C,  B  and  -4,  B  which  will  make 
Gu  -^  Bv  =  AJJ  +  BV  within  the  range  o<d  <7r,  from  whence  can  be 
found  the  relations  between  A ,  B  in  the  ascending  and  C,  D  in  the 
descending  series  for  all  values  of  ^, 
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But  as  I  showed  in  my  third  paper  these  relations  can  be  found 
directly  from  the  series  (2)  and  (3),  by  taking  the  superior  terms  for 
â  =  o  and  for  Ö  =  ;r,  the  first  giving  G  for  the  range  —  ;r  <  Ö  <  ;r,  and 
the  second  giving  D  for  the  range  o<â <  27r,  so  that  we  need  not  know 
that  it  is  possible  to  express  the  complete  integral  of  (I)  by  means  of 
definite  integrals  in  the  form  EP+FQ.  And  this  method  I  believe  is 
of  very  general  application. 

I  remain,  Dear  Sir,  with  the  highest  respect, 

Yours  very  faithfully 
Gr.  G.  Stokes. 
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SUR  LES  FONCTIONS  QUI  ADMETTENT  UN  THÉORÈME  D'ADDITION 

PAR 

PAUL  PAINLEVÉ 

à   PARIS. 

I.  Comme  point  de  départ  de  sa  doctrine  des  fonctions  elliptiques, 
Weierstrass  a  pris  le  théorème  suivant:  Toute  fonction  x  =  f>{u)  qui 
admet  un  théorème  if  addition  se  ramène  algébriquement  à  une  fonction  uni- 
forme,  méromorphe  et  doublement  péfiodique  de  u,  ou  à  une  dégénérescence 
d'une  telle  fonction.  Autrement  dit,  jr(ii)  est  une  fonction  algébrique  de 
Pi^^ffi ,  ff»)  on  de  e'"  ou  de  u. 

En  tête  de  sa  théorie  des  fonctions  abéliennes,  Weierstrass  a  inscrit 
une  proposition  analogue: 

Tout  système  de  n  fonctions  {indépendantes  ^)  à  n  variables  qui  admet 
un  théorème  d'addition  est  une  combinaison  dgébrique  de  n  fonctions  abéliennes 
{ou  dégénérescences)  à  n  arguments  et  aux  mêmes  périodes. 

Cette  proposition,  qui  a  été  souvent  invoquée  par  les  élèves  de  Wbibu- 
STRASS,  n*a  pas  seulement  une  importance  considérable  dans  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes;  elle  intervient  encore  dans  de  nombreuses  questions 
intéressant  les  surfaces  algébriques,  les  équations  différentielles,  etc. 

Malheureusement,  la  démonstration  de  l'illustre  géomètre  allemand 
n'a  été  ni  enseignée^  ni  publiée;  il  n'en  subsiste  aucune  trace  dans  ses 
manuscrits;  elle  est  aujourd'hui  perdue. 

'  J'entends  par  là  que  les  n  fonctions  ne  sont  liées  par  aucune  relation  identique. 

*  Dans  le  seul  de  ses  cours  (cours  manuscrit)  où  il  soit  fait  allusion  à  cette  dé- 
monstration, Weierstrass  précise  le  théorème  et  annonce  qu'il  rétablira  dans  les  leçons 
suivantes.  Mais  le  manuscrit  porte  alors  que  Weierstrass,  malade,  a  interrompu  son 
cours;  quand  il  le  reprend  quelques  semaines  plus  tard,  il  poursuit  le  développement 
de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  sans  revenir  sur  le  théorème  en  question. 

Ada  mattmiuUiea.    26  bis.    Imprimé  le  2  août  1002.  X 
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L'importance  et  la  beauté  de  ce  théorème  rendaient  bien  désirable 
qu'il  fût  enfin  établi.  Mais,  si,  dans  le  cas  d'une  vq^riable  indépendante, 
la  démonstration  en  est  aisée,  elle  présente,  dès  que  le  nombre  des  variables 
est  égal  à  2,  de  très  profondes  difficultés.  Celle  que  j'ai  développée  dans 
mes  leçons  de  Stockholm  (pages  292 — 340)  est  rigoureuse,  mais  longue  et 
compliquée;  depuis  lors,  sans  en  changer  le  principe,  je  suis  parvenu  à 
l'alléger  très  notablement.  C'est  cette  démonstration,  sous  sa  forme  nou- 
velle, qui  fait  l'objet  du  présent  mémoire.  J'espère  qu'elle  paraîtra  claire 
et  élémentaire.  Je  ne  crois  pas  d'ailleurs  qu'elle  soit  susceptible  de  sim- 
plifications importantes. 

2.  Enoncé  du  théorème  et  addition.  Je  commencerai  par  préciser  l'énoncé 
même  du  théorème. 

D'après  la  définition  de  Weierstrass,  un  système  de  deux  fonctions 
{indépendantes)  de  deux  variables,  soit  x  =  ^{UyV)^  y  =  î^(^j^)>  admet  un 
théorème  et  addition^  si  les  valeurs  de  a; ,  y  pour  w  =  ^o  +  **i  j  ^  =  ^0  +  ^1  » 
s'expriment  algébriquement  à  l'aide  des  valeurs  {x^^y^  et  {x^^y^)  de  {x,y) 
pour  w  =  w^,  t;  =  t;^  d'une  part,  et  w  =  w^,  v  =  t;^   d'autre  part. 

D'une  façon  plus  explicite,  les  fonctions  a;  =  ^(w,  t?),  y=  ^(w,  v)  étant 
quelconques,  si  on  pose 

^  =  f^K  +  «*i ,  ^0  +  ^i))       y  =  H%  +  Wi  ,  t^o  +  ^i)> 

^1  =  f^K  ,  t?J,  y,  =  <l)[u, ,  vj, 

il   est  loisible   de  tirer  w^ ,  %  ,  «j  ,  v^   des  quatre  dernières  équations  et  de 
porter  dans  les  deux  premières.     Soit: 

x  =  A{x^ ,  yo  »  ^1  '  yJ'      y  =  ^i^o  ^Vo^^x^  yJ 

les    expressions   ainsi    trouvées.     Le    couple    de  fonctions  f  (w  ,  t^),  ip{u  ^  v) 
admet   un   théorème  d'addition  si  -4  et  ß  sont  algébriques  en  x^,  y ^^x^.y^. 
La  définition  est  la  même  pour  n  fonctions  de  n  variables. 

3.  Rappel  de  quelques  propriétés  des  fonctions  abéliennes.  Considérons 
un  système  de  (w  -|-  i  )  séries  6  k  n  arguments  Wj  ,  . . . ,  u„  et  aux  mêmes 
périodes  (d'ailleurs  arbitraires).     Les  quotients  de  n  de  ces  séries  6  par  la 
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(n  +  i)''  définissent  n  fonctions  à  n  variables,  raéromorphes  et  2n  fois  pério- 
diques, et  on  peut  toujours  choisir  les  séries  0  de  manière  que  ces  n  fonc- 
tions x^{u^  y  . . . ,  w„)  ,  . . . ,  a;,(ii,  ,  . . . ,  w„),  soient  indépendantes.  Ces  n  fonc- 
tions (où  on  a  au  préalable  effectué  sur  les  u  une  substitution  linéaire 
quelconque)  formeront,  par  définition,  un  système  fondamental  de  fonctions 
abéliennes^  à  n  variables;  les  périodes  y  sont  laissées  quelconques;'  quand 
on  les  choisit  telles  que  le  nombre  des  systèmes  (distincts)  de  périodes  soit 
moindre  que  2W,  les  fonctions  iC,(Wj  ,  ...,«*„),  . . . ,  ic^(w,  ,  . . . ,  w,)  forment 
un  système  de  fonctions  abéliennes  dégénéré. 

Toute  fonction  méromorphe  X(u^  ,  , . , ,  u„)  k  2n  systèmes  de  périodes 
distincts  s'exprime  algébriquement  à  Taide  des  fonctions  x^  ,  . . . ,  x^  d'un 
système  de  fonctions  abéliennes  aux  mêmes  périodes.  C'est  ce  qui  résulte 
des  travaux  de  Wkibrstrass,  de  MM.  Picakd,  Poincaiîé  et  (dans  le  cas 
de  deux  variables)  d'une  belle  méthode  synthétique  de  M.  Appell.' 

On  sait  enfin  que  tout  système  de  fonctions  abéliennes  (dégénéré  ou 
non)  admet  un  théorème  d'addition  et  qu'il  vérifie  un  système  différentiel 
de  la  forme: 

(i)     dUi  =  Pi{x, ,  . . . ,  x,)dx,  +  Qi{x, ,  . . . ,  x^)dx^  +  ■  •  •  +  Ti{x, , . . . ,  x^)dx, 

(i  =  I  ,  2  ,  . . . ,  n), 

où  les  Pi,  . . . ,  Ti  sont  algébriques  en  rc, ,  . . . ,  a;« ,  et  où  les  seconds  membres 
sont  des  différentielles  totales  exactes.  Si  les  fonctions  abéliennes  forment 
un  système  fondamental  à  périodes  quelconques,  le  système  (i)  dépend  al- 
gébriquement d'un  nombre  de  constantes  {modules)  égal  au  nombre  des  pé- 
riodes arbitraires.  Pour  des  valeurs  arbitraires  de  ces  modules,  les  n  inté- 
grales fPidXi  +  Qidx^  -}-...+  Tidx^  admettent  2n  systèmes  de  périodes 
distincts;  pour  des  valeurs  exceptionnelles  des  modules,  ce  nombre  s'abaisse 
et  les  fonctions  correspondantes  x^{u^  ,  . . . ,  w,),  ...  ,  x„{u^  ,  . . ..  u^)  sont 
des  fonctions  abéliennes  dégénérées. 


*  On  sait  que,  pour  n  ^  4,  ces  fonctions  sont  plus  générales  que  celles  qui  sont 
définies  par  l'inversion  jacobienne  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques. 

•  Ces  périodes  satisfont  toujours  aux  conditions  classiques  de  Riemann. 

'  J'ai  fait  connaître  récemment  une  démonstration  très  directe  et  très  élémentaire 
de  ce  théorème  (Comptes-Rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  14 
avril   1902). 
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Ces  remarques  faites,  le  théorème  de  Weibustrass  prend  la  forme 
précise  qui  suit: 

Si  n  fonctions  de  n  variables  admettent  un  théorème  d'addition,  ce  sont 
des  combinaisons  algébriques  des  n  fonctions  d'un  système  fondamental  de 
fonctions  abäiennes  {dégénéré  ou  non). 

Pour  abréger,  je  développerai  la  démonstration  du  théorème  dans  le 
cas  de  deux  variables.  Mais  elle  s'étend  d'elle-même  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables. 

4.  Cas  de  deux  variables.  Dans  le  cas  de  deux  variables  u,v,  les 
systèmes  dégénérés  de  fonctions  abéliennes  peuvent  (moyennant  une  sub- 
stitution linéaire  convenable  effectuée  sur  u  ,  v)  recevoir  la  forme  suivante, 
ainsi    qu'il   ressort  de  la  dégénérescence  des  séries   0  (à  deux  arguments): 


(2) 


x  =  p{u), 


y  =  e 


«(«  — a) 


(a  c*"  arbitraire) 
(e  =  o  ou   I  ) 


X  =  p{u),        y  =  v  +  e^(u), 
x  =  e',  y  =  e% 

x  =  u,  y  —  v. 

On  sait  d'ailleurs  que  les  fonctions  abéliennes  de  deux  variables  se 
confondent  avec  les  fonctions  hyperelliptiques  de  genre  2.  Autrement  dit, 
on  peut  prendre,  comme  couple  fondamental  de  fonctions  abéliennes  x{u,v), 
y{u,v),  les  fonctions: 

»  =  f+î?,        y=^, 

où  f ,  5y  vérifient  le  système: 


(3) 


\/B(f)       >/W) 


du, 


fif 


+ 


¥v   _ 


B{$)  =  a,e  +  aJ*  +  ...  +  a,. 


dv, 


Le  théorème  de  Wbibrstrass,  dans  le  caa  de  deux  variables,  se  laisse 
donc  énoncer  ainsi: 

Si  un  couple  de  fonctions  X{u ,  v) ,  Y{u ,  v)  admet  un  théorème  d'addi- 
tion, X  et  Y  sont  des  combinaisons  algébriques  soit  de  deux  fonctions  hypei- 
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elliptiques  non  dégénérées  {aux  mêmes  périodes),  soit  d^un  des  couples  x ,  y 
définis  par  le  tableau  (2),  où  les  arguments  u  j  v  ont  subi  une  transformaliofi 
linéaire  convenable. 

Bappelong  enfin  que  les  fonctions  hyperelliptiques  définies  par  (3)  dé- 
génèrent   dans    le    cas    (et   seulement   dans   le  cas)  où  R{Ç)  a  des  racines 
les  ou  est  de  degré  inférieur  à  5 .  * 


Introduction  d^un  système  de  différentielles  totales. 

5.  Je  vais  établir  maintenant  la  relation  étroite  qui  existe  entre  le 
théorème  de  Weibustrass  et  le  problème  de  Tinversion  des  systèmes  de 
différentielles  totales  (algébriques). 

Soit  y{u  ^  v)  y  ip{u  ^  v)  im  couple  de  fonctions  analytiques  '  indépen- 
dantes qui  admet  un  théorème  d'addition,  et  soit: 

(4)  a?   =  j^(w  +  w, ,  t;  +  t?,),         y    =  ^(ti  +  «^ ,  y  +  t;J, 

On  a: 

(5)  X  =  -4(a?o  jy^^^yv),        y  =  B{x^  ,y^,u,v\ 

A  ei  B  désignant  des  fonctions  algébriques  de  x^,  y^.    Si,  entre  les  égalités 
(5)  et  les  égalités: 

du  ~  ^«'  dv  ■"  ^•'  du  ~  ^"'  dv  ~  ^•' 


on  élimine  x^^y^,  on  forme  un  système  différentiel: 

(6) 


^^^  =  p(^^y^^^^)^      ^  =  ?(^ .  y .  w ,  v), 


*  Voir  les  n°"  36—37. 

'  U  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  les  fonctions  analytiques.  Si  ^(n  ,  v)  ^  ^(n  ^  v) 
sont  des  fonctions  continues»  à  dérivées  premières  continues,  des  variables  réelles  {u  ,  v), 
et  admettent  (pour  u  ,  v  ,  u^  ^  v^  réels)  un  théorème  d'addition,  elles  sont  sûrement  ana- 
lytiques, d'après  le  raisonnement  même  qui  suit. 
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OÙ  p  ,  ç  f  Pi  J  Qi  sont  algébriques  en  ^  ,  y,  et  dont  Tintégrale  générale  est 
donnée   par    (5).     Mais,    dautre  part,  on  serait  parvenu  au  même  système 

(6)  en    éliminant   w^ ,  v^^   et  par  suite  u,v,  entre  les  équations  (4)  et  les 

équations  dérivées  —  =  f^«  («*  +  w^ ,  v  +  ^o)»  ®^-  ^^^  fonctions  jP ,  9 ,  ??, ,  g, , 
sont  donc  indépendantes  de  u  ^  v.     Comme  enfin,  du  système  (6),  on  peut 

..  du      du       dV      dV        ^  .  3U  dV  i  .1  X    1     •    -11        1 

tirer    —,  —  ,—,—,    a   savoir:    —  =  -    ^ :; ,   etc.,   il   est  loisible  de 

9»  '  9y  '  9«  '  9y  '  dx        dx  dy       dx  dy  ' 

dudV        dvdU 

donner  à  ce  système  la  forme: 

(7)  du  ==  P{x ,  y)dx  +  Q{^ ,  y)dyy         dv  =^  P,[x,  y)dx  +  Q,{x,  y)dy, 

où  les  seconds  membres  sont  des  différentielles  totales  exactes  [algébriques). 
Inversement,  donnons-nous  a  priori  un  tel  système  (7),  et  supposons 
que  V intégrale  générale  x{u  ^  v)  ,  y{u ,  v)  de  ce  système  dépende  algébriquement 
des  deux  constantes  dHntégration^  soit  a,b.  Il  est  clair  que  les  fonctions 
x{UyV),y{UyV)  admettent  un  théorème  d'addition.  Substituons,  en  effet; 
à  a ,  b  les  valeurs  x^ ,  y^  de  x  ,  y  pour  w  =  o,  t;  =  o,  valeurs  qui  dé- 
pendent algébriquement  de  a  ,  J;  nous  avons: 

^  et  J?  étant  algébriques  en  x^  ^  y^.  Mais  d'autre  part  si  a;  =  f  (w  ,  t;), 
y  =  if){u  ,  v)  est  une  solution  particulière  du  système  (7),  Tintégrale  géné- 
rale est  donnée  par  a;  =  ^(w  -f  w^ ,  t;  +  v^),  y  =  ^{u  +  ^o  >  ^  +  ^o)j  ^'^^ 
il  suit  (en  remarquant  que  u  ,  v  et  u^ ,  v^  jouent  un  rôle  symétrique)  que 
les  fonctions  .f> ,  ^  admettent  un  théorème  d'addition.  ^ 

D'après  cela,  le  théorème  de  Weierstrass  peut  être  remplacé  par  le 
suivant:  quand  l'intégrale  générale  x{u ,v) ,  y{u,v)  d'un  système  (7)  dépend 
algébriquement  des  constantes  initiales  x^  ^  y^,  ces  fonctions  se  ramènent  algé- 
briquement à  un  couple  de  fonctions  hyperelliptiques  [aux  mêmes  périodes)^ 
dégénéré  ou  non. 


*  II  est  clair  d'après  cela  que  si  «(w  ,  v) ,  j/(w  ,  v)  admettent  un  théorème  d'addi- 
tion, il  en  va  de  même  pour  les  fonctiona  obtenues  en  effectuant  sur  u  ,  v  une  substi- 
tution linéaire. 
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6.  Substitution  au  théorème  de  Weierstrass  dun  théorème  équivalent. 
Précisons  encore  cette  équivalence.  Puisque  la  fonction  %{^^v)  dépend 
algébriquement  dps  constantes  ic^,  ,  y^,  elle  vérifie  une  relation: 

où  les  JB  sont  rationnels  en  x^ ,  y^y  analytiques  en  w  ,  t;.  Je  dis  que  les 
R  sont  des  fonctions  méromorphes  de  w,  t;.  En  effet,  supposons  que  les 
R  admettent  une  singularité  non  polaire  w  =  a,  v  =^  ß\  ce  sera  une  sin- 
gularité d'une  quelconque  des  fonctions  x{u  ^  n)  définies  par  le  système  (7); 
la  fonction  a;  =  ^(w  +  w^ ,  v-^v^  admettrait  donc,  quels  que  fussent  w^ ,  t;^, 
la  singularité  fixe  w  =  a,  t;  =  y9,  ce  qui  est  absurde. 

La  fonction  x{u  y  v)  est  donc  une  fonction  à  un  nombre  fini,  soit  w, 
de  branches  {m  <n)]  si  ^j ,  a:, ,  . . . ,  rr«  désignent  ses  m  branches,  posons  : 

Pi  =  ^i(«  +  «^0  j  ^  +  ^^0)  +    •  ■  +  ^«(«^  +  «0  >  ^  +  ^0) 

=  ^,K  >  yo  »  «*  »  ^)    + . . .  +  ^m(^o  >  yo  )  «*  )  ^); 

^,  est  une  fonction  méromorphe  des  w  ,  t;  qui  dépend  des  deux  constantes 
arbitraires  x^ ,  y^   (ou  w^ ,  v^)  et  peut  recevoir  les  deux  formes: 

Pi  =  -FK ,  yo  »  «*  »  ^)  =  <^(«*  +  ^0  »  «^  +  n)» 

F  dépendant  algébriquement  de  x^  y  y^. 

La   même    remarque   s  applique   aux    autres   fonctions   symétriques  de 

ainsi  qu'aux  fonctions  symétriques  analogues  r^(^o>  y©,  w,t;)  des  branches  de 
y(e*,  v).  Parmi  ces  fonctions  symétriques  pj ,  r<,  il  y  en  a  deux  au  moins, 
soit  X{x^ ,  îfoy  ^j  ^)  öt  Y{x^ ,  yo  )  w  >  ^)>  q^^  80^*  deux  fonctions  distinctes  ^ 
de  a;^ ,  t/o-  ^^  ®^*^®  ^  ,  y  ,  ^  >  ^)  on  élimine  x^  y  y^,  on  voit  que  a; ,  y 
se  trouvent  exprimés  algébriquement  à  Taide  de  X ,  y,  les  variables  u  ,  t; 
figurant  analytiquement.  Mais  on  serait  arrivé  aux  mêmes  expressions  en 
éliminant  u^ ,  v^  (c'est  à  dire  w  +  w^ ,  t;  +  v J  ®^*^®  ^  >  yi  ^  y  ^-  ^^  ^^* 
de  là  que  x  et  y  d 'expriment  algébriquement  à  l'aide  de  X ,  F,  sans  que 
u  y  V  figurent. 


*  Autrement,  a;  et  y  ue  dépendraient  que  d'une  seule  constante  arbitraire. 
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I  Moyennant  une  transformation  algébrique  convenable  effectuée  sur  x ,  y, 

ü  est  donc  loisible  de  supposer  que  les  fonctions  x{u  y  v) ,  y{u  ,  t^)  sont  uni- 
formes et  méromorphes, 

7.  Enfin,  dans  les  équations  (7),  on  peut,  comme  il  est  bien  connu, 
exprimer  rationnellement  P ,  Q ,  P^ ,  Q^  k  Taide  de  a; ,  y  et  d  une  irration- 
nelle unique  z{x  ,  y),  définie  par  une  relation  algébrique 

i  (8)  S{x,y,z)  =  o, 

Ë. 

L  cela  de  telle  façon  qu'inversement  z  s'exprime  rationnellement  en  a;,  y,  P,  <?, 

I'  Pi  ,  0, .     Comme    P   ou    —    se    déduit   rationnellement  de  --  ,  -~  ,  -^  ,  -^ , 

f,  *  '    ^*  dX  du  '  dV  '  du  ^  dv' 

?  ainsi   que    Q  y  Pi  ,  Qi,   la   fonction  z{u  ,  v)  est  uniforme  et  méromorphe  en 

même    temps    que    x{u  ,  v)  ,  y{u  ,  v).     De    plus,    soit  Xq  y  y^  y  Zq  les  valeurs 
^  de  X  y  y  y  z  pour  w  =  o,  t;  =  o,  valeurs  liées  par  la  condition  : 

I:.  (9)  S(a?o,yo,  ^0)  =  o; 

fr  à    un    système    (Cq  y  y^ ,  Zq  y  u  y  v    correspond   une  détermination  unique  des 
^^  fonctions    x{u  y  v  y  x^  y  yo ,  z^)  ,  y{u  y  v  y  x^y  y^  y  Zo)  ,   ^{u  y  v  ,  x^  y  y^  y  ^0)»   et 
/  puisque  x  y  y  y  z  sont  des  fonctions  algébriques  de  Xq  y  y^y  ce  sont  des  f onc- 
le: tions  rationnelles  des  constantes  a^o ,  Jfo  >  ^0?  liées  par  (9). 
f  Nous  sommes  amenés  ainsi  à  considérer  les  systèmes  (7)  de  la  forme: 

+  Q{<x>,y  y  d)dyy 

dont  les  seconds  membres  sont  des  différentielles  totales  attachées  à  la  sur- 
face algébrique  S,  et  tels  que  les  fonctions  x{Uy  v) ,  y{u,  v) ,  z{Uy  v),  définies 
par  (10),  soient  des  fonctions  méromorphes  de  UyV,  rationnelles  en  x^yy^yZ^, 
D'ailleurs,  si  l'intégrale  générale  x{u ,  v) ,  y{u ,  v) ,  z{^ ,  v)  d'un  système 
1^'  (10)  renferme  rationnellement  les  constantes  x^yy^yZ^  [liées  par  5'(iCo,yo>^o)=o]> 

l  il  résulte  aussitôt  du  raisonnement  de  la  page  7   que  ce  sont  des  fonctions 

méromorphes  de  w  ,  v.     Le  problème  qui  se  pose  est  donc  le  suivant: 

Etudier  les  fonctions  inverses  de  deux  intégrales  de  différentielles  totales 
attachées   à  une  surface  algébrique   Six ,  y ,  ^)  =  o,   dans  l'hypothèse  où  ces 
fonctions  dépendent  rationnellement  des  constantes  initiales  x^yy^y  z^  \liées  par 
V  la  condition  S{x^  jVoj^o")  ^  ^]' 


Idu—PiXyy,  z)dx 
dv  =  P^{Xy  y  y  z)dx 
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8.  Difficulté  du  nouveau  problème.  Un  premier  cas  qui  se  trouve 
dès  maintenant  élucidé  d'après  les  résultats  classiques,  est  celui  où  les  inté- 
grales 1=  fPdx  +  Qdy^  J  =  ÇP^dx  -{-  Q^dy  admettent  au  moins  quatre 
couples  {distincts)  de  périodes.^.  Les  fonctions  inverses  aî(w,  v) ,  y(w,  v),  si 
elles  sont  uniformes  et  méromorphes,  sont  alors  quatre  fois  périodiques,  et 
se  confondent  nécessairement  avec  un  couple  de  fonctions  hypereUiptiques 
de  u  ^  V, 

Le  seul  cas  qui  reste  à  discuter  est  celui  où  les  intégrales 

1  =fPdx  +  Qdy,         J  ==  fP.dx  +  Q^dy 

ont  moins  de  quatre  couples  de  périodes  distincts. 

Avant  d  aller  plus  loin,  insistons  sur  quelques  remarques  qui  feront 
mieux  comprendre  la  difficulté  du  problème. 

Si  les  fonctions  x{u,v)  ,  y{UyV)  renferment  rationnellement  {x^ , î/o >  ^o)> 
nous  savons  qu'elles  sont  à  coup  sûr  uniformes  et  méromorphes.  Mais  il 
faut  bien  se  garder  de  croire  que  la  réciproque  est  vraie. 

Tout  d'abord,  alors  même  que  le  nombre  des  couples  de  périodes  n'est 
pas  inférieur  à  4,  les  fonctions  x{u ,  v)  y  y{u  ^v)  peuvent  être  uniformes 
sans  être  méromorphes.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  jeter  les  yeux 
sur  l'exemple: 

(il)       du  =  -p=r-r^^^ -         r ,         dv  = *- ■■  ^'  '  ^ . 

V4«'  —  g,x  —  gs  V4y'  —  r.y  —  n     v4«'  —  3,«  —  g^ 

Eeprésentons  par  p{u)  la  fonction  p  de  Weierstrass  qui  correspond  aux 
invariants  g^ ,  g^  ;  par  p^  celle  qui  correspond  aux  invariants  /-j ,  /-j  ;  par 
2û>j  ,  2a>j  les  périodes  de  p,  par  2(o[  ,  2ûiJ  celles  de  p^.  Les  fonctions 
x{u,v)  y  y{UjV)  définies  par  (i  i)  se  déduisent  (en  augmentant  w ,  t;  de  con- 
stantes arbitraires)  du  couple: 

00  =  p{u),         y  =  p^[v  +  Xrj.u  —  Xa),C{u)], 

fonctions  de  u ,  v  qui  sont  uniformes  mais  admettent  une  infinité  de  points 


'  Il  est  aisé  de  montrer  directement  que  deux  fonctions  uniformes  åe  u  y  v  (in- 
dépendantes) ne  peuvent  admettre  plus  de  quatre  couples  de  périodes  (distincts)  sans  être 
des  constantes;  le  théorème  s'établit  comme  le  théorème  analogue  dans  le  cas  d'une 
seule  variable,  mais  il  résulte  aussitôt  de  ce  qui  suit. 

Ada  malhenfatica.    2C  biH.     Imprimé  Je  1  août  19('2.  2 
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essentiels  correspondant  aux  pôles  de  C{u).     Les  quatre  couples  de  périodes 
sont  ici: 

2û;j  ,     o    ,   2û>j  ,     o   , 

o      ,    2û}[  ,     ÎTtX   ,    20^2, 

et  si  (Ol ,  ù)j  y  ù)[  ,  0)2,  A  sont  quelconques,  ces  périodes  ne  satisfont  pas  à 
la  condition  de  Eiemann. 

9.  Au  moins,  du  moment  que  le  nombre  des  couples  de  périodes 
n'est  pas  inférieur  à  4,  les  fonctions  x{UyV)  y  y{Uy  v)  ne  peuvent  être  mé- 
romorphes  sans  être  hyperelliptiques,  et  par  suite  sans  renfermer  rationnelle- 
ment les  constantes  {x^ ,  y^ ,  zj.  Il  n'en  va  plus  de  même  quand  le  nombre 
des  couples  de  périodes  est  moindre  que  4:  tout  d'abord,  les  fonctions 
^(^)  ^)  )  y(^j  ^)  peuvent  encore  être  uniformes  sans  être  méromorphes;  mais, 
de  plus,  eUes  peuvent  être  méromorphes  et  renfermer  sous  forme  transcendante 
les  constantes  {x^ ,  y^ ,  z^).  C'est  ce  qui  apparaît  aussitôt  sur  les  deux 
exemples: 

(13)  rfw  =  — ,         dv  =  --  —  dx\ 

^   ^y  X  y 


1 


^  le  premier  système  est  vérifié  par  le  couple 

f  (14)  a?  =  e",         y  =  /  '•-^ 

le  second  par  le  couple 

(15)  x  =  e\        y  =  ö^"^"; 

le  couple  (14)  présente  des  singularités  essentielles;  le  couple  (15)  est  mé- 
'  romorphe  mais  l'intégrale  générale  correspondante  s'écrit: 

I  ic  =  x,e\         y  =  ^00'+'^--"'^ 

et  renferme  x^  sous  forme  transcendente.     Pour  les  systèmes  (12)  et  (13) 
la  correspondance  entre  x  ,  y  et  x^ ,  y^  est  biuniforme  mais  non  Urationnélle: 

>■  le  nombre  des  couples  de  périodes  est  égal  à  2. 

Ces  remarques  font  nettement  comprendre  pourquoi  il  sera  indispensable, 

i:  par    la    suite,    de    supposer  non  seulement  que  x  ,  y  ,  z  sont  des  fonctions 
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uniformes  et  méromorphes  de  w ,  t?  mais  encore  qu'elles  renferment  rationnelle- 

D'une  façon  précise,  le  théorème  de  Weierstrass  sera  établi  si  nous 
établissons  cette  proposition  ^  : 

^Soit  u  =  I{x  ,  y  ,  X?),  V  =  J{x  y  y  y  z)  deux  intégrales  de  différentielles 
totales  attachées  à  la  surface  algébrique  S{x  y  y  y  z)  =  o  et  qui  possèdent  au 
plus  trois  couples  de  périodes.  Si  les  fonctions  inverses  x{u,v) ,  y{UyV) ,  z{u,  v) 
renferment  rationnellement  les  constantes  initiales  {x^ ,  y^ ,  zj,  ce  sont  des  fonc- 
tions hyperdliptiques  dégénérées;  autrement  dit,  ce  sont  des  combinaisons 
rationnelles  d'un  des  5  systèmes: 


Y=p{n 

2=F'(n 

X=U+aC{V), 

Y=p{n 

z=p\n 

X  =  e\ 

Y=e\ 

Z=o, 

X^U, 

^=e^ 

Z  =  o, 

x=u, 

r=F, 

Z  =  o, 

OÙ   Z7 ,  F  désignent  deux  combinaisons  linéaires  convenables  de  UyV.^ 

Ce  théorème  cesse  d'être  exact  si  les  fonctions  x{u  yV)  y  y{u  ^v)  sont 
uniformes  et  même  méromorpheSy  mais  sont  des  fonctions  transcendantes 
(uniformes  mais  non  rationnelles)  de  {x^ ,  y^ ,  z^). 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  commencerai  par  établir  que  les  in- 
tégrales w  =  i,  V  =  J  qu'il  nous  faut  considérer  présentent  au  moins  une 
courbe  polaire. 


'  Dans  ses  mémorables  travaux  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables, 
qui  ont  donné  un  tel  essor  aux  recherches  de  toute  nature  intéressant  les  surfaces  algé- 
briques, M.  Picard  {Mémoire  couronné,  p.  99— 116)  a  indiqué  une  démonstration  de  ce 
théorème.  C'est  même,  à  ma  connaissance,  la  seule  démonstration  qui  ait  été  tentée  du 
théorème  de  Weikrstrass,  (ou  plus  exactement,  d'une  proposition  équivalente).  Mais  l'ana- 
lyse de  rillustre  géomètre  Français  présente  des  lacunes  qui  ne  me  semblent  pouvoir  être 
comblées  sans  une  discussion  analogue  à  celle  qu'on  trouvera  développée  aux  pages 
25 — 38;  or  c'est  cette  discussion  qui  constitue  toute  la  difficulté  de  la  démonstration 
que  je  propose. 


Digitized  by 


Google 


12  Paul  Paiolevé. 

Des  courbes  polaires  des  Intégrales 

I=fPdx+Qdy,         J=fP^dx+Q,dy. 

lo.  Rappel  de  quelques  définitions.  Soit  I  =jPdx  +  Qdy  une  inté- 
grale de  différentielle  totale  attachée  à  la  surface  algébrique: 

(i6)  S{x,y,z)  =  o. 

Par  définition,  P  et  Ç  sont  rationnels  en  x  ^y  ,  z,  et  quand,  dans  P ,  Q, 
on  remplace  z  en  x^y,  l'expression  Pdx  +  Qdy  est  une  différentielle  exacte. 
Les  diverses  déterminations  de  la  quantité: 

/=r     f   P{x,y,z)dx+Q{x,y,z)dy 

qui  correspondent  à  un  point  (rc ,  y ,  ^)  de  S  ne  diffèrent  que  par  des  con- 
stantes d  addition,  qui  sont  les  périodes  de  l'intégrale. 

On  appelle  courbe  polaire  de  l'intégrale  toute  courbe  tracée  sur  S  telle 
que  I  devienne  infinie  en  un  point  arbitraire  de  cette  courbe:  une  courbe 
polaire  est  nécessairement  algébrique.  Par  définition,  l'intégrale  /  admet 
une  courbe  polaire  à  l'infini  si,  après  une  transformation  homographique 
arbitraire  effectuée  sur  S,  l'intégrale  admet  une  courbe  polaire  que  le  retour 
aux  premières  variables  rejette  à  l'infini. 

D'après  cela,  si  1  possède  une  courbe  polaire  6\  il  est  loisible  de  la 
supposer  à  distance  finie  :  soit  E{x,y ,  z)  =  o  une  surface  algébrique  dont 
l'intersection  avec  S  contient  la  courbe  C.  La  transformation  X  =  R{XjyjZ) 
fait  correspondre  à  S  une  surface  äS^(X,  y ,  ^)  =  o,  et,  si  les  axes  Ox ,  Oy ,  Oz 
ont  été  choisis  quelconques,  la  correspondance  entre  S  et  S^  est  birationnelle,  * 
Moyennant  une  transformation  birationnelle  effectuée  sur  Ä,  on  peut  donc 
toujours  faire  en  sorte  que  la  courbe  polaire  considérée  soit  située  dans  le  plan 
x^=o  (sans  se  réduire  à  une  parallèle  à  Oz),  et  toute  branche  de  l'intégrale 

'  Il  suffit,  en  effet,  que  pour  une  valeur  arbitraire  (non  exceptionnelle)  -X^  de  X, 
la  courbe  X^  =  ff(«  ,  y  ,  «)  de  S  n'ait  pas  une  infiuité  de  cordes  parallèles  à  Ox:  si 
donc  on  ne  choisit  pas  les  axes  Oxyz  d'une  façon  exceptionnelle,  à  un  point  t/ ,  a  de  la 
courbe  S^(Xq  >  2/  >  «)  =  O,  autrement  dit  à  un  point  (X ,  y  ,  z)  de  la  surface  S^ ,  cor- 
respond une  seule  valeur  de  x. 
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/  qui  devient  infini  sur  cette  courbe  sera  développable,  dans  le  voisinage 
de  la  courbe  polaire,  sous  la  forme: 

(17)     I=^  +  ^+...+  ^^=^+alogX+^„(y)+J„,.(y)X  +  ..., 

avec 

0?  =  X'; 

l ,  m  sont  deux  entiers  {l  >  o,  m  >^  o),  les  A  des  fonctions  algébriques  de 
y;  a  une  constante  numérique.  Pour  y  =  y^  [abstraction  faite  d'un  nombre 
fini  de  valeurs  exceptionnelles  y^],  les  A  sont  holomorphes,  et  la  série  (17) 
converge  pour  |X|  suffisamment  petit. 

La  courbe  polaire  est  dite  logarithmique  si  a  4»  o,  non-logarithmique 
si  a  =  0;  a  est  le  résidu  de  l'intégrale  relatif  à  la  courbe  polaire  X  =  o; 
la  période  2t7ta  de  /  est  dite  période  polaire.  Enfin,  la  somme  des  résidus 
des  diverses  branches  de  /  relatifs  à  toutes  les  courbes  polaires  (à  distance 
finie  ou  infinie)  est  nulle. 

Quand  Tintégrale  1  n  admet  de  courbes  polaires  ni  à  distance  finie, 
ni  à   rinfini,    l'intégrale    abélienne   JP{x  ^  y^  ^  z)dx^    attachée    à  la  courbe 

^(^  >  î^o  j  ^)  ~  ^»  ^^*  ^^®  intégrale  de  première  espèce^  (du  moment  que 
la  valeur  y^  n'est  pas  choisie  d'une  manière  exceptionnelle).  Il  suit  de  là 
(comme  il  est  bien  connu)  que  cette  intégrale  a  au  moins  deux  périodes 
dont  le  rapport  est  imaginaire.  Une  remarque  analogue  s'applique  à  l'inté- 
grale abélienne  fQ{xQ,yjZ)dy.  L'intégrale  /  a,  dans  ce  cas,  au  moins 
deux  périodes  de  rapport  imaginaire. 

II.  De  V existence  d'une  courbe  polaire  pour  les  intégrales  I ,  J,  Ceci 
rappelé,  soit  I=^jPdx  +  Qdy,  J  =jFidx  +  Qidy  deux  intégrales. de  diffé- 
rentielles totales  attachées  à  5  et  possédant  au  plt^  trois  couples  de  périodes 
distincts.  Je  dis  qu'wwe  au  moins  des  deux  intégrales  admet  une  courbe 
polaire,  ^ 

Il  est  loisible  (en  combinant  linéairement  I  et  J)  de  faire  en  sorte 
qu'une  au  moins  des  périodes  de  /  et  une  des  périodes  de  J  soient  nulles.^ 

'  La  démonstration  supposera  toutefois  que  les  deux  intégrales  / ,  /  ne  sont  pas 
fonctions  Tune  de  l'autre,  autrement  dit  que  PQ^^  —  Q^P  n'est  pas  identiquement  nul: 
mais  le  cas   PQ,  — Q^Pn^O  ne  nous  intéresse  pas  ici. 

^  A  moins  toutefois  que  toutes  les  périodes  d'une  combinaison  al+ßJ  ne  soient 
nulles;  mais  al+ßJ  serait  alors  rationnelle  en  x ,  y ,  z  et  admettrait  une  courbe  polaire. 
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:  Supposons  maintenant  que   I  n'admette  pas  de  courbe  polaire  (à  distance 

i  finie  ou  infinie).     D  après  une  remarque  précédente,  /  (qui  a  au  plus  deux 

^  périodes)   a  sûrement  deux  périodes  de  rapport  imaginaire,  soit  2û>j  ,  2(0^: 

l  posons 
ï  X  =  ^{u ,  20), ,  2û> J,         u=  I  =  fPdx  +  Qdy\ 

Fi 

V  X   est    une    fonction    uniforme  de  (a;  ,  y ,  z),  qui,  pour  y^  pris  au  hasard, 

'i  est  une   fonction  algébrique  de   n?,   (puisque    fP{x^y^yZ)dx  est  une  inté- 

l  grale   abélienne    de    première   espèce),   et  qui,   pour  x^  pris  au  hasard,  est 


*»/ 

^  système  à  quatre  couples  de  périodes  distincts,  à  savoir  les  périodes: 

Y  2aij  ,   20)^  ,0,0       pour  /, 

0,0,   2w\  ,   2û>i     pour  J; 

résultat    absurde,    puisque,    par    hypothèse    I ,  «7    admettent   au  plus  trois 

couples  le  périodes. 

Une  au  moins  des  intégrales  7,  J,  dont  il  nous  faut  étudier  Finversiony 
'  possède  donc  des  courbes  polaires  {à  distance  finie  ou  infinie).    C'est  l'examen 

l-  approfondi  de  ces  courbes  polaires  qui  va  nous  conduire  au  but  que  nous 

[:  poursuivons.     Mais    avant    d'entrer    dans    cette    discussion,   je  traiterai  au 

préalable  l'inversion  de  I,J  dans  deux  cas  particuliers  très  simples. 


*  Voir  la  note   l  de  la  page  12. 

*  Cette  fonction  ne  se  réduit  pas  à  une  simple  fonction  de  x,  car  autrement  les 
intégrales  T(z  ^  y  t  z)  ,  J(x  ^  y  ,  z)  seraient  fonctions  l'une  de  l'autre. 


i-  une  fonction  algébrique  de  y;  X  est  donc  une  fonction  rationnelle  de  a;,y,j6?,  \ 

p  qu'il  est  loisible,  par  une  transformation  hirationndle  ^  efifectuée  sur  S  y  de 

faire  coïncider  avec  x.     Pour  la  même  raison,  soit  2û>î  ,  2<o^  les  périodes 

de  J,  et  soit 

^  Y=p{v,  2ù}[,  2û>;)  =  jj7i,         v=fP,dx+  Q^dy\ 

%  Y  est  une  fonction  rationnelle'  de  x^y^z^  qu'il  est  loisible  de  faire  coïn- 

t*  cider  avec  y.     Une  transformation  birationnelle  effectuée  sur  S  ramène  donc 

1^  J  et  J  à  la  forme: 


Digitized  by 


Google 


r 


Sur  les  fonctions  qui  admettent  un  théorème  d^addition. 


15 


Moûamen  d^un  prefnier  cas  particulier. 

12.     Je  traiterai  en  premier  lieu  le  problème  suivant: 

Déterminer  tous  les  cas  où  les  fonctions  (c{UjV)yy{u,v),z{u,  v)  définies 
par  le  système 

u^fP{x,y,z)du+  Q{x,y,z)dy=l{x,y,0), 

(i8)  .  V  =fP^{x ,y ,  z)dx  +  Q^{x ,y ,  z)dy=J{x ,y ,  g), 

S{x,y,0)==o, 

sont  rathnnelles  en  u  et  uniformes  en  v. 

Ecrivons  le  système  (18)  sous  la  forme: 


(ï9) 
(20) 


9« 
9u 

9x 


Mx,y,^), 


9y 


£  =  Bix,y,z), 


du 


^y 


^y=M^^y^^\  ^  =  B,{x,y,z), 

et  cherchons  à  satisfaire  d'abord  aux  équations  (19)  en  y  remplaçant  a?, y, j? 
par  des  fonctions  rationnelles  de  u  d'un  certain  degré  q.  Pour  une  valeur 
convenable  de  g,  les  conditions  ainsi  trouvées  sont,  par  hypothèse,  com- 
patibles, et  rintégrale  générale  de  (19)  se  met  sous  la  forme: 

(21)  x^R{u  —  a,b),        yr=B,{u  —  a,b),         z  =  R^{u  —  a,b), 

les  fractions  rationnelles  i2 ,  22^ ,  12,  de  (u  —  a)  dépendant  algébriquement 
d'une  seconde*  arbitraire  b. 

Il  reste  à  déterminer  a  ,  b  (fonctions  inconnues  de  v)  de  façon  que 
les  deux  équations  (20)  soient  aussi  vérifiées.  Or  des  équations  (21)  on 
peut  tirer: 

(22)  w  — a(t;)  =  (?(a?,y),         b{v)  =  H{x,y) 

O  ,  H  désignant  des  fonctions  algébriques  de  a; ,  y .    Si  on  pose:  y^  =  H{x ,  y), 

"  On  peut  disposer  de  a ,  b  de  façon  que,  pour  u  =  O,  a; ,  y  et  «  prennent  les 
valeurs  arbitraires  z^ ,  y^ ,  z^,  liées  par  la  condition  8(x^ ,  y^ ,  »^)  =  O. 
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I  la  seconde  équation  (22)  donne:  v  =  ^{y^),  d'où  dv  =  ^'{y^)dy^,  ^'{Vi)  ^^^^ 

ki  nécessairement  algébrique  en  y,.     Comme  la  fonction  y^iv),  par  hypothèse 

^  n'admet    qu'une    nombre    fini    de    branches,   elle  est  (d'après  un  théorème 

%  classique)    algébrique    en    v,  ou  en  ^\  ou  en  p{oc  ^  g^y  g^y  [9y9%yffz  con- 

^i  stantes    numériques],    et    inversement    une    des    trois    expressions    v  ^  é^  ^ 

:f  çp{v  ,  g^ ,  g^)  est  algébrique  en  t/^,  c'est-à-dire  en  a; ,  y.     Si  on  veut  encore, 

t  1°  ou  bien  l'intégrale  v  =  J{x^y^z)  n'a  pas  de  périodes;  J  est  alors 

rationnelle  en  a? .  t/  ,  ;3,  soit  J  =  B{x^  y  yZ)\ 

^  2°  ou  bien  J  n'a  qu'une  période,^  soit  201^,  qu'il  est  loisible  (en  mul- 

^  tipliant  v  par  ~)  de  supposer  égale  à  2i;r,  et  l'expression  e*^  (qui  est  uni- 

forme en  x,y ,  z)  est  algébrique  en  a? ,  y  ;  e*^  est  donc  rationnelle  en  x  ,y  .^z, 

.  soit  6'^  =  p{x  ,y  ,  z)\ 

3°  ou  bien  enfin  J"  est  dénué  de  courbes  polaires  et  n'a  que  deux' 
périodes  iw^ ,  20}^  (dont  le  rapport  est  imaginaire);  la  fonction  p(J,  20)^^  2û>g), 

^i  uniforme    en    x,y,z,    est  algébrique  en  a;,  y,  donc  rationnelle  en  x^y^z, 

^  soit  p  =  p{x  ,  y ,  z). 


'  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  périodes  des  intégrales  7,  /,  attachées  à  la  surface 
8 ,  correspondent  essentiellement  à  des  cycles  fermés  sur  S,     Soit  par  exemple, 

du  ^  dx  +  \]ydy ,         dv  = -^  ,         S  =  y  —  a"  =  o. 

L'intégrale    v  =  /,    attachée    k    S,    a  comme  péfHode  ^iit  et  non  2i;r,  car  il  faut  que  y 
tourne  deux  fois  autour  du  point  y  =  O  pour  que  z  reprenne  la  même  valeur.   Les  fonc- 

2    ?^ 
tiens  uniformes  «  =  w e',  y  =  e*'  admettent  le  couple  de  périodes  2ûi  =  0  (pour«)» 

2ûij  =  4i7r  (pour  v),  (et  non  pas  2û;,  =  2f;r). 

*    Le    système    de  périodes   2œ^  ,  2w,  est  bien  entendu  supposé  primitif.     La  re- 
marque de  la  note   I   s'applique  encore.     Far  exemple,  soit: 

dy 


du  ^=  dx  +  yjy  —  ßj  dy,     dv  = 


v2(y —  «iXy  — ö,Xy  — e,) 


8  =  z  —  yjy—e,  —  sj4{y  —  e^Xv  —  ^tXV  —  %)  =  O. 

(ôi  +  «2  +  «3  =  o); 

si    2Wj  ,  2û>,    sont    les   périodes   de  la  fonction  p{v  ,  e,  ,  é»,  ,  e^),  les  périodes  de  J  sont 
20;,   et  4tt;.^   (et  non  pas  2€o^  ,  2fti,). 
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J'ajoute  qu'en  posant  Y  =  p{x,yyZ),  on  peut,  moyennant  une  trans- 
formation birationnelle^  ^  effectuée  sur  S,  supposer  que  p  coïncide  avec  F; 
la  difEérentielle  dv  est  alors  une  des  trois  différentielles  suivantes: 

dv^^dffy         dv  =  — ,         dv  =  ^ 


>/4y'  —  9,y  —  ?8 


dans  le  dernier  cas,   y/4y*  —  g^y  —  gl  s'exprime   rationnellement  en  x^y^z. 

Discutons  ces  trois  hypothèses,  en  remarquant  immédiatement  que  les 

intégrales  w  =  i,  t;  =  J  ne  sauraient  admettre  de  couple  de  périodes  de  la 

forme  (2û>,o),  puisque  les  fonctions  x^y^z  de  w,  t;  sont  rationnelles  en  w. 

13.  Premier  aous-cas:  dv  =  dy.  D'après  la  remarque  précédente,  u 
doit  être  sans  période;  c'est  donc  (comme  v)  une  fonction  rationnelle  de 
(^>y>^)'  Inversement,  les  fonctions  x^y^z  de  w,t;,  à  la  fois  uniformes 
et  algébriqueSy  sont  rationnelles.  La  surface  S  correspond  birationnellement 
à  un  plan. 

14.  Deuxième   sous-cas:  dv  =  —  .     En  remplaçant  u  par  u  —  av,  (a 

désignant  une  constante  convenable),  on  peut  faire  en  sorte  que  /,  J  ad- 
mettent le  couple  de  périodes  (o ,  2t;r) :  les  fonctions  x,y ,  z  de  u^v  sont 
alors  uniformes  en  c".  De  plus,  /  n'a  plus  de  périodes;  car  si  J,  t/  possédaient 
le  couple  de  périodes  (2û>,  2mê;r),  ils  posséderaient  aussi  le  couple  (201,0). 
L'intégrale  u  =  I  est  donc  {comme  é")  rationnelle  en  {x^y ,  z),  et  réci- 
proquement les  fonctions  uniformes  x ^y ,  z  de  u^é"  sont  rationnelles  en 
u^e''^=â.     La  surface  S  correspond  birationnellement  à  un  plan. 

15.  Troisième    sous-cas:    dv  =  —=:-.        ^      = .     Je    représente    par 

V4y'  —  g,y  —  g, 

20)  y  2(û'  deux  périodes  de  m  =  /  qui  correspondent  aux  périodes  de  20;^, 
20)^  de  J,  et  je  considère  l'expression  (i^[v)'\-ßVy  où  les  constantes  a,y9 
sont  choisies  de  façon  que  (ai^j  +  ß(o^)  et  {oltj^  -{-  ßo)^)  soient  égaux  respec- 
tivement à  û>  et  û;'.     Je  pose  ensuite 

W'i  =u  —  aC{v)  —  ßVy 


*  Voir  la  note   I,  p.    12. 

Aeta  mathematiea.    26  bis.    Imprimé  le  4  août  19Ü2. 
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c'est-à-dire: 

du,  =  rfw  +  [(ip{v)—ß\dv  =  Pdx  +  Qdy  +    -    -Jy    -  -  -  [ay  - y9]. 

Les   deux   intégrales   «,  =  ii ,  v  ^=  J  sont  encore  attachées  à  la  surface  S 

(puisque  yj^y^  —  g^y  —  g^  cst  rationnel  en  rc ,  y ,  ^),  et  elles  admettent  les 
deux  couples  de  périodes: 

o  ,     o       pour     i^j, 

2ûi,  y   20}^     pour     î^. 

Les  fonctions  x ,y ^  z  de  Wj ,  t^  sont  encore  rationnelles  en  «^, ,  uniformes  en 
t?,  et  elles  ne  changent  pas  quand  on  augmente  t;  de  2aij  ou  de  2o}^, 
Enfin,  si  les  intégmles  I,  ,  J  admettent  un  troisième  couple  de  périodes, 
soit  (2Û,  2«?û>j  +  2nû;j),  elles  admettent  aussi  le  couple  (2Û,o),  ce  qui 
exige  que  2Û  soit  nul.  L'intégrale  w,  =  1,  est  donc  (comme  p{v))  ration- 
nelle en  [x^y^z).  Inversement,  les  fonctions  x^y^z  de  w,t;,  uniformes  et 
algébriques  en  u,  ,  p{v)  ^  F'(^)>  s^^*  rationnelles  en  w,  ,  ^(v) ,  p'(^)"  I^ 
surface  S  correspond  birationnellement  au  cylindre  Z^  =  4F' — g^Y — g^ 
de  l'espace  (X,  T,  Z). 

En  substituant  u  —  ßv  à  w,  et  en  divisant  ensuite  w  par  a  (si  a  =♦=  o), 
on  fait  ß  =  o  et  a  =  i  :  On  voit  donc  qu'après  une  substitution  linéaire 
convenable  effectuée  sur  fi,  les  fonctions  x^y^z  de  u,v  sont  rationnelles 
en  p{v) ,  ^'{v)  et  en  U  =  u  +  eC{v)y  [e  =  o  ou  i),  et  cela  de  telle  façon 
qu'inversement  p{v)  j  p'{v)  et    U  s'expriment  rationnellement  en  {x,y,z). 

i6.     Conclusions.     La  discussion  précédente  se  résume  ainsi: 
Quand  les  fonctions  rc(w,  v) ,  y{UjV)y  z{u,v)  définies  par  un  système 
(i8)  sont  rationnelles  en  u  et  uniformes  en  v,  une  transformation  biration- 
nelle  effectuée  sur   S  et  la  substitution  à  u  d'une  combinaison  linéaire  en 
u^Vy  ramènent  le  système  (i8)  à  une  des  trois  formes: 

(I)  du  =  dXy  dv  =  dy,         z  =o, 

(II)  du  =  dx,  adv  =  --,         z  =  o, 

(III)  du  =  dx  +  '-^,  dv  =  ^^,        z'  =  4y'—ff,y—ff,^ 

(«  )  //a ,  Û3  constantes  numériques,   s  =  o  ou   i). 
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Les  fonctions  x^y^z  sont  rationnelles  en  tt,i;  dans  le  cas  (I),  en  w,  e** 
dans  le  cas  (II),  en  {w  —  ^^{v)}  ,  $^(«^) ,  J^'(^)  ^^"^  ^®  ^^^^  (HI)-  Elles  dé- 
pendent d  ailleurs  rationnellement  des  constantes  initiales  (i*?o  »  ^o  »  ^o)i  ^^ 
chose  est  évidente  dans  les  deux  premiers  cas;  dans  le  troisième,  il  suffit 
de  vérifier  ^  que  les  fonctions 

(IV)  y  =  p{v\         x  =  u  —  eC{v) 

admettent  un  théorème  d'addition.     Or  posons 

x,=x{u  +  u^,v  +  v^\       y,  =  y{v  +  v,\       x^  =  x{u, ,  t;,),       y,  =  y{v^\ 

on  trouve: 


^1 


,.  +  .,_î[V<M^Al]. 


Enfin,  la  surface  8  correspond  birationnellement,  dans  les  cas  (I),  (II) 
à  un  plan  et  dans  le  cas  (III)  au  cylindre  ;?' =  4y' — g^y  —  g^. 


Mxamen  d^un  second  cas  particulier. 

17.     Le  second  problème   que  je  traiterai  maintenant  s'énonce  ainsi: 

Determiner    tous    les   cas  où  les  fonctions  x{u ,v)  y  y{UyV) ,  0{u,v),  dé- 
finies par  le  système 


(18) 


u  =fP{x,y,e)dx  +  Q{x ,y ,  e)dy  =  I, 
V  =^fP,{x,y,z)dx+  Q,{x,y,e)dy  =  J, 


sont  rationnelles  en  é^  et  méromorpJws  en  v.     L'intégrale  J  est  supposée  dé- 
nuée de  courbes  polaires. 


^  Cette  vérification   est   inutile,   si   on   se  rappelle  que  les  fonctions  (IV)  sont  les 
quotients  de  trois  séries  d{u  ,  v)  dégénérées  [voir  le  n°  4]. 
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H  est  loisible  d  admettre  (et  c'est  ce  que  nous  ferons)  que  2i;r  est  la 
plus  petite  période  des  fonctions  x{u  ^  v^) ,  y(w,  v^) ,  z{ii,  v^.  Autrement, 
on  multiplierait  u  par  un  entier  convenable. 

Ecrivons  le  système  (i8)  sous  la  forme  (19),  (20)  [page  15],  posons 
t  =e'',   et  cherchons  à  satisfaire  aux  deux  premières  équations: 

(23)  i^ ^  =  ^ (^ ,  y ,  ^) ,         t^^t=B{x,y,z) 

en  y  remplaçant  x ,y y  z  par  des  fractions  rationnelles  en  t  d'un  certain 
degré  g.  Pour  une  valeur  convenable  de  q^  les  conditions  ainsi  formées 
sont  compatibles  et  donnent  pour  l'intégrale  générale  de  (23)  les  expressions: 

(24)  X  =  R{at ,  *),         y  =  R^{at ,  fe),         z  =  R,{at ,  è), 

les  fonctions  rationnelles  R,  B^  ,  R^  de  at  dépendant  algébriquement  d'une 
seconde  indéterminée  6.  Il  reste  à  disposer  des  fonctions  a{v)  ,  b{v)  de 
façon  à  satisfaire  aux  équations  (20).     Or  des  égalités  (24),  on  tire: 

(25)  a{v)t  =  G{x ,  y),     b{v)  =  H{x ,  y),     [G ,  H  algébriques  en  x ,  y]. 

D'après  le  raisonnement  des  pages  16,  17,  la  seconde  égalité  (25)  montre 
que  Fintégrale  J{x  j  y  y  Js),  qui,  par  hypothèse,  n'a  pas  de  courbe  polaire, 
coïncide,    moyennant  une   transformation  birationnelle  effectuée  sur  S,  avec 

l'intégrale  elliptique    1  ;  le  radical  ^4^»  —  g  y  —  g    s'exprime 

rationnellement  en  x^y y  z, 

18.  Soit  2ûi ,  2û}'  deux  périodes  de  w  =  /  qui  correspondent  aux 
deux  périodes  2û>j  ,  2ÛI3  de  «7.  Considérons  la  fonction  elliptique  de  se- 
conde espèce  e^**,  et  déterminons^   [ce  qui  est  toujours  possible]  a  et 

ß  de  façon  que  les  multiplicateurs  de  cette  fonction  soient  e""^" ,  e""^"*' ;  sa 
dérivée  logarithmique  est: 

Posons: 

du^  =  rftt  +  {C{v  —  a)  —  C{v)  +  ß}dv, 


'  Si  a)  =  (o'=o,  a  et  ß  sont  nuls,  et  la  fonction  de  seconde  espèce  se  réduit  à  l'unité. 
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c'est-à-dire: 

La  différentielle: 

est  encore  attachée  à  la  surface  S^  et  les  intégrales  Wj  =  7^,  t;  =  J  ad- 
mettent les  couples  de  périodes: 

o    ,     o       pour     Ij, 
2û>j  ,   2  ai,     pour     ./. 

Les  fonctions  x  ,y  ^  z  de  u^y  v  sont  rationnelles  ^  en  t^  =  e"» ,  méromorphes 
en  v,  et  ne  changent  pas  quand  on  augmente  t;  de  2a>,  ou  de  20) ^\  elles 
sont  donc  rationnelles  en  t^  ,  p{v) ,  p'[v).  De  plus,  tout  couple  de  périodes 
de  tt,  ,  i;  est  de  la  forme  (2û>,  2Wû>j  +  2«û>,),  et,  par  suite,  si  on  veut, 
de  la  forme  (201 ,  o);  ce  qui  exige  que  201  soit  un  multiple  de  217:.  Il 
suit  de  là  que  t,  est  (comme  p(v)  et  p'(v))  une  fonction  rationnelle  de 
X  y  y  y  z;  car  t,   est  à  la  fois  uniforme  et  algébrique  en  x ,  y ,  z. 

19.     Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante: 

L'intégrale  v  =  J  du  système  (18)  étant  dénuée  de  courbe  polaire^  les 
fonctions  x  ^  y  ^  0  de  u  ,  v  définies  par  ce  système^  —  si  elles  sont  ration- 
nelles en  ef"  et  méromorphes  en  v  — ,  sont  des  combinaisons  rationnelles  de 

p{v)  J  p\v),  et    U  =  e^"'"^^''^  X  ,  [r  désigne  un  entier,  a,  yî  des  con- 

stantes numériques,  ainsi  que  les  invariants  g^ ,  g^  de  p{v)].  Inversement 
p{v)  ,  p{v)  et   U  s'expriment  rationnellement  en  (a? ,  y ,  e). 

Si  on  veut  encore,  une  transformation  birationnelle  effectuée  sur  S  et 
la  substitution  à  u  d'une  combinaison  linéaire  en  u,  v,  ramènent  le  système 
(18)  à  la  forme: 


(18) 

\du  =  ''''  +  ^-^-  Ida)  +  \  ''Y\  +  ^1,          dv=^\ 

l                  e*  =  ^y*  —  g^y  —  9i; 

la  première  équation,  pour  a  =  0,  se  réduit  à  rfw  =  — . 

^  Par  hypothèse,   2t;r  est  la  plus  petite  période  des  fonctions  «(te ,  v^) ,  y(tt ,  v^\ 
^(w  I  ^«);  il  ôû  est  de  même  évidemment  quand  on  remplace  u  par  u^  +  F{v^. 


Digitized  by 


Google 


22  Paul  Painlevé. 

La  surface  S  est  une  transformée  birationnelle  du  cylindre: 

Z^  =  ^y^—g^y  —  g^. 

Enfin,  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  que  nous  venons  de  traiter, 
les  fonctions  x{u^v)  ,y{u,v)  ^  &{UjV)  renferment  rationnellement  les  constantes 
initiales  {x^ ,  y^ ,  z^).     Il  suffit  de  vérifier  ^  que  les  fonctions 

admettent  un  théorème  d'addition.^  Or  appelons  x^^y^^  ce  que  deviennent 
ces  fonctions  quand  on  y  remplace  u  ,  v  par  (w  + w^) ,  (t;  +  t;^),  et  appelons 
de  même  x^ ,  y^  les  valeurs  de  rc ,  y  pour  u=^u^  ,v=^v^.  On  trouve  aussitôt 
[en  posant  R{y)  =  4y ^  —ff^y—g^]' 

^    ^   ^^0   /  >JW) >JWyö) f(«)      \ 

»        2(Tia)\(y  —  y,)(y  —  pia))       (y  —  y,)(y,  —  j.?(a))       [y  ~  i.^(a)][yo  —  f(«)]  i 


î^i  =  —y  —  Vo  + 


4L      y  — yo      J  ' 


^  Voir  la  note  I  p.   19. 

'  On  aurait  traité  aussi  facilement  le  problème  qui  fait  l'objet  de  ce  chapitre  sans 
supposer  que  l'intégrale  v  =  J  soit  dénuée  de  courbes  polaires.  Il  aurait  fallu  considérer, 
en  outre  du  cas  étudié  plus  haut  (p.  20),  les  deux  cas  [n°*   13,   14]  où  on  a: 

dv  =  dy,     ou     adv  =  —  • 

^  y 

On  trouve  aussitôt  qu'une  tranHformatîon  birationnelle  effectuée  sur  S  et  une  substitution 
linéaire  effectuée  sur  u  ,  v  ramènent  le  système  (18)  [quand  les  fonctions  z,  y  ,  z  de 
u  J  V  dont  méromarphes]  à  une  des  deux  formes  : 

w  +  a=  logx  +  ay  +  ßy^  +  ...  +  Ày"",  v+b  =  y, 

CL         y  d 

u  +  a=\ogx  +  -  +  -jT-=  +  ...+  -  +  sy  +  .,.  +  Åy"^,     v  +  6  =  logy, 

y     y^  y 

a  ,  6  constantes  arbitraires,  j  ,  m ,  n  entiers  ^  O. 

Mais  si  on  veut  de  plus  que  x{u  ,  v) ,  y(u ,  v)  admettent  un  théorème  d'addition,  il  faut 
que  l'expression  de  t*  +  a  se  réduise  k  log x;  x  et  y  sont  alors  des  fonctions  rationnelles 
soit  de  e*',  v,  soit  de  e",  e''. 
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Ces  deux  cas  particuliers  traités,  je  vais  passer  à  la  discussion  du  cas 
général.  Pour  alléger  cette  discussion,  j'en  détacherai  deux  lemmes  presque 
intuitifs  concernant  les  fonctions  méromorphes. 


Deux  lemmes  relatifs  aux  fonctions  ^nêromorphes. 

20.  Lemme  A.  Soit  x  =  .p{UjV)  une  fonction  méromorphe *  de  w,  v, 
telle  que  le  changement  de  variable  v  =^  R^{u ^  v^)  [R^  algébrique  en  w,  î;^], 
la  transforme  en  une  fonction  ^^{u^v^)  algébrique  en  u.  Supposons  de 
plus  qu'il  existe  une  seconde  transformation  analogue  v  =  ß,(w ,  i;^),  telle 
que  X  =  ff^{u ,  v^)  soit  aussi  algébrique  en  u:  les  deux  transformations  sont 
seulement  assujetties  à  la  restriction  que  de  Tégalité:  R^{u^v^)  =  R^{UjV^) 
on  puisse  tirer  m,  soit  u=p{v^  ,  t;^),  p  ne  se  réduisant  pas  à  une  constante. 
Dans  ces  conditions,  je   dis  que  x{UjV)  est  une  fonction  rationnelle  de  u ,  v . 

Il  me  suffit  évidemment  de  démontrer  que  la  fonction  x  =  (piv^ ,  v^) 
est  algébrique,  car  je  reviendrai  à  la  fonction  a;  =  f(tt,t;)  en  remplaçant, 
dans  ^,  les  variables  v^  et  v^  par  deux  fonctions  algébriques  de  w ,  i; .  Or 
dans  la  fonction  ^^{u^v^,  algébrique  en  w,  remplaçons  u  par  />(v,  ,^3); 
puisque  p  est  algébrique,  le  résultat  x--=(ff{v^  ^  v^)  est  algébrique  en  Vj.  En 
permutant  le  rôle  de  v^ ,  v^,  on  verrait  de  même  que  <p  est  algébrique  en  v,. 

C.  Q.  P.  D. 

En  particulier,  considérons  la  transformation 

(29)     V  =  a{u  +  hf  +  ^(m  +  A)  "+...  +  A(w  +  h)  *"'  +  w{u  +  Ä)"», 

(w  ,  n  ,  t  entiers,  m  >  o,  ê  ^  o,  n  >  t), 

oîi  h  est  une  constante  arbitraire  dont  peuvent  dépendre  a,/9,...,A; 
admettons  que,  pour  h  quelconque^  cette  transformation  change  x  =  f>{u ,  v) 
en  une  fonction  x  ^  0{u ,  w)  algébrique  en  m:  il  suffit  de  donner  à  h  deux 
valeurs  particulières  arbitraires  h^yh^j  de  poser  w  =  v^  pour  ä  =  Äj,  f<;  =  t;, 
pour  h  =  h^j  et  d  appliquer  la  proposition  précédente  pour  voir  que  x{u^v) 
est  rationnel  en  UyV,     Il  ny  a  d'exception  que  si  l'égalité: 

*  Si  f/(u  ,  v)  est  une  fonction  quelconque,  le  lemme  subsiste,  à  condition  de  rem- 
placer dans  l'énoncé  le  mot  rationelle  par  le  mot  algébrique. 
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ne  définit  pas  u  en  fonction  de  v,  ,  t?,;  autrement  dit,  si  la  valeur 


i. 

ne  dépend  pas  de  t^.  Ce  cas  exceptionnel  ne  saurait  évidemment  se  pré- 
senter que  si  i  est  nuly  m  égal  à  i  et  a  indépendant  de  h;  en  particulier, 
si  n<my  Texception  ne  se  présente  que  dans  le  cas  où  la  transformation 

(29)  se  réduit  à  la  suivante:  * 

(30)  V  =  a{u  +  h)  '{'  Wj       (a  numérique). 

Nous  aboutissons  donc  à  ce  lemme: 

Lemme  A,  Si  une  fonction  méromorphe  x  =  y[u^v)  devient ^  après  une 
transformation  (29)  où  h  est  arbitraire^  une  fonction  0{u,w)  algébrique  en 
w,  c'est  une  fonction  rationnelle  de  UyV,  sauf  peut-être  dans  le  cas  où  i  est 
nul.  Si,  dans  la  transformation  (29),  n  est  au  plus  égal  à  m,  ç>{u,v)  est 
rationnelle  en  w,i;,  à  moins  que  la  transformation  (29)  ne  se  réduise  à  la 
transformation  (30). 

21.  Lemme  B.  Si  une  fonction  x  =  fp(w),  uniforme  dans  le  domaine 
d'un  point  u  =^  a,  s'exprime  par  une  combinaison  algébrique  de  plusieurs 
fonctions  fPi(w),  ...,  J^a(w),  algébroïdes'  pour  w  =  a,  f>{u)  est  holomorphe 
pour  tt  =  of  ou  admet  u  =  a  comme  pôle. 

*    Si    la    transformation    v  =  au  +  v^    change   f(u ,  v)  en  une  fonction  jp,(ti  ,  v,) 

algébrique  en  m,  il  en  est  de  même  évidemment  de  la  transformation  v  =  «(«  + A) +  t;^, 

qui  substitue  à  v^  l'expression  (ah  +  v,);  la  présence  de  h  est,  dans  ce  cas,  purement 

parasite. 

'  On  sait  qu'une  fonction  f(u)  est  dite  algéhroïde  pour  ii  =  a  si  elle  est  dévelop- 

1^ 

pable,    dans    le    voisinage    de    n  =  a,    suivant  les  puissances  croissantes  de  (u  —  a)*, 

(n   entier    >  O),   les   premières  puissances  pouvant  être  négatives;  f{u)  est  fracHonnaire 

ou    méromorphe    pour  M  =  a  si   w  =  a   est  un  pôle  de  f{u).     On  dit  que  f{u)  est  algé- 

broïde  pour  m  =  00  si  la   fonction  /i(W|)^/'(  —  )   est  algébroïde  pour  t*,  =  O. 
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En  particulier,  si  ç>{u)  est  méromorpJie  dans  tout  le  plan  et  s'exprime 
algébriquement  à  Vaide  de  plusieurs  fonctions  f>,(w) ,  ...j^aI^))  algébroïdes 
pour  u  =  Qo,  ^{u)  est  une  fraction  rationnelle. 

Ce  lemme  est  évident;  w  =  a  ne  peut  être  qu'un  point  algébrique  — 
donc  un  point  régulier  ou  un  pôle  —  de  la  fonction  ^(w)  uniforme  dans 
le  voisinage  de  w  =  a. 


Eoùamen  d'une  courbe  polaire  non  logarithmique. 

22.  Nous  allons  aborder  maintenant  Tétude  générale  du  cas  où  les 
fonctions  inverses  x{u,v) ,  ij{u,v) ,  z{u ,  v)  des  différentielles  totales 

u  =  I{x,y,z),         v  =  J{x,y,z) 

renferment  rationnellement  les  constantes  ^o  >  ^o  »  ^o  j  ^^  supposant  seulement 
qu'une  au  moins  des  intégrales  /,  J  admet  (à  distance  finie  ou  infinie) 
une  courbe  polaire. 

C'est  la  discussion  des  intégrales  1 ,  J  dans  le  voisinage  d'une  courbe 
polaire  qui  constituera  toute  la  dijfficulté  de  cette  étude.  ^  Nous  pouvons, 
moyennant  une  transformation  birationnelle  effectuée  sur  Ä,  faire  en  sorte 
[voir  le  n°  lo]  que  la  courbe  polaire  considérée  F  soit  située  à  distance 
finie  dans  le  plan  a;  =  o,  sans  se  réduire  à  une  droite  parallèle  à  oz. 
Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  F  est  une  courbe  polaire  non  loga- 
rithmique  pour   une   détermination    (7,  ,  J^)    du   couple  d'intégrales  {I ,  J)- 

*  Comme  on  peut  augmenter  w ,  ü  de  constantes  arbitraires,  il  est  loisible  (et  c'est  ce 
que  nous  ferons,  pour  simplifier  l'écriture)  de  supposer,  que  -u  =  O,  t;  =  o  sont  des  valeurs 
quelconques;  autrement  dit,  nous  admettrons  qu'on  a  préalablement  remplacé  u  ,  v  par 
«  +  a ,  V  +  h,  les  constantes  a  ,  b  étant  arbitrairement  choisies  ^et  non  exceptionnelles). 
Dans  ces  conditions,  les  fonctions  «(w  ,  v) ,  y(« ,  v) ,  ä(w  ,  v)  pour  i;  =  0,  ne  se  réduisent 
pas  toutes  trois  à  des  constantes,  et  la  même  remarque  s'applique  à  u^o.  De  plus,  on  sait 
que  x(u  +  A ,  v  +  fe)  s'exprime  rationnellement  à  Taide  de  D^(u)=x(u,  k\  I7,(tt)=y  («,  fe), 
I7,(«)  =  Ä(t*,Ä)  et  de  F,(v)=^«(Ä.i;).  F,(i;)  =  y(Ä,  v) ,  V,(v)  =  z{h ,v);  soit 

x{u  +  h,y  +  k)  =  R{U,,  U,,  17,,  F„  F,,  F,); 

pour    A  =  fr  =  o    et    u,v  arbitraires,  les  valeurs  de   î/^,  U,,  ïTj,  F,,  F,,  F,  ne  donnent 

pas  à  12  la  forme  -,  et  la  même  remarque  s'applique  k  y  ,  z, 

Aeta  nuUhmuUiea,    26  bis.    Imprimé  la  26  août  1902.  4 
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Les   deux   branches   en   question   de   2,  «7  sont  développables  sous  la 
forme: 

(32)    v=J^^  +  ^+...  +  ^^  +  £M+B,Uy)X  +  ..., 


avec 


X  =  X^     {l  entier  >^  i); 


les  ^  ,  B  sont  des  fonctions  algébriques  de  y,  holomorphes  pour  une  valeur 
quelconque  (non  exceptionnelle)  y^  de  y,  et  les  développements  (31),  (32), 
pour  y  =  y^^  convergent  quand  |a;|  est  suffisamment  petit;  m  et  n  sont 
deux  entiers  positifs  dont  un  au  moins  n'est  pas  nul;  il  est  loisible  de 
supposer  w  >  n  et  m>  o. 

Ceci   posé,    éliminons    X  entre   les   équations   (31)    et  (32).     Posons: 

Wi=(tt  +  Ä)'",  (Ä  constante  arbitraire);  le  développement  de  Wj  peut  s'écrire: 

«,=^^+o,(y)  +  a,(y)X  +  ..., 
et  en  remplaçant  X  en  fonction  de  m,   dans  l'égalité  (32),  ü  vient: 
(33)         V  =  a{y)u'',  +  ß{fj)ur'  + ...  +  v{y)u,  +  i5{y)  +  ^  +  ..., 

1 

la  série  (pour  y  =  y^)  convergeant  si  |w,  |  est  suffisamment  grand. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  dans  le  développement  (33)  tou^ 
les  coefficients  a,  ^, . . .  jusqulà  ©  inclusivement  sont  ou  non  indépendants  de  y. 

Premier  cas. 

23.  Supposons  que  les  coefficients  0L{y)  y  ß{y) ,  - .  -  y  S){y)  ne  soient 
pas  tous  des  constantes;  soit  Å  le  premier  de  ces  coefficients  qui  dépende 
effectivement  de  y,  et  soit  X{y)u\  le  terme  correspondant  de  la  série  (33). 
Posons  : 

u=  —h  +  uTy         v  =  aul  +  yîwj-*  +  •  •  •  +  tvu\,       {k  >  o). 
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Les  fonctions  x  ^  y ,  z  de  u ,  v  deviennent  des  fonctions  méromorphes  de 
ttj ,  w  qui  vérifient  (pour  les  grandes  valeurs  de  u^)  les  relations: 

(34)    u,==^  +  a,iy)  +  a,{y)X  +  ...,     «,  =  A(y)  +  ^ +...,     [A'(.y)*o]. 

Soit  y^  une  valeur  arbitraire  de  y  (valeur  pour  laquelle  les  fonctions  algé- 
briques a^{y)  ,  ö,(y)  ,  . . . ,  A(t/)  ,  fi{y) ,  . . .  sont  holomorphes  et  a^  différent 
de  zéro);  pour  u^  =  oo  et  y  =  y^,  w  prend  la  valeur  w^  =  ^(t/^),  variable 

avec  y^.     Pour  plus  de  clarté,  remplaçons  u^  par  —  ;  le  système 

définit  un  couple  de  fonctions  X[u\w)  ^  y{u\w)  qui  pour  w'  =  o,  w=w^ 
sont    holomorphes    et    prennent   les   valeurs  X  =  o,  y  =  y^.     Les  fonctions 
méromorphes  x  =  X^  ei  y  de  {u^  ^  w)  sont  donc  rationnelles  en  u^. 
Ceci  revient  à  dire  que  la  transformation: 


n— 1 


(29)  v  =  a{u  +  hY  +  /9(w  +  Ä)  '"   +  . . .  +  m;(w  +  Ä)* 

(m  >^  n  >^  Ä  >  o,     A  constante  arbitraire) 

change  les  fonctions  méromorphes  a; ,  y  de  u^v  en  deux  fonctions  de  « ,  w? 
qui  sont  algébriques  en  u.  Il  résulte  alors  du  lemme  A  que  x  et  y  (par 
suite  z)  sont  rationnelles  en  w,v,  à  moins  que  la  transformation  (29)  ne 
se  réduise  à  la  forme:  t;  =  a(w  +  Ä)  +  w?,  (a  constante  numérique).  Il 
suffit  alors  de  remplacer  l'intégrale  J  par  la  combinaison  w  =  I — ou/ pour 
que  les  fonctions  x^y^s  soient  rationnelles  en  u.     D'où  cette  conclusion: 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe^  les  fonctions  x  ^  y ,  z  sont  tathnnelles  en 
Uy  après  qu'on  a  remplacé  v  par  une  combinaison  linéaire  convenable  de  u,v. 

Deuxième  cas. 

24.  Supposons  maintenant  que  dans  le  développement  (33)  tous  les 
coefficients  a,/9,  ...  jusqu'à  ©  inclusivement  soient  indépendants  de  y. 
Posons  encore: 

u  =  —  A  +  w^,         v  =  aui+  ßul'^  +  . . .  +  vwi  +  m;. 
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Si  je  montre  que  les  fonctions  méromorphes  x  ^y  ^  z  de  u^y  w  sont  ration- 
nelles en  Uy  rien  n  est  changé  à  la  conclusion  précédente.  Or  les  fonctions 
X  =  ^[UyV)y  y  =  ^(^u  ,v)   admettant  un  théorème  d'addition,  les  fonctions 

X  =  ç^{uT  —  h,  aii'l  +  .,.  +  w)  =  ^,{u,,  w) 
et 

y  =  <^(uT  —  h  ,  awî  +  ,,,^w)  =  <p^{u^ ,  w;) 

s'expriment  algébriquement  ^  à  l'aide  des  quatre  fonctions  méromorpJies  à  une 
variable  : 

U,{u,)  =  ^{uT,au1  +  ...  +  vu,l  U,{u,)  =  î^«,  awï  +  ...  +  ^u,), 

Pour  que  f  j  et  <p^  soient  rationnels  en  w, ,  il  faut  et  il  suffit  que  U^ ,  U^ 
le  soient:  c'est  ce  que  je  vais  établir. 

Eemarquons  d'abord  qu'inversement  U^ ,  U^  peuvent  s'exprimer  algé- 
briquement à  l'aide  de  V^^V^  et  de  a;  =  jTj,  y  =  î^i-  Ceci  posé,  soit 
o{y)  le  premier  des  coefficients  ©,yO,  ...  du  développement  (33)  qui  dé- 
pend effectivement  de  y,  et  soit  — j-  le  terme  de  (33)  correspondant.* 
Faisons  la  substitution: 

^  =  ir  +  •••  +  "*  •  . 

Les  égalités  (31),  (32)  équivalent  alors  aux  suivantes: 

et  ce  dernier  système  définit  un  couple  de  fonctions  X(tt, ,  «;) ,  y  (Wj ,  w) 
qui,  pour  1^,  =  00,  m?' »  w?i  (wj  arbitraire)^  sont  holomorphes  et  prennent 
les  valeurs  X==o,  y^y^.     D'autre  part,   F^,  F,  deviennent  des  fonctions 

Tr,K,u;')=F,(^  +  ...  +  î^;),Tr>,,«;')=F,(^  +  ...+^;)  qui  admet- 


^  Voir  la  note  l,  p.  25. 

'  Un  tel  terme  existe  toujours;  autrement,  v  serait  fonction  de  w^,  et  PQ^  —  QP^ 
identiquement  nul. 
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tent  ttj  =s  oo  comme  point  régulier  ou  comme  pôle.  Les  fonctions  méro- 
morphes  U^{u^) ,  ü^{u^)  apparaissent  ainsi  comme  des  combinaisons  algébriques 
de  quatre  fonctions  W^^W^yX^y  de  (w, ,  w')  qui  {w'  étant  quelconque)  sont 
algébroïdes  pour  u^  =  oo:  d'après  le  lemme  (B),  Î7,  et  Î7,  sont  ration- 
nelles en  M,.  C.  Q.  P.  D. 

La  conclusion,  dans  le  second  cas,  est  la  même  que  dans  le  premier. 
Si  donc  il  existe  une  courbe  polaire  non  logarithmique,  les  fonctions  x  y  y  ^  z 
sont  rationnelles  en  w,  après  qu'on  a  remplacé  v  par  une  combinaison  li- 
néaire convenable  de  u  ,  v. 


Examen  d'une  courbe  polaire  logarithmique. 

25.  Plaçons-nous  maintenant  dans  Thypothèses  où  la  courbe  polaire 
x  =  o  est  logarithmique  pour  une  au  moins  des  deux  branches  / ,  J  con- 
sidérées.    Les  résidus  correspondants  a  y  ß  de  I ,  J  ne  sont  pas  nuls  tous 

deux,  soit  ß  ^  o;  en  substituant  ßl —  aJ  a  I  et  -^  à  J,  on  peut  supposer 

oc  =  o,  y9  =  I .     Dans  ces  conditions,  le  couple  I  y  J  se  développe  sous  la 
forme  suivante  [voir  le  n**   10] 

(35)  u  =  I{x,y,z)  =  ^  +  ^+...+  àj^  +  A„  +  A„^,X  +  ..., 

(36)  v  =  J{x,y,z)^^  +  -^+...+  ^  +  logX-\.B„  +  B^^,X+.... 

Dans  ces  conditions,  les  fonctions  méromorphes  x  y  y  y  z  de  u  y  v  ne 
changent  pas  quand  on  augmente  v  de  21^,  et  sont,  par  suite,  des  fonc- 
tions uniformes  de  0  =  6",  fonctions  dont  les  seules  singularités  essentielles 
possibles,  dans  le  champ  des  Ö,  sont  d  =  Oy  0  =  00. 

Je  représenterai  systématiquement,  dans  ce  qui  suit,  par  ^(w,t;),^(w,i;) 
les  fonctions  a?,  y  de  (w,  v),  par  <p^{Uy  6) ,  (p^{Uy6)  les  fonctions  a: ,  y  de 
(m  ,  6);  on  a: 

^,{Uy     e)     =      <P[U   ylOge)y  ^,{U,6)     -      4^{Uy     lùg  ff). 
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Je  représenterai^  par  V^{v)  ^  V^{v)  les  fonctions  jr(o,t;),  ^(o,t;),  et  par 
T^{d) ,  T^{â)  les  fonctions  uniformes  F^(logö),  F, (logo).  D'après  le  théorème 
cV  addition,  f[u^v)  et  ^(tt,  t;)  s  expriment  algébriquement  à  l'aide  de  jp(w,o), 
^(m,  o)  et  de  y^{v) ,  V^{v)\  pour  démontrer  que  x  et  y  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  0  =  6",  il  suffit  de  démontrer  que  T^,  T,  5owi  rationnelles 
en  6.     Mais  le  théorème  d'addition  définit  encore  algébriquement 

à  l'aide  de  ^^iu,  â) ,  <fi,{u,  â) ,  ^,{%,  â,)  ,Jf,{u^,  â^);  en  particulier,  si  on 
fait  u  =  u^  =  o,  on  voit  que  T^{ßÖ^  ,  ^^l^)  s'expriment  algébriqtiement  à 

l'aide  de  T,{â)  ,  T,(ö) ,  T^(<?,)  ,  T,(öj;  U  en  résulte  notamment  que  tJ^Y 

tJ^\  s'expriment  algébriquement  à  l'aide  de  T^{â) ,  T^{â).    Si  donc  T, ,  T, 

n'admettent  pas  la  valeur  â  =  o  comme  singularité  essentielle,  il  en  va  de 
même  pour  la  valeur  ö=co.  Autrement  dit,  si  les  fonctions  l\(ö),  T^{0) 
sont  méromorpheSy   elles  sont  nécessairement  rationnelles.     D'où  cette  c<m- 

clusion: 

Pour  établir  que  les  fonctions  x  ^  y  de  u  ^  0  =^  é'  sont  rationnelles  en  6  y 
il  suffit  de  prouver  que  T^{â) ,  T^{â)  sont  méromorphes. 

Ceci  posé,  distinguons  deux  cas  suivant  que  l'entier  m  est  positif  ou  nul. 


Premier  cas:  m  >  o. 

26.     Posons    Wj  =  (î/  -j-  Ä)"»j    tirons    X  de  l'équation  (35)  et  portons 
dans  l'équation  (36),  en  remarquant  que 

logZ  =  -  log«.  +  ^log  A(e/)  +  ^^  +  "i!p  +  •  •  • 
(Jç ,  a,  ,  a, ,  . . .  algébriques  en  y). 


*  Voir  la  note  i,  p.  25.  A  la  valeur  t;  =  0,  correspond  la  valeur  ^=  I.  Les 
fonctions  Fi(v)  ,V^(v)  ne  sont  pas  toutes  deux  des  constantes,  et  ne  peuvent,  par  suite, 
se  réduire  simultanément  à  des  fractions  rationnelles. 
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Il  vient 

(37)  «^  =  aw?  +  yîwr'  +  .  .  .  +  î^Wi  —  \ogu,  +  a  +^+ 

Je  dis  d'abord  que  tous  les  coefficients  a{y) ,  ß{y) ,  . . . ,  v(t/)  sont  des  con-^ 
stantes. 

Supposons    en    effet  qu'il    en    soit   autrement;   soit  X  le  premier  des 

coefficients    a  ,  y9,  .  .  .  ,  v  qui    dépend    effectivement    de  y,   et  soit  Xu^  le 

terme  correspondant  du  développement  (37).  Faisons  le  changement  de 
variables: 

u  =  uT  —  Ä,  V  =  aul  +  ßu'l'^  +  .  .  .  +  wul      (A  >  i); 

je  vais  montrer  que  les  fonctions  méromorphes  x^  y ,  z  de  u^  ,  w  sont  (pour 
w  quelconque)  rationnelles  en  u^  ;  le  lemme  A  conduit  dès  lors  à  cette  con- 
clusion absurde  ^  que  les  fonctions  ce  ^  y  ,  z  de  u  ^  v  sont  rationnelles, 

A    cet    effet,    substituons    à    la  variable  w  la  variable  v^   définie  par 
Tégalité: 

V  =  aul  +  ßul"'  +  .  .  .  +  v,u\  —  log u^, 

ce  qui  entraîne 

logw, 


î^  =  t; 


1  k 


et  posons'*:  x  =  <P{u^yV^)^  y  =V{u^^v^)\  les  égalités  (35)  et  (36)  prennent 
la  forme: 

«,  =:^  +  &,(y)  +  &,(y)X+...,         t;,=A(y)  +  ^^  +  ...,        {X{y)'¥o), 

et  si  c  désigne  la  valeur  {ai'bitraire)  Å{y^)y  les  deux  dernières  équations  dé- 
finissent un  couple  X(u^  >  î^)  ,  2/(^1 1  ^)  qiii  pour  w,  =  cx),  t;j  =  c  est  holo- 
morphe   et    prend    les  valeurs  X  =  o,   y  =  y^.     Les  fonctions   (P,V''  sont 


^  Les  fonctions  x  ^y ,  z  de  u ,  v  ne  changent  pas  quand  on  augmente  v  de  2iK, 
et  ne  peuvent  être  rationnelles  en  v  sans  être  indépendantes  de  v. 

'  (P  et  îP*  sont  uniformes  mais  peuvent  admettre  w,  =  00,  u^=0,  v^  =  qo  comme 
points  essentiels. 
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donc  holomorphes  pour  w^  =  co,  v^=Cy  et  quand  on  donne  à  w,  de  grandes 
valeurs,  à  v^  des  valeurs  voisines  de  c,  0  et  ¥  diffèrent  très  peu  de  o  et  y^. 
Eevçnons  maintenant  à  la  variable  w^  et  soit  ^  =  ^i(Wj ,  w;),  t/  =  ^\(^i  >  ^)  5 
on  a: 

0,  =  0U  ,  w  +  ^^)  =  0{u,  ,w  +  e\ 

e    tendant    vers    zéro  ^    avec    — .     Donnons  à  w?  la  valeur  constante  c:  la 

fonction  0j{u^ ,  *)  =  ^(«^1 ,  Ä  +  e)  diffère  très  peu  de  zéro  quand  u^  tend 
arbitrairement  vers  l'infini;  elle  est  donc  holomorphe  pour  Wj  =  00,  et, 
comme  elle  est  méromorphe,  c'est  une  fonction  rationnelle  de  w,.  La 
même  conclusion  s'applique  à  y,  donc  à  j8f,  résultat  absurde. 

0.  Q.  P.  D. 

27.  Ce  point  établi,  je  vais  montrer  que,  (moyennant  une  transforma- 
tion linéaire  effectuée  sur  u^v)^  x ^y  ^  z  sont,  dans  le  cas  qui  nous  occupe ^ 
rationnelles  en  u  et  â  =  é'. 

Puisque  a,  ^,  . . . ,  ï^  sont  des  constantes,  posons: 

(38)      v  =  aul  +  ßul-'  +  .,.  +  uu,+logT=E{u,)  +  logT,         u^uT  —  h] 

X  =  f>{u yv)  et  y  =  ^(w,  v)  deviennent  des  fonctions  uniformes  de  u^,  t 
dont  les  seules  singularités  essentielles  possibles  sont  Wj  =  cx),  r  =  o,  t=oo, 
et  qui,  en  vertu  du  théorème  d'addition,  s'expriment  algébriquement  ^  à 
l'aide  des  quatre  fonctions: 

Ü,  =  f>[uT  -  h,  Hiu,)l         V,  =  ^[uT  -  h ,  H{u,)l 
T,{t)  =  f^(o,  logr),         T,(r)  =  î^(o,  logr). 


^    Les    fonctions    0^(u^w),    V^{u^w)    sont    uniformes;    il  est  donc  loisible,  dans 
lo^  u. 
— -j^ — ,  de  prendre  la  détermination  de  log  u^  telle  que  sa  partie  imaginaire  soit  comprise 

entre  O  et  2;r. 

■  Ces  expressions  algébriques  en    17^ ,  U,  ^  T, ,  T,   ne  sauraient  être  de  la  forme 
G 
-,   du  moment  que  les  valeurs  w  =  0,   t;  =  0  sont  quelconques  (voir  la  note  I,  p.  25). 

La  même  remarque  s'applique  à  tous  les  raisonnements  analogues. 
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Inversement,  7\(r),  T,(r)  s'expriment  algébriquement  à  Vside  dex{u^  ,  r) , 
y{u^  ,  t)  (et  de  C/,  ,  C/,).  Les  fonctions  T^{t)  ,  ^^^(r)  sont  donc  méromor- 
phes  (et  par  suite  rationnelles)  si  les  fonctions  x{u^  ,  t)  ,  2/(w,  ,  r)  sont  méro- 
morphes;  à  ces  dernières,  substituons  les  fonctions  x{t  ^  r) ,  y{t  ^  r)  obtenues 

en    posant    Wj  =  - ,    fonctions    qui    ne    sauraient   présenter  de  singularités 

essentielles  en  dehors  dei  =  oo,  r  =  o,  r=oo.^  Je  dis  que  r  =  o  n'est 
pas  un  point  essentiel   de   ces  fonctions,   ou,  si  on  veut,  en  remplaçant  r 

par  —,  que  u^  =  oo  est  un  point  régulier  ou  un  pôle  des  fonctions  x{u^,  t), 

y(w^,  t).  Pour  nous  en  rendre  compte,  changeons  logr  en  logt  —  logWj 
dans  l'équation  (38):  on  voit  que  x{u^  ,  t) ,  y{u^  ,  t)  s'expriment  algébrique- 
ment à  l'aide  de  T^{t) ,  T^{t)  y  U[,  I7J,  si  ü[,  Î7J  désignent  les  fonctions 
déduites  de    U,  ,11^   ©n  y  remplaçant  H{u^)  par  Ä(w,)  —  logw,  ;  à  savoir: 

U[  =  ^[uT-h,H{u,)  —  \ogu,l         U',  =  <p[uT  —  h,H{u,)  —  logu,]. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  que  u^  =  00  n^est  pas  un  point  essentiel  de 

Admettons,  pour  un  instant,  ce  résultat.  Alors,  T^{t) ,  T^{t)  sont 
nécessairement  rationnels,  et  comme  U^ ,  (7,  s'expriment  algébriquement  à 
l'aide  de  ZJJ,  Z7J,  Ti(wi) ,  ^3(^1),  les  fonctions  méromorphes  Ï7j(w,),  U^{u^) 
sont  aussi  rationnelles.  H  suit  de  là  que  les  fonctions  x{u^  »  t)  ,  y(Wj  ,  r) 
sont  rationnelles  en  w,  ,  r;  par  conséquent,  x{UyV),y{u^v)  deviennent  des 
fonctions  algébriques  de  u  quand  on  y  fait  le  changement  de  variables 

V  =  a{u  +  h)'^  +  ß{u  +  h)'^   +  , . .  +  p{u  +  hy  +  w; 

mais,  d'après  lé  lemme  A,  ceci  exige  que  x^y^z  «oient  rationnels  enw,i; 
(résultat  absurde),  à  moins  que  la  relation  entrQ  t;  et  m?  ne  soit  de  la  forme  : 
i;  =  aw  +  w^-  En  substituant  à  t;  la  combinaison  v  —  aw,  on  voit  que  Zöä 
fonctions  x,y\z  de  [u^v)  sont  rationnelles  en  u  et  en  d^e". 

C.  Q.  P.  D. 


*   Si  les   fonctions  «(^,  r) ,  y(i,  r) ,  «(^,  r)   sont  méromorphes,   il   en  est  dé  même 
sûrement  des  fonctions  obtenues  en  remplaçant  i  par  WjT. 

Aeta  nuUhvmaHea,    26  bis.    Imprimé  le  26  août  1902.  5 
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28.  Il  nous  reste  donc  seulement  à  démontrer  que  ü[{ui)  ^  ï^i(«*i) 
sont  holomorphes  ou  rationnels  pour  m,  =  00.  Or  écrivons  les  relations 
entre  X,y,Wj,<,  déduites  des  équations  (35),  (36),  (37);  ces  relations 
sont  de  la  forme: 


(39) 


«,=^^  +  ô,(y)  +  6,(y)X  + 


soit  x{y)  le  premier  des  coefficients  (î,îy,  ...  qui  dépende  effectivement  de 
y  et  soit  — j-  le  terme  correspondant  du  développement  (39).     Faisons  un 

Ut 

dernier  changement  de  variables: 

^1  fil 

les  relations: 

«,=^  +  J.(f,)  +  ft,(y)X+...,         <'  =  x(y)  +  ^-^+...,    (x'(y)^o) 

nous  montrent,  d'après  un  raisonnement  déjà  fait,  que  les  fonctions  x  ,  y 
de  (Wj  ,  f)  sont  holomorphes  pour  m^  =  co  ;  mais  ces  fonctions  s'expriment 
algébriquement  à  l'aide  de  Î7î,  ÜJ,  et  des  fonctions  T^ ,  TJ  de  u^ ,  f  ob- 
tenues en  remplaçant  dans  T^  ^  T^  la  variable  t  par  l'expression 

<  =  rf  +  f-  +  . ..  +  -,; 

TJ  et  TJ  sont  holomorphes  (ou  fractionnaires)  pour  Wj  =  c»;  car  l'argu- 
ment t  pour  Wj  =  cx)  (et  <'  quelconque)  s'y  réduit  ^  à  <?  4=  o.  Inversement, 
d'ailleurs,  U[  et  ?7i  s'expriment  algébriquement  à  l'aide  des  quatre  fonc- 
tions x{u^ ,  t')  y  y{u^,  t') ,  T( ,  Ti,  toutes  quatre  algébroïdes  pour  u^  =  cx>] 
le  point  Wj  =  oû  n'est  donc  pas  un  point  essentiel  de  U[{u[) ,  J7j(wi).  La 
discussion  du  cas  m  >  o  est  achevée. 


^  81  j  =  0,  autrement  dit  si  âXy)^0,  t  ooïncide  avec  t'  et  T[  t  T  t  ne  dépendent 
que  de  ^. 
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Deuxième  cas:  fn  =  o. 

29.  Supposons  d'abord  que  n  soit  nul  en  même  temps  que  m,  (autre- 
ment dit  que  / ,  c/  ne  deviennent  infinies  que  logarithmiqtcement  sur  la 
courbe  polaire).     Ecrivons  les  deux  égalités: 

(40)  u  =  A,{y)  +  Ä,{y)X  +  A,{y)X'  +.... 

(41)  v  =  \ogX+B,{y)  +  B,{y)X+,... 

Posons  0  =  6",  et  montrons  que  x  ,  y ,  z  sont  des  fonctions  méromorphes  de 
u  ,  0,  par  suite  [n°  25]  des  fonctions  rationnelles  de  0.    L'équation  (41)  devient: 

(42)  e  =  X[c,{y)  +  c,[y)X  +  c,{y)X'  +...],      c,  =  e'^'^  *  o; 
en  portant  dans  (40)  la  valeur  de  X  tirée  de  (42),  on  trouve: 

w  =  <y)  +  ß{y)o  + . . .  +  KvW  +  . . . . 

Soit  A  le  premier  des  coefficients  a,/5,  -..jA,  ...  qui  dépende  effectivement 
de  y.     La  transformation: 

u  =  a+ßa+  ,,,  +  u^â^ 

conduit  aux  relations  suivantes  entre  w,  ,  ^ ,  X ,  y: 

«1  =  Ky)+Mo  +  p{y)â'  +  ....,    ^  =  x[co  +  c,x+.. .],    [A'(y)*o], 

et  d'après  un  raisonnement  déjà  employé,  ces  équations  sont  vérifiées  par 
un  couple:  X(w,  y  ^)  y  vi^u  ^)i  holomorphe  pour  «i  =  wj,  Ö  =  o.  Les  fonc- 
tions (c{Uiy  d) ,  y{Uiy  0),  sont  donc  holomorphes  pour  ö  =  o;  mais  d'autre 
part,  elles  s'expriment  algébriquement^  à  l'aide  des  quatre  fonctions: 

U,  =  p{a  +  ßa+...  +  u,â'  ,0),       ^U,  =  ip{a  +  ß0+...  +  u,â^ ,  o), 

et  inversement  T^ ,  T,  s'expriment  algébriquement  à  l'aide  des  fonctions 
^1  j  ^a  >  ^(^1  )  ^)  j  y(^i  >  ^)   q^i  <öMfe5  /es  gwairö  '  sont  holonwrphes  ou  frac- 

*  Voir  la  note  i,  p.  25. 

•  La  chose  est  évidente  pour   t/j ,  U^  puisque  les  fonctions  x  =  f>{u ^  v) ,  y  ^=  <p(u ^  v) 
sont  méromorphes. 
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iionnaires  pour  â  =  o.  Les  fonctions  uniformes  T^{â)  ,  T^iâ)  ne  sauraient 
donc  admettre  0  =  o  comme  point  essentiel,  et  sont  des  fonctions  méro- 
morphes  (par  suite  rationnelles)  de  â.  Il  en  est  donc  de  même  des  fonc- 
tions X  ,  y  ^  z  de  u  ,  â.  C.  Q.  F.  D. 

30.  Je  vais  établir  maintenant  que  le  cas  précédent  est  le  seul  pos- 
sible si  m  est  nul,  autrement  dit  que  n  est  nécessairement  nul  avec  m. 
Admettons  en  effet  qu'il  en  soit  autrement  et  voyons  que  Thypothèse  est 
absurde. 

Soit  donc  m  =  o,  «  >  o.  Nous  distinguerons  ce  cas  en  deux  sous-cas 
suivant  que  Ao{y)  est  ou  non  une  constante. 


Premier  sous-cas:  m  =  o,  «  >  o,  -4i(y)^o. 
Ecrivons  les  deux  égalités 

(43)  u  =  A,{y)  +  My)X  +  A,{y)X'  -|-  . . . ,     [A\  (y)  ^  o], 

(44)  -  =  ^^+|g+...+^^  +  logZ  +  ^^^^^ 

(w>o); 

soit  y  Q  une  valeur  quelconque  (non  exceptionnelle)  de  y,  et  Uq  la  valeur  cor- 
respondante de  Ao',  si  nous  donnons  à  tt,  dans  (43),  la  valeur  (arbitraire) 
Wo,  nous  pouvons  en  tirer  y  sous  la  forme: 

y  =  y,+gX+hX'+,.., 

et  en  portant  dans  (44)  il  vient: 

quand  X  tend  vers  zéro  arbitrairement,  v  tend  vers  l'infini  arbitrairement' 

'  Posons  w  ^  -^-r — :  =jO  (cos  O»  + 1  siu  û>),  X  =  r(co8  jp  +  i  sin  jo),  log  X=  log  r  +  if, 
{ip    restant   compris  expressément  entre  o  et  3?:);  dans  ces  conditions,  £  tend  vers  zéro 
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d'après  Tégalité  (45);  donc  si,  pour  u  =  Uoj  v  tend  arbitrairement  vers 
Imfini,  la  fonction  uniforme  x  =  X\Uo,v)  tend  vers  zéro,  y  tend  vers  iJq, 
Les  fonctions  méromorphes  x ^y ,  z  de  u,  v  seraient  donc  rationnelles  en  v , 
ce  qui  est  absurde.  G.  Q.  F.  D. 


Second  sous-cas:  w  =  o,  w  >  o,  Â^iy)  =  o. 

31.     Il    est   loisible   d'admettre   que  la  valeur  constante  A^  est  nulle 
(en  augmentant  u  d'une  constante)  et  d'écrire: 


(46) 


u  =  X^{A,{y)  +  XA,^,{y) +  ...},         q>o, 


Si  nous  remplaçons  u  par  «î,  et  si  nous  tirons  X  de  la  première  équation 
(46),   il  vient   [en  remarquant  que  logWj  =  logX  +  ^o(î/)  +  û^i(y)-2f  +  •  •  •]  • 

(47)  t;  =  4 +  -êri +  •..  +  ;;-  +  ^ogu,  +  s  +^ti,  +  . . . . 

Soit  Å  le  premier  des  coefficients  a ,  /9,  . . . ,  fî> ,  . . .  qui  dépend  effectivement 

de  y,  et  soit  -%  le  terme  correspondant  du  développement  (47),  (Â;>o  ou 
1*1 

<  o  ou   =  o).     Posons: 

(48)  ^  =  log«*i  +  -^  +  4ri  +  . . .  +  ^ .     (i  >  o  ou  =  o  ou  <  o); 

tl.  Ui  111 


avec  X;  d'une  façon  précise,  rj  désignant  une  quantité  positive  prise  d'avance  aussi  petite 
qu'on  veut,  on  a:  |e|  <  jy,  dès  que  |X|  est  inférieur  à  une  certaine  quantité  /i,  et 
par  suite: 

w  =  — (cosny?  —  îsinn^)^(cosa  +  i8ina),  avec  l — 7^^^^+??^  — ^^sînaS^; 
si  donc  X  varie  de  /<  à  O  et  ^  de  o  à  37r,  on  voit  que  w  coïncide  avec  tous  les  points 

T    J-   y) 

extérieurs    à    un .  cercle   décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à ; 

V  coïncide  avec  tous  les  points  dont  le  module  dépasse  I^BqC^o)!^ — n 
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on  peut  écrire 

t'=-,(i+e), 


Wi 


$  t<5n(lant  verH  zéro  (pour  w  =  Wq)  quand  Wj  tend  vers  l'infini  sur  une  di- 
rection quelconque,  et  (d'après  la  note  i  de  la  page  36),  quand  Ui  tend 
vern  zéro  arbitrairement,  v  tend  arbitrairement  vers  l'infini. 

U  autre  part,  X^y^u^^w  vérifient  deux  relations  de  la  forme: 

w,  -  :X[Co(t/)  +  C,{y)X+  C,{y)X'  +...],       {G,  =  ;j1,,  etc) 

w  -  X{y)  +  u,ß{y)  +  t^îv(t/)  +  •  •  ■ ,  A'(y)  ^  o, 

et,  (1  après  un  raisonnement  constamment  employé,  ces  relations  montrent 
(juu    loH    fonctions  a;  --  X'  et  y  de  Wi ,  t«?  sont  holomorphes  pour  u^  =  o, 

Mais  le«  fonctions  x^y  de  Wi ,  m;  s'expriment  algébriquement  à  l'aide 
des  quatre  fonctions:  Ï7,  =  f^(wî,  o),  17^  =  <p{ul,o)y  et  FJ,F2,  si  FJ ,  F^ 
désignent   les   fonctions    F^  =  ^  (o>t;),    F,^==5^(o,  v),   où  on  a  remplacé 

V   par  l'expression  v  ^  ^  logWi  H — ;  +  •••  +  •-*  i  réciproquement  FJ ,  FJ  s'ex- 

priment  algébriquement  à  l'aide  des  fonctions  C/i ,  C/, ,  ir(wi ,  î«')  ,  y(Wi ,  u?) 
qui  sont  toutes  les  quatre,  holomorphes  ou  fractionnaires  pour  Wi  =  o; 
V\  et  FJ  sont  donc  aussi  holomorphes  ou  fractionnaires  pour  Wi  =  o.    Or, 

quand  W|  tond  vers  zéro,  la  variable  t;  =—(  i  +  e)    tend   vers   l'infini    arbi- 

trairement;  les  fonctions  méromorphes  V^{v) ,  V^{v)  sont  donc  bien  détermi- 
nées qxmnd  v  croît  indéfiniment;  ce  sont,  par  suite,  des  fractions  ration- 
nelles de  v;  résultat  absurde.  C.  Q.  F.  D. 


Cotè^Aïuences  de  la  double  discussion  précédente. 
Théorème  définitif. 

32.     Les  conclusions  des  n*^  23,  24,  27,  29,  30  et  31   se  résument 
ainsi: 

Après  une  transformation  linéaire  convenable  effectuée  sur  w,t?, 
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I®  OU  bien  les  fonctions  x^y^z  de  u^v  sont  rationnelles  en  u; 
2®  ou  bien  les  fonctions  x,y^sf  sont  rationnelles  en  ^^  et  les  intégrales 
lyj  ne  peuvent  devenir  infinies  que  logarithmiquement. 

Le  cas   i°  a  été  étudié  aux  n*"*  12 — 16. 

Dans  le  cas  2°,  I  et  J  admettent  le  couple  de  périodes  polaires  (2i;r,o). 
Si  J  ne  présente  pas  de  courbes  polaires,  on  rentre  dans  Thypothèse  qui 
fait  Tobjet  des  n"**  17 — 19.  Si  J  présente  une  courbe  polaire,  cette  courbe 
est  nécessairement  logarithmique,  et  si  le  couple  de  résidus  correspondants 

est  Œj  ßy  (ß^  o),  il  suffit  de  remplacer  u  par  u  —  ^v  et  v  par  ;^pour  que 

I  et  J  admettent  les  deux  couples  de  périodes  polaires  (2i;r,  o)  et  (o,  2i;r). 
Dans  ces  conditions,  x,y,z  sont  rationnelles  en  t  =  é^y  â  =  e'^. 

Inversement,  t  et  â  sont  algébriques  en  x^y^e.  Je  dis  qu'on  peut 
toujours  faire  en  sorte  que  t  et  d  soient  rationnelles  en  Xjy y  z.  Tout  d*abord, 
les  résidus  de  I  (et  de  J)  sont  réels  et  cömmensurables,  et  en  multipliant 
I  (ou  J)  par  un  certain  entier,  on  peut  les  supposer  entiers,  premiers  entre 
eux:  la  plus  petite  période  de  I  (et  aussi  de  J)  est  alors  2i;r.  A  la  période  2i;r 
de  I  correspond  une  période  2mi7r  de  «/;  en  remplaçant  J  par  J^  =  J — wi/, 
on  annule  m;  seulement,  la  plus  petite  période  de  Jj  peut  n*être  plus 
21V,  mais   2i7:ky  {k  entier);   l'entier  k  entre  alors  en  facteur  dans  tous  les 

résidus  de  Ji,  soit  Ja=  ^rî  à  ^  période  2i7r  de  J^  correspond  une  période 

217:1    de    /;    je    remplace   /  par  Ii  =  I — /J,,  et  les  intégrales  I^J^  ad- 
mettent les  couples  primitifs  de  périodes: 


(2m  ,    o  \ 
o    ,  2ir/ 


e^»  et  ô^«  sont  rationnels  en  a;,y,#.  Autrement  dit,  après  une  sub^itiUian 
linéaire  convenable  effectuée  sur  u^Vy  les  quantités  é^^e"  sont  rationnelles  en 
XyyyZy  et  inversement  les  fonctions  uniformes  XyyyZ  de  é'yé'  sont  ration- 
nelles en  é"  y  e". 

Dans. le  dernier  cas  que  nous  venons  d'élucider,  la  surface  S{XyyyZ)  =  o 
correspond  hirationndlement  à  un  plan. 

33.    Théorème  définitif.   Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  se  trouve 
dès  lors  complètement  démontré.     Nous  renoncerons  ainsi: 
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Considérons  deux  intégrales  de  différentielles  totales,  qui  ne  soient  point 
fonctions  Tune  de  Tautre,  attachées  à  une  surface  algébrique  S{x ,  y ,  £f)  =  o, 
et  dont  une  au  moins  admet  une  courbe  polaire;  soit: 


(S) 


(u  =  fP{x,y,z)dx+  Q{x,y,z)dy  =  I{x,y,z), 
[  V  =  JP^{x,y,z)dx+  Q^{x,y,z)dy  =  J{x,y,z). 


Si  les  fonctions  x{u,v)  y  y{u,v)  j  z{u,v)  définies  par  r inversion  du  système 
{S)  renferment  rationnellement  les  constantes  initiales  x^^y^^z^  {liées  par  la 
condition  S(Xq  ,  yo ,  ^o)  =  o),  ces  fonctions^  moyennant  une  substitution  linéaire 
convenable  effectuée  sur  UyV,  sont  des  combinaisons  rationnelles  d'un  des 
systèmes  de  fonctions  qui  suivent: 


(T) 


X  =  u, 

Y=v, 

Z  =  o, 

X  =  u, 

Y^e\ 

Z  =  o, 

X  =  c-, 

r=e% 

Z=o, 

-a) 
»    ' 

Y=p{v), 
Y=p{v\ 

z=p\v): 

Z  =  p\vl 

e  =  o  ou  I , 
<^i9^y9z  constantes  nu- 
mériques. 

Comme  les  intégrales  J,  J  présentent  sûrement  une  courbe  polaire 
[voir  le  n°  1 1  ]  quand  le  nombre  des  périodes  est  inférieur  à  4,  on  voit 
que  le  théorème  peut  s'énoncer  encore  ainsi: 

Quand  les  fonctions  x^y^z  de  u^v  définies  par  Vinversion  de  deux 
intégrales  (distinctes)  de  différentielles  totales  attachées  à  S  renferment  ration- 
nellement les  constantes  initiales  Xq,  yo>  ^o>  ^^  ^^^^  ^  fonctions  hyperelliptiques 
{aux  mêmes  périodes)  dégénérées  ^  ou  non. 

C'est   le  théorème  auquel  nous  avons  ramené  celui  de   Weierstrass 

[n°  7]. 

De  plus,   X,  YjZ  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  x^y^z. 

La  surface  S  correspond  birationnellement  à  un  plan  dans  les  trois  premiers 

cas  [où  Z=  o],  et  au  cylindre  Z^  =  4F' — g^T — g^  dans  les  deux  derniers. 


^   Les  systèmes   de   fonctions   qni  figurent  dans  le  tablean  (T)  sont  des  'quotients 
de  fonctions  ff  (à  deux  variables)  dégénérées  [voir  le  b?  4]. 
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Bemarquons  que  les  coordonnées  Z,  F,  Z  de  ce  cylindre  se  laissent 
mettre  de  trois  manières  distinctes  sous  la  forme  de  fonctions  hyperelliptiques 
dégénérées,  à  savoir: 


avec 


X  =  fi,     ou     X  =  u  —  C(t^),     ou     X  =  e' 


à  chacune  de  ces  représentations  correspond  un  groupe  permutable  à  deux 
paramètres  de  transformations  birationnelles  de  la  surface  en  elle-même, 
groupe  obtenu  en  augmentant  t« ,  t;  de  constantes  arbitraires. 

Enfin,  donnons  une  dernière  forme  aux  conclusions  auxquelles  nous 
venons  de  parvenir: 

Quand  les  fonctions  x^y.z  de  u,v  définies  par  l'inversion  de  deux 
intégrales  de  différentielles  totales  quelconques  attachées  à  S  renferment  ration- 
nellement les  constantes  iCo  »  y©  >  ^o  ^^  admettent  au  plus  trois  couples  de  périodes 
distincts^  le  système  {I!)y  moyennant  une  transformation  birationnelle  effectuée 
sur  la  surface  S  et  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  u^v,  se  ramène 
à  une  des  formes: 


w 


dU=dX, 
dU=  dX, 


sv^q. 


dÜ=dX+e 


dr=  dY,   Z  =  o, 
dV=Ç,    Z  -o, 


TdT 


dV-. 


dY 


y^.    Z*=^4Y*-ff,Y-9„ 


dY 


(s  =  O  ou   1  ;  g^yfffjCt  constantes  numériques). 
Quand  a  tend  vers  zéro,  le  dernier  système  {a)  tend  vers  le  suivant: 

dX  ,„  dY 


(49) 


dU  = 


dV=^ 


AeUk  matkÊmatiea,    26  bis.    Imprimé  le  27  tout  1902. 
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34.     Comparaisons    avec  les  fonctions  inverses  d€S  intégrales  hgperellip- 
iiqt^es. 

Les  fonctions  hyperelliptiques  de  genre  2,  soit  f(w,  v) ,  7j{u,  v)  ,  ^(w,  v), 
se  laissent  définir  par  le  système: 


(r) 


I  rw  /  jk  \       • 


v//î(f,)      v/ff(f.) 


avec: 

r  ff(0  -  a,V  +  a,e^  +  . . .  +  a^f  +  «0, 


Le  système  (r)  dégénère  quand  le  coefficient  a^  de  H  s'atiniile  ou  quand  H 
a  des  racines  multiples.  D'après  le  théorème  précédent,  une  transformation 
birationnelle  effectuée  sur  x,y,s  et  une  transformation  linéaire  effectuée 
sur  u ,  V  ramènent  alors  (r)  à  une  des  formes  {a).  Démontrons  rapidement 
la  réciproque:  c  est-à-dire  que  tout  système  {a)  est  réductible  à  un  système 
(r)  dégénéré. 

Tout  d'abord,  il  suffit  de  faire  H  =  i,  puis  JT{ç)  =  f',  puis 
ir(ç)  ^  f  (f —  i),  pour  obtenir  trois  systèmes  (r)  qui  équivalent  respective- 
ment aux  trois  premiers  systèmes  (a). 

Quant  au  quatrième,  il  ne  saurait  correspondre  qu'à  tin  système  (r) 
formé  d'intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce.  Considérons 
donc  le  système: 


M 


Il   est  clair  que  v{x,y,z)  adm^  les  périodes  201,  ,  2û>j;  *  mais  allons  voir 
dans  un  instant  que  ces  périodes  sont  primitives.     Posons: 

?i  =  PM  f«  =  PM'  Y=  PM  =  P{^i  +  ^,)y 


*  Puisque  le  point  (f  >  7,  C)  décrit  un  cycle  fermé  quand  $^  et  y/I{{$^)  reprennent 
les  mêmes  valeurs,  f,  et  ^R(^^)  ne  variant  pas. 
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doù: 


Y  = 


7>  (f .  ^7 .  0>     (P  rationnel)  ; 


yJUiY)  =  p'{v^  +  «j)  s'exprime  de  même  rationnellement  en  $ ,ij,  C-     On  a 
ensuite: 

«  =  -  [C{v,)  +  :{v,)]  +  const.  =  -  C{v)  +  l  ^^BÎA^^lmij  +  const. 
La  transformation  rationnelle: 


ramène  donc  (rj  au  système: 


(iTj)      rfw  =  rfJX  + 


rdr 


avec     iS(X,  r,  C)  =  o. 


toutes  les  périodes  de  v  dérivent  sûrement  des  périodes  2û>,  ,  2û>j,  puisque 
Y  et  )JH{T)  reprennent  les  mêmes  valeurs  quand  le  point  (f ,  ly ,  0  décrit 
un  cycle  fermé.  Il  suit  de  là  que  ^ ,  17 ,  C  sont  uniformes,  donc  rationnels, 
en  X,  F,  yjR(Y).  Une  transformation  birationnelle  ramène  ainsi  (r,)  à  (^,) 
et  la  surface  ^  S'  au  cylindre  Z*  =  4!^'  —  ff^Y — ^3,  si  iS"  désigne  la  surface 
que  définissent  dans  Tespace  (^,17,0  les  égalités: 

f  =  fi  +  fa,  V  =  ^i^ï»  ^=  V4CÎ  —  i/ifi  —  sT.  +  V4fî  — i/.f.  — sTs. 

Remarquons    qu'en   remplaçant   w  par  -  et  X  par  —,  on  ramène  (rj 
à  la  forme: 


(^') 


d«  =  rfX  + 


«rdF 


rfv  = 


dT 


Rin 


système  qui  comprend  en  particulier  (pour  a  =  o)  le  quatrième  système  (^r) 
où  e  =  o.  Mais  pour  a  =  o  la  transformation  de  passage  de  (ö*')  à  T^ 
devient  illusoire.  Le  quatrième  système  (a)  où  e  est  nul  ne  correspond 
donc  à  aucun  système  (r,),  mais  il  dégénère  d*un  transformé  birationnel  de  r,. 

*    Ce    résultat  a  déjà  été  établi  par  M.  Picard,  Mém.  conronné  Sur  les  fonctions 
algébriques  de  deux  variables  [p.   ICI — 104]. 
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35.  Passons  au  dernier  système  (a)  qui  ne  peut  correspondre  qu*à 
un  système  (r)  formé  d'intégrales  elliptiques  de  première  et  de  troisième 
espèce.     Considérons  donc  le  système: 


(^,) 


Posons,  comme  tout-à-l'heure, 


Y  et  y/BiT)  sont  encore  rationnels  en  f.îy,^.     On  a  ensuite: 

^  g(t>. -^)g(«.  — >»)  ,cay,.+^^ 

X  désignant  une  fonction  elliptique  (symétrique)  de  Vi ,  v,,  aux  périodes 
2<w, ,  2a»,,  c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  (^,3y,0>  soit;^  =/>,(? ,iy,  C)- 
La  transformation  rationnelle  :  X  =  pi{$ ,  t^  ,  C),  Y  =  p{Ç  ,7j,C)  ramène  donc 
(7,)  au  système: 

du  =  ^  +  {2C{k)  +  C{v)  —  C{v  -^  2X)}dv,        dv=    "^^ 


s/H{Y) 


ou,  si  on  veut,  en  posant  a  =  —  2X  et  en  remplaçant  u  par  Wj  —  2vC(A), 
à  la  forme 

c'est-à-dire  au  cinquième  système  (<t).  Le  raisonnement  fait  au  numéro 
précédent  montre  que  2û>i,  2û>2  sont  des  périodes  primitives  de  l'intégrale 
v{S,7]yC),  et  que,  par  suite,  f,îy,Csont  rationnels  en  JX,  F,  yjK{Y).  Le 
système  (r,)  est  ainsi  ramené  birationnéllement  au  dernier  système  (^r)  le 
plus    général,    à    cela   près    que    pour   a  =  o  +    période,    (c'est-à-dire    pour 

A  =  -   période),  la    transformation    de    passage    entre    (r^)    et    {a")    devient 
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illusoire.  Le  système  (49)  n'est  donc  équivalent  à  aucun  système  (r,),  mais 
il  dégénère  d'un  transformé  birationnel  de  (t,). 

La  transformation  de  passage  de  (ö*")  à  {t^)  nous  fait  connaître  une 
nouvelle  con-espondance  birationnelle  entre  le  cylindre  Z^  =  R{Y)  et  la 
surface  S\ 

36.     Discussion  d'une  méthode  de  démonstration  proposée  par  M.  Picard. 

M.  Picard  a  indiqué  ^  du  théorème  de  Weieustuass  une  démonstra- 
tion qui  repose  sur  les  principes  intuitifs  suivants: 

Considérons  trois  fonctions  uniformes  x{u ,  v) ,  y{u,v)  ^  z{u,v)  définies 
par  Tin  version  de  deux  intégrales  de  différentielles  totales  u  =  I,  v  =  J 
attachées  à  la  surface  algébrique  •S{x ,y ^  e)  =  0;  soit 

(50)      du  =  P{x,y,z)dx+Q[x,y,z)dy,         dv  =  P,{x,y,g)dx+ Qi{x,y,z)dy, 

Introduisons  deux  autres  intégrales  de  différentielles  totales  attachées  à  la 
surface  ^(f ,  îy ,  C)  —  o,  soit 

2,  =  //7(e,37,C)rfç+  K{?,rj,Odij, 

telles  que  chacun  de  leurs  couples  de  périodes  soit  égal  à  un  couple  de  pé- 
riodes des  deux  premières.  Les  fonctions  x  ^y  ^  z  de  Ç,  rj ,  C  obtenues  en  rem- 
plaçant u  ei  V  par  7,  et  J^  sont  évidemment  des  fonctions  uniformes  du  point 
(fj^y^O  ^®  ^'j  quand,  de  plus,  les  fonctions  0(^{u,v)yy{UjV),z{u,v)  sont 
méromorpheSy  les  singularités  essentielles  des  fonctions  x^y^z  de  (f,^7,0 
(s'il  en  existe)  sont  nécessairement  distribuées  suivant  les  courbes  polaires 
de  Iiy  Ji*  Enfin,  quand  les  fonctions  f ,  17 ,  C  de  u,Vy  obtenues  en  posant 
ti  =  /j ,  V  =  Ji,  sont  elles-mêmes  uniformes  et  quand  les  couples  de  périodes 
sont  les  mêmes  pour  {IjJ)  et  pour  (1^,7^),  la  correspondance  entre  {x,y,z) 
öt  (f ,  îy ,  0  öst  biuniforme. 

Ceci  posé,  plaçons-nous  dans  Thvpothèse  où  les  fonctions  x{u,v),  y{u,v)y 
z{UyV),  définies  par  le  système  (50),  non  seulement  sont  méromorphes,  mais 
renferment  rationnellement  les  constantes  d'intégration  (^oj^oj^o)-  M-  Picard 
se  propose  d'établir  qu'on  peut  choisir  pour  système  (51)  un  système  hy- 
per elliptique,  tel  que  la  correspondance  entre  {x,y y  z)  et  {Ç yTj y  C)  soit  non 
seulement  biuniforme  mais  birationnelle.     La  démonstration  (voir  le  n^  8) 

*  Voir  la  note  i ,  pag.   1 1 . 


(51) 
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n'a    besoin    d'être    faite    que   dans  le  cas  où  les  fonctions  x{u  yV) ,  ff{u  ,v), 
z{u,v)  ont  au  plus  trois  couples  de  périodes  distincts. 

37.  L'illustre  géomètre  distingue  deux  cas  principaux,  suivant  qu'il 
existe  ou  non  des  périodes  polaires.  Pour  plus  de  clarté,  discutons  le  premier 
cas   dans  l'hypothèse  particulièrement  simple  où  les  couples  de  périodes  se 

réduisent    à  deux,   tous  deux  logarithmiques,  soit  les  couples  (         '  ), 

correspondant  respectivement  à  deux  courbes  polaires  6\  et  (7,. 

M.    Picard   introduit  alors  le  système  (r)  dégénéré,    [loc.  cit.  p.    113, 

114]: 


(52) 


Les  fonction  suniformes  de  a? ,  y ,  ^  de  f ,  îy ,  C  ne  sauraient  admettre  de  singu- 
larités essentielles  en  dehors  des  quatre  courbes  polaires  fi  =  a*,  f,  =  ft', 
?2=^«*,  f«  =  ft*.  M.  Picard  admet  ^  que  le  point  {x,y,z)  tend  vers  un 
point  déterminé  de  la  courbe  polaire  C\,  quand  f,  tend  vers  a',  yjj^  ayant 
un  certain  signe,  (^,  et  y^^  étant  invariables  et  quelconques).  En  s'appuyant 
sur  le  fait  que  (a^oj^oj^o)  figurent  rationnellement  dans  ^(w,  t;)  ,  y(w,  1;) 
z{UjV),  il  montre  ensuite  qu'il  en  va  de  même  pour  l'autre  signe  de  ^^, 
et  il  en  conclut  que  les  fonctions  x ^y ,  z  de  f ,  37 ,  C  sont  dénuées  de  sin- 
gularités essentielles  et  par  suite  rationnelles. 

En  réalité,  ce  qui  est  quasi-évident  c'est  que  le  point  (a? ,  y ,  ;?)  est  très 
voisin  d'une  courbe  polaire  de  S  dès  que  f  i  est  voisin  de  a',  mais  il  n'en 
résulte  nullement  que  (a; ,  y ,  ^)  tende  vers  un  point  déterminé.  Prenons,  par 
exemple,  le  système: 

(53)  ^^  =  Ç  '  ^^  =  7  +  ^^[^  -  4 


'  M.  Picard  se  borne  à  dire  (à  la  notation  près)  [loc.  cit.  p.  107  et  114]  que, 
si  f,  tend  vers  a'  (le  radical  ^f,  ayant  un  signe  convenable),  la  période  polaire  est 
pour  u  égale  à  Zni.  »Donc  quand  fj  tend  vers  a",  ^f/  ayant  un  certain  signe,  quels 
que  soient  d'ailleurs  f,  et  v^f, ,  le  point  [x  ^  y  y  z)  tendra  vers  un  point  de  la  courbe 
logarithmique  C,.> 
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qui  définit  les  fonctions  méromorphes:  a;  =  e",  y  =  e*"*"*""*"*"";  les  relations 
enixe  x^y  et  ç^ ,  Ç^  sont  ici: 

(c ,  c'  constantes  arbitraires)  ; 

X  tend  vers  o  ou  oo  suivant  que  yjY^  tend  vers  +  <*  o^  — ^»  mais,  rfa»s 
r«n  tt  Vautre  cas^  y  (6, ,  f,)  es<  complètement  indéterminée. 

Il  est  donc  indispensable  de  démontrer  que  {x^y y  z)  tend  vsrs  un 
point  déterminé  quand  ^ç^  tend  vers  une  des  valeurs  a, — a,  et  cette  dé- 
monstration ne  peut  être  faite  sans  invoquei'  l'hypothèse  que  x{UyV)  ^  y{u,v) 
renfer^nent  rationnellement  {xo^yo,  ^d)-^ 

La  même  objection  s'applique  au  raisonnement  [loc.  cit.  p.  io6,  108] 
qui  concerne  le  cas  où  un  seul  des  trois  couples  de  périodes  est  supposé 
polaire. 

48.  Quand  il  n^existe  pas  de  périodes  polaires^  M.  Picard  s  appuie 
seulement  sur  Thypothèse  que  les  fonctions  rr(M,  v) ,  y(w,  v) ,  ^(m,  v)  sont 
méromorphes  et  il  arrive  à  cette  conclusion  [p.  iio — 114]  que  ce  sont 
alors  des  fonctions  hyperelliptiques  dégénérées.     Or  Texemple: 

dx  -,  ^y  i   ^dx 

qui  engendre  les  fonctions  méromorphes 

suffit  à  mettre  cette  conclusion  en  défaut. 


•    La  transformation  X  =  ^gL  "  "|f ^!l  "  "j  .    F  =  |>^^*  " '^J^^^  ramène 

le    système    (52)    à    la    forme:    r^w  =  — r  ,  dv  = -^ .     Le  raisonnement  de  M.  Picard 

revient  à  aâmelire  que  (un  couple  de  résidus  de  J,  «/  étant  +  I  et  O)  la  valeur  X=^0 
est  un  point  non  essentiel  pour  les  fonctions  uniformes  a; ,  ^ ,  z  de  X ,  F,  et  à  démontrer 
qu'il  en  va  de  même  pour  X=  co.  Or  la  discussion  qui  fait  l'objet  des  n°^  25 — 31 
n'a  d'autre  but  que  d'établir  le  fait  admis  ici. 
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Tout  d'abord,  la  discussion  de  la  courbe  polaire  non  logarithmique 
(telle  qu'elle  est  exposée  aux  pages  112 — 113)  prête  à  la  même  objection 
que  je  viens  de  mettre  en  évidence  pour  une  courbe  logarithmique.  Mais 
de  plus  cette  discussion  repose  essentiellement  sur  le  lemme  suivant 
qu'énonce  tout  d'abord  M.  Picard  (p.  iio  et  112):  »Quand  les  fonctions 
^(^j  ^)  )  y(^j  ^)  Sont  uniformes  (sans  toutefois  être  algébriques),  toute  courbe 
polaire  non  logarithmique  laisse  finie  une  combinaison  linéaire  de  u,v.^ 
Or  dans  l'exemple  (54),  où  x{u  ,v) ,  y{Uy  v)  sont  méromorphes,  aucune  com- 
binaison linéaire  de  u  ^v  ne  reste  finie  pour  x  =  o.  Pour  démontrer  ce 
lemme,  il  est  nécessaire  de  s'appuyer  sur  le  fait  que  les  constantes  {Xo ,  j/o ,  s^q) 
figurent  rationnellement  dans  x{UyV)  ,  y{UjV)  ,  z{u ,  v),  et  cette  démonstration 
me  paraît  exiger  une  discussion  entièrement  identique  à  celle  des  n°"  22 — 24. 

En  définitive,  —  et  sans  insister  sur  d'autres  objections  qui  com- 
pliqueraient encore  le  raisonnement  —  la  méthode  de  M.  Picard,  si  in- 
téressante qu'elle  soit  en  elle-même,  soulève  (en  outre  de  difficultés  nou- 
velles) les  mêmes  difficultés  qui  ont  exigé  plus  haut  la  discussion  des  n**" 
22 — 31,  la  seule  partie  un  peu  délicat«  de  notre  démonstration. 


Stir  le  €08  oil  les  fonctions  x{u  ,  v)  ^  y{u  ^  v) ,  z(u  ,  v)  sont  uniformes 
sans  renfermer  rationnellement  les  constantes  (x^ ,  y^, ,  »^). 

39.  Il  est  impossible,  après  les  considérations  précédentes,  de  ne  pas 
se  poser  ce  problème: 

Quand  les  fonctions  inverses  x{u ,  v)  y  y{u  y  v)  ^  z{u ,  v)  de  deux  intégrales 
de  différentielles  totales  sont  uniformes^  quelle  est  la  nature  de  ces  fonctions'^ 

Ce  difficile  problème  se  rattache  évidemment  à  l'étude  des  équations 
différentielles  à  intégi'ale  générale  uniforme.  Je  me  bornerai  à  énoncer 
ici  les  résultats  auxquels  conduit  la  méthode  que  j'ai  appliquée  aux  équa- 
tions du  second  ordre.  ^ 

Par  hypothèse,  les  constantes  x^^y^^ZQ  figurent  sous  forme  transcendante 
dans  x[Uy  v)^  y{u ,  v)  ,  z{u,  v).    Mais  je  montre  (et  c'est  là  toute  la  difficulté 


*   Voir  le  Bulletin   de   la  soc.   math,   de  France  (tome  28,  p.  20I — 211)  et 
les  Acta   mathematica  (tome  25,  p.    I — 80). 
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de  la  question)  qu'on  peut  toujours  choisir  les  deux  constantes  arbitraires 
de  façon  qu'une  d'elles  entre  algébriquement  dans  x.y^z.  H  est  dès  lors 
aisé  d'élucider  la  nature  des  transcendantes  x^y^z  de  (u^v)  et  même  de 
traiter  ce  problème  plus  général: 

Quand  les  fonctioyis  x{u ,  v)  ^  y{u  ^  v),  engendrées  par  Vinversion  de  d€ux 
intégrales  de  différentielles  totales,  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  branches  et 
dépendent  algébriquement  d'une  des  constantes  d'intégration  {convenablement 
choisies) y  quelle  est  la  nature  de  ces  fonctions? 

La  réponse  s'énonce  ainsi:  Une  transformation  algébrique  effectuée  sur 
Xyy  et  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  f#,t?,  ramènent  les  deux  diffé- 
rentieUes  totales  à  une  des  formes:  ^ 

(I)  dv  =  rfy, 
ou 

(II)  dv  =  ^^ 


y 

dy 


OU 

(III)  dv 
avec: 

(IV)  ci«  =  Ç  +  H{y)dy, 


yl4y*  —  flf.y  —  g» 


ou 

(V)  du  =  -  .— ^ =  +  H{y)dy 

Les  fonctions  x,y  de  («,v)  correspondantes  sont: 

y  =  v,     ou    y  =  e\     ou    y  =  ^(v ,  ^, ,  <7,) 
avec: 

(VI)  X  =  «•+'(•) 
ou 

(VII)     x  =  p,{u  +  K{v)),  p^  («) =f?(w ,  r, ,  rs).  J 


{H  algébrique). 


K{v)=-JB\tf(v)]^^dv, 


^  Je  suppose  bien  entendu  qu'on  écarte  le  cas  (déjà  traité)  ou  les  deux  constantes, 
convenablement  choisies,  figurent  algébriquement  dans  x  ,  y . 
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Il  faut  que  e^^'^  (dans  le  cas  VI),  et  p^[K{v)]  (dans  le  cas  VII) 
soient  des  fonctions  de  v  à  un  nombre  fini  de  valeurs.  Ceci  revient  à  dire 
que  rintégrale  abélienne  jH{y)dy^  [en  dehors  de  la  (ou  des  deux)  périodes 
qui  correspondent  à  la  (ou  aux  deux)  périodes  de  v\  ne  doit  admettre  que 

des  périodes  de  la  forme  -^  (dans  le  cas  VI)  et  — ^^^-^ — ^—  (dans  le  cas 

VII):  ?,m,w  sont  des  entiers,  et  2a>'i  ,  20^2  les  périodes  de  p^. 

Dans  le  cas  (VII),  les  fonctions  rr ,  j(  de  (w ,  v)  sont  4  fois  périodiques  et 
présentent  des  singularités  essentielles  à  distance  finie,  du  moment  que 
jH{y)dy  n'est  pas  de  première  espèce.^  Les  quatre  couples  de  périodes 
ne  satisfont  pas  en  général  à  la  condition  de  Kiëmann. 

Dans  le  cas  (VI),  les  fonctions  x{u^v) ,  y{u^v)  peuvent  n'admettre 
comme  singularités  essentielles  que  w  =  co  et  i;  =  co.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  d'abord  que  v  vérifie  une  des  équations  I  ou  II  (mais  non 
l'équation  III);  il  faut  ensuite  (et  il  suffit)  que  jH{y)dy  ne  devienne  in- 
fini que  logarithmiquement  en  dehors  du  point  y  =  00  dans  le  cas  I,  et 
des  points  y  =^  o,  y  =  oc  dans  le  cas  II.  Quand  ces  conditions  ne  sont  pas 
remplies,  x{UyV)  présente  dos  points  singuliers  essentiels  à  distance  finie 
dans  le  champ  des  v. 


Quelques  ajypUcations  du  théorème  de  Weierstruss. 

40.  Je  voudrais  signaler  rapidement  quelques  applications  du  théorème 
de  Weierstrass. 

Une  première  application  est  relative  aux  transformations  birationnelles 
des  surfaces  algébriques. 

Au  sujet  de  ces  transformations,  M.  Picard  *  a  établi  ce  théorème 
qui  a  une  importance  considérable  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques: 

^  Quand   f  H{y)dy  est  de  première  espèce,  on  rentre  dans  le  cas  où  les  constantes 

figurent  algébriquement  dans  «  ,  y. 

'  Loc.  cit.  p.  65  —  99;  voir  aussi  me.s  Leçons  de  Stockholm,  p.  255 — 288,  et  les 
récentes  recherches  de  MM.  Castelnuoro  et  Enr:qu£s  (Math.  Annalen,  1899,  et 
Comptes-Rendus   de  l'Académie   des   Se.    do  Paris,   5   novembre   1900). 
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»Quand  une  surface  algébrique  S  admet  un  faisceau  continu  de  trans- 
formations birationnelles,  ou  bien  elle  renferme  une  famille  de  courbes  de 
genre   o    ou    i,  om  bien  elle  possède  deux  intégrales  de  différentielles  totales 

u  =  fPdx  +  Qdy,         V  =  fP.dx  +  Q,dy, 

telles  que  les  fonctions  inverses  x{u,v)  ,  y{UyV) ,  z{u,v)  soient  uniformes  et 
dépendent  rationnellement  des  constantes  initiales  {Xq  ,  yo ,  ^o)-^ 

Occupons-nous  seulement  de  ce  dernier  cas:  le  théorème  de  Weier- 
strass énoncé  au  n°  33,  nous  montre  que  la  surface  S  est  alors  une  sur- 
face htfperelliptique,  dégénérée  ou  non. 

41.  Une  autre  application  du  théorème  de  Weibrstkass  se  rencontre 
dans  rétude  analytique  des  équations  différentielles.  J'ai  montré  notamment  ^ 
qu'il  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  des  équations  du  second  ordre 
dont  Vintégrale  générale  renferme  algébriquement  les  deux  constantes. 

Limitons-nous^  pour  le  faire  comprendre,  à  un  beau  résultat  établi 
par  M.  Picard. 

Soit    Six^  -7-  ,  -3-^]  =  o    une    équation   (algébrique)   du  second  ordre, 

où  la  variable  indépendante  u  ne  figure  pas  explicitement.  Quand  l'inté- 
grale générale  x{u)  de  cette  équation  dépend  rationnellement  des  constantes 
initiales  x^,  x^  y  K'  [liées  par  la  relation  >S(a?o,  a^i,  a?i')  =  o],  M.  Picard  a 
montré  que  deux  cas  sont  possibles: 

1°  ou  bien  x[u)  est  une  fonction  rationnelle  soit  de  w,  soit  de  e^**, 
soit  de  p{u,g^,  g^)  ,  p'{u ,  g^ ,  g^\  [g  ,g^,g^  constantes  numériques]  ; 

2°  ou  bien,  si  on  pose:  y  =  x\  z  ^=  x'\  la  surface  S(a; ,  y ,  ^gf)  =  o 
possède  deux  intégrales  de  différentielles  totales  telles  qu'en  égalant  la  pre- 
mière à  w  +  a,  la  seconde  à  une  constante  &,  la  fonction  a;(w-f-a,fc)  ainsi 
définie  soit  précisément  l'intégrale  générale  de  l'équation  donnée. 

Le  théorème  du  n°  33  exprime  dès  lors  que,  dans  le  cas  2°,  la 
fonction  x{u)  s'obtient  en  remplaçant,  dans  une  certaine  fonction  hyperdlip- 
tique  {dégénérée  ou  non),  un  des  arguments  par  u  +  a  et  le  second  par  une 
constante  b\    le   cas   1°  rentre,  en  particulier,  dans  ce  mode  de  génération. 

*  Leçons  de  Stockholm^  p.  351— 394- 

*  Loc.  cit.  p.   129 — 142. 
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Plus  généralement,  considérons  nn  système  différentiel:  a?!  =  fi(a; ,  y), 
yl  =  K{x  y  y),  où  //  et  K  sont  algébriques  en  x  ^y  et  indépendants  de  u: 
quand  l'intégrale  générale  x{u) ,  y{u)  de  ce  système  dépend  algébriquement 
des  deux  constantes^  fai  montré  ^  que  x  et  y  sont  des  combinaisons  algébriques 
des  deux  fonctions  obtenues  en  remplaçant  dans  deux  fonctions  hyperelliptiques 
dégénérées  ou  non  {aux  mêmes  périodes)  un  des  arguments  par  {u  +  a)  et 
l'autre  par  b. 

42.  Complément  au  théorème  de  Weierstrass,  Ces  applications  suffisent 
à  faire  comprendre  l'importance  du  théorème  de  Weibrstkass  en  dehors 
même  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  Je  me  servirai  seulement 
du  dernier  résultat  énoncé  pour  compléter,  sur  un  point,  le  théorème  même 
de  Weiekstrass.  Dans  Ténoncé  de  ce  théorème  (n°  2),  nous  avons  supposé 
que  les  deux  fonctions  x{UjV)yy{u,v)  étaient  distinctes.  Qu'' advient-il 
quand  il  en  est  autrement? 

Soit  donc  ^(w,t;),  ^{u^v)  deux  fonctions  de  fi,t;  dont  le  jacobien  est 
nuly  et  qui  admettent  un  théorème  d'addition.  Je  vais  montrer  que  <p  et  ip 
sont  des  combinaisons  algébriques  des  deux  fonctions  obtenues  en  remplaçant 
dans  un  couple  de  fonctions  hyperelliptiques  {aux  mêmes  périodes)^  un  des  ar- 
guments par  aU'\-ßVy  et  Vautre  par  zéro:  les  fonctions  hyperelliptiques 
peuvent  d'ailleurs  être  dégénérées. 

Posons,  comme  au  n°  5,  x  =  f^{u  +  u^,v+v^),  y  =  ^{u  +  u^  ^v  +  vj, 
et  Xq  =  f>{uQy  Vq),  y  q  =  (pifiQ ,  t?o)-  JPar  hypothèse,  on  a:  y  =  F(a;);  et  d'autre 
part,  d'après  le  théorème  d'addition,  x  Qi  y  s'expriment  algébriquement  à 
l'aide  de  Xo,yoy  soit: 

(55)  X  =  A{XoyyojU,v)  =  Ä{Xoy  F{Xo)yUyV)y    [A  algébrique  en  0^0,^0]. 

De  cette  équation,  On  tire  aussitôt:  * 


*  Leçons  de  Stockholm^  p.  351 — 360. 

'  Il  est  loisible  d'admettre  qu'une  des  expressions  —  +  —  F'(*o)>  —  +  —  ^'(*o)> 

dx    dx    dy    dy 
n'e«t  pas  identiquement  nul,  (soit  la  première);  sinon,  —  ,  — ,  —  ,  —  seraient  nuls,  et  a? ,  y 

du    dv    du     dû 

seraient  des  constantes. 
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dx 

du 

le   rapport  —  est  donc  indépendent  de  u^v,  autrement  dit,  ^{u^v)  vérifie 

CX 

du 

réquation:   ß—  —  a— =  o   (a,y9  numériques);  ^[u^v)  est  donc  une  simple 

fonction  ie  au-^-ßv;  il  en  est  de  même  par  suite  de  ^{u,v)=  F{(p),     Il 
est  loisible,  en  remplaçant  u  par  au  +  y5^,  de  supposer  a=  i,  ß=o. 
Ceci  posé,  reprenons  les  égalités: 

x  =  ^{u  +  Wo)  =  A{x,,y,,u),         y  =  ^{u  +  u^)  =  B{Xo,yo,u), 

et  éliminons  Xq  ,  y©  entre  les  équations:  x  =  A,  y  z=z  B^  xl=  ~  ^  yl  =  —  ] 
il  vient: 

(56)  £  =  ^(^,  y ,  «),     £  =  ^{^.y.^)     (H,  iT  algébriques  en  x,y\ 

Les  fonctions  x  =  ^{u  +  Uq),  y  =  ^{u  +  Wq)  vérifient,  en  particulier,  ce 
système;  il  existe  donc  au  moins  un  couple  de  fonctions  )({x)  ,  r(y)  tel 
que  les  solutions  du  système  différentiel: 

du  =  j({x)dx  =  r{y)dy 

appartiennent  au  système  (56).  Si  les  fonctions  ;f( a:)  ,  r(y)  qui  jouissent  de 
cette  propriété  dépendent  au  moins  d'une  constante  arbitraire,  u  ne  figure 
pas  dans  H  ^  K\  si  non,  ;f  et  r  se  déduisent  algébriquement  du  système 
(56)  et  sont,  par  suite,  algébriques  respectivement  en  x  ^  y.  Dans  le  pre- 
mier cas,  le  théorème  qui  termine  le  n®  41  s'applique  au  système  (56); 
dans  le  second  cas,  x[u)  est  une  fonction  algébrique  de  p{u ,  g^ ,  g^)  ou 
de  c^"  ou  de  tt,  et  de  même  y  est  une  fonction  algébrique  de  ^i(w,  ^2)  Tz)y 
ou  de  e?'''  ou  de  w.  Dans  Tun  et  l'autre  cas,  x  et  y  sont  des  combinaisons 
algébriques  de  deux  fonctions  obtenues  en  remplaçant,  dans  un  couple  {dé- 
généré ou  non)  de  fonctions  hyperelliptiques^  un  des  arguments  par  u  et 
Vautre  par  o.  C.  Q.  F.  D. 


Extension  atix  fonctions  de  n  variables. 

43,     Le    théorème    de   Weierstrass  se  démontre  pour  les  fonctions 
de    »    variables    par    une    méthode  absolument  identique  à  celle  que  nous 
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avons  développée  plus  haut.  Toute  la  difficulté  revient  à  démontrer  ce 
théorème  : 

Si  n  intégrales  distinctes  ^  de  différentielles  totales,  soit 

Uj  =  fPj{x, ,  a;, ,  . . . ,  Xn^,)dx,  +  Qjix^ ,  rc, ,  . . . ,  x,^,)dx^  +  . . . 

+  Tj{x,,  ...,a;„+,)rfa:„, 

attachées  à  la  surface  algébrique  [à  (n  +  0  dimensions]  S(a?, ,  ...,  rr,^,)  =o, 
engendrent  par  leur  inversion  des  fonctions  uniformes  rri(w, ,  . . . ,  u«) ,  .  .  .  , 
^••+i(Wi ,  . . . ,  tt«),  gui  renfennent  rationnellement  les  constantes  a?î ,  . . . ,  a;2+, , 
ces  fonctions  forment  un  système  {dégénéré  ou  non)  de  fonctions  abcliennes 
aux  animes  périodes. 

Le  théorème  est  démontré  pour  n  =  i  et  n  =  2.  On  admet  qu'il 
est  vrai  pour  n  —  i  et  on  l'établit  pour  ».  A  cet  effet,  on  s'appuie  sur  un 
lemme  entièrement  analogue  au  lemme  A  du  n®  20,  et  la  discussion  d'une 
multiplicité  polaire  (logarithmique  ou  non),  soit  x^  =  o,  des  intégrales  Uj, 
conduite  comme  aux  n**"  22 — 32,  montre  que,  moyennant  une  substitution 
linéaire  convenable  effectuée  sur  les  m,  les  fonctions  a?j ,  . . . ,  x^+i  sont  toutes 
rationnelles  soit  en  u^,  soit  en  6">;  dès  lors,  en  raisonnant  comme  aux 
n°*   12 — 19,  on  est  aussitôt  ramené  au  cas  de  (n —  i)  variables. 

Paris,  le   15  février   1902. 


'  J'entends  par  là  que  les  n  fonctions  u, ,  .  .  . ,  i«„  de  x^ ,  . , , ,  z^  sont  disfindes^ 

p.  Q.  ...  T, 


antretnent  dit  que  le  déterminant 


PnQn    ...    Tn 


n'est  pas  identiquement  nul. 
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SUR  UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DU  PREMIER  ORDRE 


PAR 

R.  LIOUVILLE 

à  PARIS. 


Abel  a  consacré  quelques  pages  (Oeuvres,  tome  2,  n°  5),  à  Tétude 
des  cas  dans  lesquels  on  sait  intégrer  Téquation  suivante, 

(i)  (y  +  s)^  +  p  +  gy  +  ry^  =  o, 

où  p  ,  g  ,  r  ,  s  désignent  des  fonctions  de  x . 

Ce  type  d'équations  différentielles,  le  plus  simple  de  tous  ceux  du 
premier  ordre,  après  celui  de  Eiccati,  présente,  pour  cette  raison,  un  vé- 
ritable intérêt  et,  depuis  les  travaux  d'ABEL,  il  a  été,  à  plusieurs  reprises 
et  sous  des  formes  diverses,  l'objet  d'assez  nombreuses  recherches. 

On  peut,  en  ce  qui  le  concerne,  se  placer  à  deux  points  de  vue  bien 
différents  et  presque  opposés,  selon  que  l'on  s'attache  à  reconnaitre  s'il 
existe  une  intégrale,  dépendant  de  y  d'une  façon  indiquée,  par  exemple 
algébrique,  ou  bien  à  trouver  les  cai'actères  essentiels  de  la  relation  établie, 
d'après  la  nature  même  de  l'équation  proposée,  entre  l'inconnue  y  et  la 
constante  arbitraire  qui  s'y  trouve  impliquée,  abstraction  faite  d'ailleurs  du 
choix  adopté  pour  la  variable  x. 

Voici  comment  on  peut  concevoir  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  une 
relation  de  cette  espèce:  il  est  clair  que,  si  la  formule 

(l)  y^f{^yO\ 

définit,  quel  que  soit  c,  une  solution  de  l'équation  (i),  il  est  permis  de 
substituer  à  ce  paramètre  une  fonction  jr(c),  quelconque,  ne  renfermant 
pas  X]  après  cette  substitution,  l'inconnue,  y,  conserve  certaines  propriétés 
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inaltérées,  parce  que  c'est  en  fait  une  fonction  de  deux  variables;  ces 
propriétés  doivent  être  regardées  comme  des  caractères  propres  au  type 
d'équations  différentielles  qu'on  étudie;  ils  sont  visiblement  liés  à  la  nature 
de  ses  invariants,  mais,  pour  découvrir  cette  liaison  si  cachée,  les  moyens 
dont  on  dispose  ne  possèdent  jusqu'à  présent  aucune  généralité.  Tout  se 
réduit  donc  encore  à  la  discussion  de  quelques  cas  particuliers,  les  plus 
nombreux  et  variés  que  Ton  sache  construire,  afin  de  préparer  des  vues  plus 
étendues  sur  la  question. 

C'est  ainsi  que,  dans  le  Mémoire  cité,  Abel  déduit  d'hypothèses  di- 
verses, relatives  au  multiplicateur,  des  cas  d'intégration,  qui  semblent  même 
d'abord  former  une  suite  indéfinie.  J'aurai  l'occasion  de  donner  un  peu 
plus  de  précision  à  <îes  résultats. 

D'autres,  dépendant  d'une  analyse  toute  différente,  ont  été  signalés 
dans  des  travaux  plus  récents  ou  le  seront  dans  cet  article. 

Je  m'attacherai  surtout  à  faire  ressortir  ce  qui  est  spécial  au  type 
d'équations  différentielles  dont  il  s'agit. 

Enfin,  j'aurai  quelques  remarques  à  présenter  au  sujet  d'une  de  ces 
équations,  dont  l'intégrale  n'est  pas  connue  et  ne  peut  être  algébrique, 
bien  que  l'on  en  sache  trouver  une  propriété  simple  et  entièrement  explicite. 


§  1.    Invariants  et  forme  canonique» 

Au  sujet  de  l'équation  générale  (i),   Abel  démontre  d'abord  qu'elle 
peut  être  réduite  à  la  suivante 

(2)  —  +  p  +  qz  =  o, 

OU  à  celle-ci 

(2')  (l'  +  ?^)|+^  =  0, 

p  et  g  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x .  Dans  ce  qui  va  suivre, 
nous  adopterons  une  forme  un  peu  différente.  Si  l'on  établit  entre  l'in- 
connue définie  par  l'équation  (i),  et  une  autre  inconnue,  -gr,  cette  relation 

(3)  y  +  ^  =  1' 
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on  reconnaît  sans  peine  que  la  fonction  z  est  déterminée  par  une  équation 
de  cette  espèce, 

(4)  -£  +  ^y  +  30,«'  +  3«,^  +»4=0, 

dans  laquelle  a,  ,  a, ,  . . . ,  a^  ne  dépendent  que  de  x;  c'est  à  cette  forme 
que  nous  nous  arrêterons  d'ordinaire,  mais  il  va  de  soi  que  cette  manière 
de  représenter  les  équations  différentielles  dont  il  s'agit  n'est  d'aucune  im- 
portance. 

Le  type  (4)  se  conserve  i®  quand  on  change  la  variable  d'une  façon 
arbitraire,  la  nouvelle,  x^,  étant  liée  à  l'ancienne  par  la  relation 

2°  lorsqu'on  remplace  l'inconnue,  Zy  par  une  autre,  z^j  qui  lui  est  liée  par 
la  formule, 

(2)  ^  =  ^^jp  +  ^ 

^  et  ^  étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  J'ai  montré  déjà  (Comptes 
Eendus  de  l'Académie  des  Sciences,  6  septembre  1886),  que,  pendant 
ces  transformations,  l'expression 

(6)  5,  =  a^a[  —  a^a'^  +  a\a^  —  za.a^a^  +  2a\ 

est  un  invariant  relatif,  de  poids  3,  c'est  à  dire  se  reproduit,  multipliée 
par  (M  et  ne  contient  pas  ^;  en  outre,  si  5,^_i  représente  un  invariant, 
de  poids  21» —  i,  il  en  existe  un  autre,  donné  par  l'expression 

(7)  ^2m+i  =  «i«î«-i  —  (2W  —  i)[a[  +  3(«î  —  «1«»)]«2«-1. 

Celui-ci  est  de  poids  2w>  +  i  et  il  est  clair  que  les  relations  (6)  et  (7) 
permettent  de  construire  des  invariants  absolus,  en  nombre  aussi  grand  que 
l'on  veut  et  de  définir  ainsi  les  caractères  essentiels  de  chaque  équation 
analogue  à  (4),  par  une  relation  entre  deux  de  ces  invariants,  (Comptes 
Eendus  de  l'Académie  des  Sciences,    12  septembre   1887). 

En  reprenant  ces  recherches  pour  l'équation  (4)  et  les  étendant  à 
d'autres  types  moins  particuliers.  M''  Appell  adoptait  le  même  point  de 
vue  dans  son  Mémoire  Sur  les  invariants  de  quelques  équations  différentielles, 

Acta  nuithBmaliea     2C  bis.    Imprime  le  7  août  1902.  8 


Digitized  by 


Google 


^ 


58  fi..  Liouville. 

(Journal  de  Mathématiques,  tome  5,  1889).  Il  donnait  alors  le  moyen 
de  réduire  l'équation  proposée  à  la  forme  canonique, 

(8)  g=r'  +  j(x). 

dont  le  seul  coefficient  variable,  «7,  est  un  invariant  absolu. 

Toutefois  ce  n'est  point  ce  que  j  ai  appelé  un  invariant  proprement  dit, 
je  veux  dire  qu'il  ne  se  déduit  pas  de  «, ,  «^ ,  . . . ,  «4  par  de  simples  opéra- 
tions algébriques  et  différentielles;  il  exige  au  contraire  une  quadrature. 
Par  suite,  quand  les  coefficients  de  l'équation  proposée,  (4),  sont  des  fonc- 
tions algébriques  de  a?,  sa  représentante,  (8),  ne  jouit  pas,  en  général,  de 
cette  propriété.  C'est  pour  éviter  cet  inconvénient  que  nous  emploierons 
une  autre  équation  canonique;  voici  comment  on  y  parvient. 

Soit  t  =s  «Jsi"*,  un  invariant  absolu,  qui  sera  pris  pour  lä  nouvelle 
variable  et  soit  jSfj,  une  inconnue  liée  à  e  par  la  relation 

Un  calcul  des  plus  simples  donne,  pour  l'équation  différentielle  transformée 
de  (4),  la  suivante, 

dans  laquelle, 

(n)  ^  =  ^ ' 

est  un  invariant  absolu.  L'équation  (10)  est  canonique,  puisque  ses  coeffi- 
cients sont  des  invariants  absolus  et  il  est  clair  qu'entre  T  et  if  il  existe 
une  relation,  caractéristique  pour  chaque  équation  différentielle  du  type  (4). 
A  ce  théorème,  qui  apparait  d'abord  sur  l'équation  (10),  équivaut  celui 
que  M''  Appell  a  démontré  dans  son  Mémoire  déjà  cité. 

Il  y  a  des  cas  où  la  forme  (10)  ne  peut  être  adoptée;  il  se  présentent 
si  <  =  o,  t  =  CSD  ou  T  =  o.     Dans  la  dernière  hypothèse, 

(12)  3586';  =   SSI 
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et,  d  après  Tidentité  (7),  ceci  signifie  que 

(.3)  ^=^. 

c'est  à  dire  t=  Constante;  quant  aux  premières  hypothèses  (<  =  o ,  ^  =  co), 
elles  sont  des  cas  particuliers  de  la  précédente.  J*ai  montré  ailleurs 
(C.  E  de  l'Ac.  des  Se,  6  sept.  1886),  comment  alors  l'équation  (4) 
doit  être  traitée;  la  propriété  essentielle  de  son  intégrale  s'exprime,  si  Ton 
veut,  de  cette  manière  curieuse. 

Si  l'on  introduit  une  inconnue  nouvelle.   Y,  ainsi  définie, 

(m)  ^  =  d7^(^)' 

après  un  choix  couvenable  de  f^,  il  y  a  entre  F  et  a;,  une  équation  de 
cette  espèce 

(15)  cj,{x,  Y)  +  c/,{x,  Y)  ^  c,ax,  Y)  =  o; 

^1  >  ^j  j  ^8  ^^^*  ^®®  constantes  arbitraires  qui  n'entrent  pas  dans  f^f^j  /i 
et,  par  suite,  figurent  toutes  trois,  au  premier  degré  seulement,  dans  l'inté- 
grale, (lôc.  cit.,  6  sept.    1886). 

J'indiquerai,    à    la    fin    de    ce   Mémoire,  §  4,  toute  une  série  de  cas 
présentant  une  grande  analogie  avec  celui  qui  vient  d'être  indiqué. 


§  2.     Cas  dHntégration. 

Les   exemples   traités    par  Abel  sont  tous  obtenus  par  une  étude  du 
multiplicateur.     On  suppose  que  l'équation  différentielle, 

(16)  ZB'  +  p  +  qz^o, 

admette  un  multiplicateur,  /i,  dont  le  logarithme  soit  une  fonction  entière 
de  z^  les  coefficients  de  cette  dernière  pouvant  d'ailleurs  renfermer  x, 
Ijcs  conditions  auxquelles  cette  fonction  se  trouve  ainsi  assujettie,  quel  que 
soit  son  degré,  sont  calculées  sans  peine  et  l'on  semble  posséder  par  ce 
moyen  une  série  indéfinie  de  cas  d'intégration.  En  fait,  c'est  pour  le 
second  degré  seulement  que  la  forme  explicite  de  l'équation  (16)  a  été  in- 
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diquee  par   Abel,     En  prenant  ?  =  i,  chose  permise  si  la  variable  indé- 
pendante   est   choisie    comme   il  convient  et  posant  ^  =  - ,  on  trouve  que 

y 

l'équation  (i6)  équivaut  alors  à  la  suivante, 

(17)  y'+^+3y'  =  o. 

Ses  invariants  /  et  T  s'expriment  ainsi, 

/-ON  _(i  -3«?'— l8a;T  _  4(x*  --  2x270a?«  —  45^*  —  ^4^'  +  1) 

^   ^  «•(«•  -  2)*       '  ^  ""  (I  _  3a;«  —  1 8x*)*  ^ 

et    sont    liés    par    une    relation    qui   caractérise  Téquation  (17);  la  courbe, 
dont  t  et   T  sont  les  coordonnées  cartésiennes,  sera  dite  attachée  à  l'équa- 
tion différentielle  proposée;  on  voit  qu'elle  est  unicursale  et  du  degré   10. 
Quand  log /j.  est  un  polynôme  cubique  en  0,  soit 

(19)  a  +  a,J8f  +  a^0^  +  a,g\ 

a  ,  aj ,  .  ^. ,  ttj,  sont  définies  par  le  système 

^  +  2«,  -  3P«.  =  o, 
(20) 


OÙ  j'ai  fait  g  =  —  i.     On  en  déduit 

(21)  p'  +  6kxp^  +  ^kp^  =  o, 

la    constante    k    étant   arbitraire   et  l'équation  (16)  est  ainsi  donnée  d'une 
façon  explicite,  si  l'on  sait  obtenir  p. 

J'ai  donné  ailleurs  le  moyen  d'y  parvenir  (C.  K.  de  l'Ac.  des  Se, 
12  sept.  1887).  Soit  en  effet,  Y' =  p:  Y  est  déterminée  par  l'équation 
suivante 

(22)  ^^.— ÔA^^— 3Ä;  =  o, 


(da, 
dJ  =  °' 

da,    , 

da   , 

dérivée  d'une  équation  de  ßiccATi  fort  simple, 

dx 
dY 


(23)  Jy~  3^^'  ""  3*^^  —  3*  =  o. 
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Celle-ci  se  ramène  à  Féquation  linéaire 

(24)  ^.  +  qku{kT  +  Ä)  =  o, 

dont  les  solutions  s'expriment,  comme  il  est  bien  connu,  par  des  intégrales 
définies. 

L'équation  d'ABEL  peut  alors  être  représentée  ainsi  qu'il  suit 

[dTj  [dTj 

avec  la  relation  (24)  pour  déterminer  u  et  la  courbe  qui  lui  est  attachée 
est  manifestement  transcendante. 

Quant  à  l'équation  auxiliaire  (21),  ses  invariants  t  et  T  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  k^x^;  il  est  facile  de  les  calculer  et  la  courbe  attachée 
est  unicursale  et  du  degré  8. 

Si  l'on  voulait  poursuivre  ces  recherches,  il  faudrait  d'abord  imaginer 
que  log  fi  est  un  polynôme  du  4**  degré  en  xf;  on  trouverait  alors,  pour 
définir  p,  une  équation  différentielle,  du  second  ordre,  non  linéaire  et  bien 
plus  compliquée  que  l'équation  (16).  On  ne  peut  donc  obtenir  explicite- 
ment aucune  des  équations  du  type  (16),  auxquelles  appartient  un  multi- 
plicateur de  la  nature  indiquée.  Les  cas  suivants  sont  plus  complexes 
encore,  en  sorte  que  les  équations  différentielles  (17)  et  (25)  doivent  être 
regardées  comme  représentant  toutes  celles  qu'il  est  possible  d'étudier  dans 
la  série  indiquée. 

Les  autres  hypothèses,  faites  par  Abel  au  sujet  du  multiplicateur, 
lui  donnent  encore  deux  cas  d'intégration;  ils  correspondent  à  ces  équations, 

(.6)    »'-^-««^'^o.    y_^_g;[(^. +  ,).-«•]. 

dans  lesquelles  c  désigne  ime  constante  arbitraire.  Leurs  invariants  s'ex- 
priment par  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  le  degré  de  la  courbe  attachée, 
toujours  algébrique  et  unicursale,  est  assez  élevé. 

J'ajoute  un  cas  analogue  à  celui  de  l'équation  (21).  Considérons 
l'équation  différentielle 

(27)  y'  +  {3fnx^  +  4m^x  +  wjy'  +  3^^  =  o, 
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dans    laquelle    m    et    m^   sont  des  constantes  à  volonté.     Si  l*on  introduit 
une  inconnue  nouvelle,   y,  en  posant 

dT 

on   change   Téquation   précédente  en  une  autre,  du  second  ordre,  qui  peut 
ainsi  s'écrire 

(^^)  'dY^  ~  ^^dY~  (^'"^    +  "^^^^  +  »wj  =  o; 

or  elle  est  visiblement  identique  à  celle-ci, 

/     X  d    rdx        3»*  "1  rdx        3»*  1 

dont  l'intégration  s'aperçoit  d'abord:  elle  est  donnée  par  la  formule, 

/      X  dz        3«*  m,  +  e-*"^ . 

(3°)  dT-l— ^^^=         2m         ' 


la  transformation 


change  l'équation  précédente  en  une  autre,  linéaire  et  du  second  ordre, 

d'étude  facile,  qui  définit  des  transcendantes  spéciales. 

A  l'équation  dififérentielle  (27)  est  attachée  une  courbe  unicursale,  du 
degré  25. 

Dans  son  Mémoire  déjà  rappelé.  M*"  Appell  a  signalé  un  nouveau 
mode  d'intégration;  le  procédé  employé  par  M'  Appell  consistait  à  permuter 
la  variable  et  l'inconnue  dans  une  équation  différentielle  du  type  (i')  et 
à  la  ramener  ensuite  à  la  forme  (4),  adoptée  dans  ce  travail,  à  l'aide  de 
la  substitution  (3).  Quand  la  permutation  indiquée  est  faite  dans  une  équa- 
tion du  type  (21),  par  exemple,  l'intégration  est  immédiate  et  c'est  ainsi 
que  se  trouve  résolue  l'équation  différentielle, 


dx       ^         «• 
à  laquelle  est  attachée  une  courbe  unicursale  du   10®  degré. 


(a-)  i-»'-f-° 


1 
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Enfin,    dans    deux    communications    à    l'Académie    des    Sciences, 
Halphen  a  étudié  Téquation 

^^^f  dx  x(Sy—i) 

et  montré  comment  elle  s'intègre,  soit  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques, 
soit  même  sous  forme  algébrique.  Les  rapports  de  cette  équation  avec  la 
multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  elliptiques  et  l'élégante 
discussion  d'HALPHEN  lui  donnent  un  intérêt  tout  particulier.  Ce  sont 
ces  rapports  même  qui  fournissent  les  éléments  nécessaires  à  son  étude. 
Il  est  facile  de  lui  donner  la  forme  (4),  en  posant 

(34)  4^  — 3y(y  +  1)=;. 


Si 


ce  qui  implique 

(35)  %-^y^+  'X^y  -  ')^'  -  ^(7y  +  0^'  =  o. 

La  courbe  attachée  est  unicursale,  du  degré   25. 

Une  importante  propriété  de  l'équation  d'HALPHEN  consiste  en  ceci, 
c'est  qu'elle  se  change  en  elle-même  par  ime  infinité  de  substitutions  ra- 
tionnelles. 

A  ce  point  de  vue,  on  en  peut  rapprocher  une  équation  que  j'ai 
signalée  ailleurs  et  qui  mérite,  semble-t-il,  une  étude  plus  complète;  le  pa- 
ragraphe suivant  lui  est  consacré. 


§  3.    Examen  d'une  équation  particulière,  aduneltant  une 

transformation  rationnelle  en  elle-même,  mais 

aucune  intégrale  algébrique. 

L'équation   dont  je  veux  parler   est  la  suivante,   où  «j ,  n,,  sont  des 
paramètres  arbitraires, 

dy 


(36)  ^  -f  2y\n',x'  —  nlx)  +  sn,y^  =  o. 
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Si  Ton  introduit  une  inconnue  nouvelle,  F,  d'après  l'équation  —  =  y, 
elle  devient  celle-ci, 

(37)  dri—  3^  ^—  2(nîa;'  —  njo?)  =  o, 

du  second  ordre  et  d'une  catégorie  pour  laquelle  a  été  indiquée  une  trans- 
formation spéciale,  {Sur  les  invariants  de  certaines  équations  différentielles^ 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  59  cahier,  1890).  Soit  en  effet, 
rr,,  une  variable  nouvelle  ainsi  définie, 

dx 

(38)  ^  +  n,x^  —  n.x  =  2n,x\\ 

on  trouve  d'abord 

(39)  5^=K^  +  ^)^i> 
et,  comme  conséquence, 

(40)  dT^~^^^%~^ (**'^î  ■"  '*»^»)  ==  ^• 
Ayant  donc  pris  -j^  =  — ,  on  en  conclura 

(41)  ^  +  2yî  W^î  —  wJä^i)  +  zn^y\  =  o, 

ce  qui  est,  sauf  les  notations,  l'équation  proposée  elle-même.  On  en  déduit 
ce  théorème: 


L'équation 


^  +  2y\n\a?  —  n\x)  +  zn^y"  =  o 


se  change  en  dle-mê^ne  par  la  transformation^ 

(42)  -  +  n,x^  —  n^x  =  2n,a?î,         ~  =  n^x  +  n„ 

y  •'^lyi 

qui  détermine^  pour  x  et  y  ^  des  fonctions  rationnelles  de  a?, ,  ^i , 

Cette  propriété  engage  à  rechercher  si  l'équation  (36),  dont  la  solu- 
tion n'est  pas  jusqu'à  présent .  connue,  admet  une  intégrale  algébrique. 
C'est  ce  point  que  je  vais  maintenant  étudier. 
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H  est  clair  d'abord  qu'une  telle  intégrale,  si  elle  existe,  peut  être 
regardée  comme  rationnelle  en  x  et  y.  J'omets  les  preuves  de  cette  proposi- 
tion, car  elles  dépendent  de  principes  qui  sont  bien  connus. 

Soit  donc 

ß 

(43)  -  =  constante, 

cette  intégrale,  R  et  S  étant  des  polynômes  entiers  en  x  et  y.  L'équa- 
tion différentielle,  à  laquelle  elle  satisfait,  possède  une  homogénéité  parti- 
culière: lorsqu'on  y  remplace  y  par  fry,  x  par  k~^Xy  n^  par  n^A,  sans  toucher 
à  «j,  elle  demeure  inaltérée.  Il  est  alors  manifeste  que  jB  et  S  peuvent 
être  choisis  de  manière  à  présenter  la  même  homogénéité.  J'écrirai,  pour 
abréger, 

2n]  =  —fi 

et,  d'après  ce  qui  précède,  B  et  S  peuvent  être  développés  selon  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  /i,  de  cette  manière 

(44)  A=iî,  +B,;i  +  ...,          8^8,  +  S,ix  +  ..r, 

-^0  >  •  •  •  >  ^1  >  •  •  •  ^^^*  encore  des  polynômes  entiers  en  x  et  y.  Pour  dé- 
terminer les  premiers  termes  de  ces  développements,  je  remplace  fi  par  zéro 
dans  l'équation  (36),  qui  devient  ainsi  la  suivante 

(45)  %—  2«î^*  +  Z^^f  =  o. 
Celle-ci  s'intègre  sans  peine;  il  suffit  de  poser 

(46)  %xy  =  z 
et  l'on  trouve  ainsi 

(47)  ^-V — rr-  =  constante  C. 


R 
Par  suite  -~  dépend  uniquement  de  l'expression 


»0 


z{z  —  I) 

t 

x{2z  —  l)^ 
homogène    et    de    degré    égal    à    i  ;  ce  doit  en  être  une  simple  puissance, 

Ada  mathmatiea,    26  bis.    Imprimé  le  7  août  1902.  9 
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puisque  -^   doit  être,  nous  Tavons  vu,  rationnelle  en  a;  et  ;8f  et  homogène. 
Ainsi 


(48) 


S^  Z^{9  —  I)^     ' 


H  étant  un  nombre  entier,  qu  on  peut  toujours  supposer  positif.  Mais 
Ä^ ,  iS^,  sont  des  polynômes  entiers  en  a;  et  y,  de  sorte  que 

(49)  B,  =  x^{2z-if\         S,  =  z''{g-i). 

Comme  R  =  o  doit  donner  une  solution  particulière  de  Téquation  (36), 

(36')  ^  -  y\/ix'  +  2nlx)  +  3n,y'  =  o, 

une  identité  semblable  à  celle-ci, 

est  vérifiée,  A  et  i2  représentant  des  polynômes  entiers  en  /i.  Le  premier 
membre  de  cette  équation  est,  à  l'égard  de  /£,  de  degré  plus  élevé  que  le 
second,  d'une  unité  et  Ton  en  conclut  que  le  développement 

A  =  Ao  H-  A,/£  +  . . . 

se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes,  c'est  à  dire  à  Ao  +  Ai/i;  de  plus,  R 
est  homogène  et  du  degré  N;  les  deux  membres  de  l'équation  (50)  sont 
aussi  homogènes  et  du  degré  iV  +  i  ;  il  en  résulte  que  A  lui-même  est 
homogène  et  du  premier  degré.     Comme  d'ailleurs 

(5  0       §+^[2«^^'-3»».2/1  =  ^Ä.,     avec     B,  ^  x''{2z -  iy\ 

on  en  déduit 

(52)  Å0— . 

Un  calcul  semblable,  fait  au  moyen  de  Sq,  ne  fait  que  confirmer  cette 
expression. 
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Quant   à   Téquatioii   dijfférentiellè    proposée,    en  y  introduisant  0  k  là 
place  de  y,  elle  devient 

(53)  ^-4=+f]+3''-'  =  °- 

D'après    cela,    voici   l'équation   satisfaite    par   on  terme  S,  quelconque,  du 
développement  de  S, 

De  plus,  à  cause  de  Thomogénéité, 

(55)  S,  =  x^\a,,         Å,  =  A,x 
et  ylj ,  ff^  ne  dépendent  plus  que  de  z.     Ainsi  donc 

(56)  ,(z-  i)(2^-  ,)^-[i^(2^_  ,)»_  2n]^.-  yl.^^,  +  '^-^  =  o. 
Si  iS'^^i  est  le  dernier  terme  de  S ^  a^  est  nulle  et  il  reste 

(57)  ï-^-V-  =  ^- 


Or   ^^_,   est  une  fonction  entière  de  z  et,  comme  '^ ,  d'après  l'égalité 

précédente,  est  encore  un  polynôme,  il  ne  peut  y  avoir,  dans  ö;_i,  aucun 
autre  facteur  que  z  lui-même.  Soit  donc  <t._i  =  a,_,jp* ,  a^_,  étant  une 
certaine  constante  et  n',  un  nombre  entier  positif;  nous  en  devrons  conclure 

(58)  ".-f- 

Voici  maintenant  l'équation  différentielle  satisfaite  par  B^, 

^59;  5^    +  ^  dz   ^  ni    Zz    -^.«i+'li^.- 

Le  degré  d'homogénéité  de  B,^  étant  —  (-^  +  2),  je  puis  le  représenter  ainsi, 

(60)  ^,^P,^^\ 
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/>j    ne  dépendant  que  de  z.     Cette  dernière  fonction  satisfait  à  l'équation 
suivante 

(6i)  z{z-  i){2z-  i)^^-p^{N{2z-  iy-{N+  2)] 


9z 


4Nz\_      ,,,^_i 


n: 


dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  2^2? —  i,  excepté  le  produit  {N'\-  2)/?^, 
au  premier  membre. 

Il  faut  donc  admettre  que  p^   est  divisible  par  une  certaine  puissance 
de  20  —  I  ;  soit 

Pi=pi.i{^^—  Ifs 

«j   désignant  un  nombre  entier  positif.     L'équation  (61)  devient  ainsi 

(62)  z{z-l){2Z-ir^'^-^+{2g-l)'"p,,[20iM^-l)-N{2Z-iy  +  N+2] 

Cela  étant,  si  a^  était  supérieur  à  2N — i,  tout  serait,  dans  l'identité 
divisible  par  {20 — i)^^'~^  et,  la  division  faite,  20 — i  resterait  en  facteur 
dans  tous  les  termes  du  premier  membre;  il  n'en  pourrait  être  ainsi  pour 
le  second.  Si  a,  était  inférieur  à  2j^ —  i,  après  division  des  deux  membres 
par  {20 — i)**»,  il  faudrait  conclure  que 

Pi,x[2a,0{0—i)  —  N{20—iy  +  N+2] 

est  encore  divisible  par  20 — i,  ce  qui  est  impossible,  puisque  20 — i  ne 
divise  plus  />,  ^  et,  pour  a^  <  2^ —  i,  ne  peut  non  plus  diviser  le  trinôme 
entre  parenthèses.     La  conséquence  est 

aj  =  2^ —  I, 

ce  qui  change  l'équation  (62)  en  celle-ci, 

(63)  z{z-l){2Z~l)^-^-2p,,{z'-Z-l)  =  {2Z-l)A,-^. 

On  en  déduit 

(04)  /Oi.i  -  g\a—\f  ' 
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avec 


(^5)  ^=j      (2.-1/ ^jl^T^ 

Soit,  pour  un  instant 


—  i)& 


.=/+-;. 


de  sorte  que 


(66)     n^j':J,,,,-^Jt:^ç±,,. 

ha  première  des  deux  intégrales  qui  entrent  dans  cette  formule  s'exprime 
encore  ainsi,  A'i ,  A" ,  ...  désignant  les  dérivées  successives  de  A^ , 

2»  Us»"  ■•■  i6z'*  "^  J    V   '       48/  z*  \  ' 


Or 

Le   logarithme,   s'il  y  en  avait  un  dans  H,  proviendrait  du  dernier  terme 
de  l'équation  précédent,  où  il  aurait  pour  coefficient 

et   de    la   seconde   intégrale  que  contient  Ä,  où  il  entrerait  multiplié  par 

N  . 

-^-^.     Aucun  logarithme  ne  pouvant  subsister,  tous  calculs  faits,  dans  H, 

il  faut  que 

(69)  (^;-|)      =^. 

2n' 
Mais,  /Ij   étant  donné  par  la  formule  (58),  AY  =  0,  A['  =  —^ ,  en  sorte  que 

n'  =  2Ny  c'est  à  dire 

(70)  ^^=-^- 
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Ceci  permet  de  simplifier  Téquation  (65),  qui  devient 


(?■) 


nlj     (23—1)'  2»»;    /  a"      . 


L'intégration  en  est  immédiate  et  introduit  une  constante  arbitraire;  l'ex- 
pression de  H,  qui  en  résulte,  multipliée  par 


2». 


(•■■-î) 


I  ) 


doit   donner  le  polynôme  entier,  ^,1.     Or  on  reconnait  sans  peine  que  le 
produit  de  z'*  par  l'intégrale 


/ 


(...-i)(,..-)v 


est  un  polynôme  que  ne  divise  pas  z^ ,  ce  qui  implique  contradiction. 

L'équation  différentielle  proposée  n'admet  donc  aucune  intégrale  algé- 
brique. La  courbe  qui  lui  est  attachée  est  une  des  moins  compliquées 
qui  se  soient  rwicontrées  jusqu'ici. 

Lorsqu'on  y  prend  2'  et  t  =  j  pour  les  coordonnées  cartésiennes,  c'est 

t 

une  cubique  unicursale,  définie,  si  l'on  veut,  par  les  équations 

OU  par  celle  qui  en  résulte,  après  l'élimination  de  w.  Cette  dernière  est 
facile  à  construire  d'après  les  propriétés  mises  en  évidence  par  les  rela- 
tions (72). 

L'équation    -^  +  2y\nlx*  —  nlx)  +  3«2y*  =  o    offre    cet   intérêt,    c'est 

qu'on  en  connait  une  propriété  simple,  celle  de  n'être  point  altérée  par 
les  substitutions  rationnelles  (42);  cependant  son  intégrale  ne  peut  être 
algébrique,  en  sorte  qu'elle  définit  une  transcendante,  vraisemblablement 
nouvelle. 
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Ses  seuls  points  critiques  correspondent  aux  valeurs  infinies  de  x  et 
aux  valeurs,  x^j  de  cette  même  variable,  qui  rendent  l'une  des  solutions, 
y,  infinie.    Auprès  des  dernières,  deux  solutions  présentent  cette  singularité; 

leurs  produit«  par  {x  —  xj^  sont  des  séries,  d'abord  convergentes,  dévelop- 
pées selon  les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  x^. 

Les  formules  (42),  où  Ton  regarde  x^  et  y^  comme  les  variables  pri- 
mitives, montrent  que  tous  les  points  critiques  à  distance  finie  correspondent, 

soit    à    iCj  =  o,    soit    à   x  = .     Leur  distribution   dans  le  plan,  pour 

chaque  solution  particulière,  est  ainsi  rattachée  par  des  formules  commodes 
aux  valeurs  que  reçoit,  en  un  point  ordinaire,  une  autre  solution,  liée  à  la 
première  d'une  façon  connue. 

On  peut  rapprocher  du  cas  précédent  celui  d'une  équation  du  second 
ordre,  qui  se  change  aussi  en  elle-même  par  des  substitutions  qu'on  sait 
calculer. 

Voici  d'une  façon  précise,  la  proposition  dont  il  s'agit,  que  je  me 
borne  à  énoncer. 


»L'équation  différentielle 


quelle  que  soit  la  fonction  de  x  désignée  par  a,  se  reproduit,  si  l'on  remplace 
j  par  une  nouvelle  inconnue 

ainsi  définie, 

1 

Il  est  manifeste  que  la  méthode  employée  dans  ce  paragraphe  est 
susceptible  de  s'appliquer,  sans  modifications  essentielles,  à  des  exemples 
très  variés. 

Je  Tai  employée  notamment  pour  étudier  ce  qui  correspond  à  l'une 
des  relations  les  plus  simples  qu'on  puisse  établir  entre  T  et  r,  (exception 
faite  de  T  =  o,  déjà  traitée),  je  veux  dire  le  cas  défini  par  Fégalité 

(73)  T=aT 
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a  désignant  one  constante.     L'équation  différentielle  est  alors  celle-ci 

(74)  ai—ab  +  -i7-î'+ij  =  °- 

En  y  substituant  -  et  -,  au  lieu  de  a?  et  y,  on  voit  d'abord  qu'elle  peut 
s'écrire 

(75)  9«a?''^  — [3y"  +  {fi  —  3ax)xy  +  ifx'x]  =  o; 

le  paramètre  fx  joue  ici  le  même  rôle  que  dans  l'équation  (36')  et  permet 
une  analyse  toute  semblable.  Malgré  la  simplicité  apparente  de  la  relation 
(73),  j'ai  pu  me  convaincre  ainsi  qu'il  n'existe  pour  l'équation  (74)  aucune 
intégrale  algébrique.  J'omets,  pour  abréger,  les  preuves  de  cette  proposition. 
Quant  à  la  recherche  des  transformations  telles  que  (42),  elle  est 
analogue  à  celle  des  intégrales  algébriques,  mais  constitue  en  général  un 
problème    plus   compliqué,    que   je   ne  veux  point  aborder  dans  ce  travail. 


§  4.    Nouvelles  intégrations.  —  Idens  qui  existent,  entre  les  équci^ 
lions  différentielles  proposées  et  certai/ns  systèmes  linéaires* , 

L'un  des  cas  remarqués  d'abord  dans  l'étude  de  l'équation  différentielle 

(76)  ^  +  ay  +  3a,y^  +  3a,y  +  a,  =  o, 

est,  on  l'a  vu,  celui  qui  correspond  à  l'hypothèse  t  =  constante,  ou  bien, 
ce  qui  est.  la  même  chose,  2'  =  o.  L'intégration  résulte  alors  des  relations 
que  présente  l'équation  proposée  avec  un  système  d'équations  linéaires  qui 
lui  est  associé,  (§   i,  in  fine). 

Les  cas,  auxquels  est  consacré  ce  paragraphe,  doivent  être  rapprochés 
de  celui-là,  mais  leur  complication  est  beaucoup  plus  grande.  Voici  com- 
ment on  y  parvient: 

Soit  z  une  fonction  de  deux  variables,  x  et  y  et,  d'une  façon  générale 


^^•*)    ''*'' 


dX^dff' 


*» 
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73 


Tune  quelconque  de   ses  dérivées  partielles.     Je  considère  trois  équations 
linéaires,  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 


{11) 


ayant  7  solutions  communes  distinctes,  tous  les  coefficients  i)^^ ,  . . . ,  jpi.^ ,  . . . , 
Vzsi  >  •  •  •  j  dépendant  uniquement  de  la  variable  x.  Si  j 'établis  entre  cette 
variable  et  y  une  relation  quelconque,  ;8? ,  ;8^*-^^ ,  ^j^®*^\  ...,  deviennent  des 
fonctions  de  rc,  entre  lesquelles  sont  établies  en  particulier  les  équations 
suivantes, 


(78) 


rf^/O.l)  _  ^(1.1)^»^  _  ^(0.2)^2y  4.  JJ^  ^^(0.8)  +         S        Ä,  ,^('*>  =  O, 


après  qu'on  a  posé,  pour  abréger, 

iîg.o  =  —  dif  +  2i)^,,dxd\j  +  jp;.orfa;',        iî,.^  =  2p,idxdy  +  i?;.»rfa;', 

(79)  Ss,o==Ps.ody^  +  2pi^dxdy  +  i)i'orfJ^^ 

S...  =  A.i^Z/'  +  ^Pudxdy  +  K't^-z;'; 

tant  que  la  liaison  entre  x  et  ?/  reste  arbitraire,  il  n'existe,  entre  z  y  0^^'^\ 
/^'^^  et  leurs  différentielles  des  deux  premiers  ordres,  aucune  relation  qui 
ne  contienne  aussi  ^^^•'^;  mais  le  contraire  est  vrai  pour  un  choix  con- 
venable de  la  liaison  supposée  entre  3?  et  y;  a,  ,  a^ ,  /?j  ,  yî^,  représentant 
des  multiplicateurs,  déterminés  de  cette  manière, 

«1  {So.i  —  d^x)  +  «3  JRo.2  —  ßidx  =  o, 

(80)  a, {S,^,  —  d'y)  +  ot,(fi,.,  -  d'x)  —ß,dy—  ß,dx  =  o, 

.  «i-^o.o  +  <^'2{R'2.o  —  d'^y)—i%dy  =  o,  oti^s.o  +  a^i^g.o  =  o, 

Åeta  mathematica,    2j  bis.    Imprimé  le  IS  août  1902.  IQ 
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il  est  satisfait  à  cette  équation, 

(8 1)  a,(f  ^<'-«)  +  a.d:'^'''^  +  ßd^'-''  +  ß,d^'-'^  +  ,  £,  (^2Äi-.i  +  «i  ^J^^'-*^  =  o, 

qui  est  bien  de  Tespece  demandée.  Comme  d'ailleurs  les  équations  (80) 
sont  homogènes  et  linéaires,  il  en  résulte 

(82)  (Ä3.orfy  +  S,^,dx){âxdhj  —  dyd'x)  +  ß,.o  S^,,  —  B^,,  S.^^W 

+  {Its,oS,.,  —  B,,,S,,,)dxdy  +  {Rs.oS,,o  —  B,,oSz,o)dx'  =  o, 

ce  qui  est,  pour  y,  une  équation  différentielle,  du  second  ordre.  On  voit, 
d'après  (79),  qu'elle  exprime  dxd^y  —  dyd^x  par  une  fraction  rationnelle, 
dont  le  numérateur  est  un  polynôme,  du  6°  degré,  homogène,  en  dx  ,  dy  et 
le  dénominateur,  un  polynôme  du  3°  degré. 

L'équation   (82)   se  réduit  évidemment  au  premier  ordre,  si  Ton  écrit 

-T^  =  V.     Cette    substitution    faite,    s'il    arrive   que   le  dénominateur  divise 

exactement  le  numérateur,  tous  deux  étant  regardés  comme  des  fonctions 
entières  de  v,  cette  inconnue  se  trouve  définie  par  une  équation  du  type 
(76).  Nous  allons  voir  comment  sa  signification  même  en  fait  connaître 
un  mode  d'intégration. 

Et,  d'abord,  le  système  (77)  s'intègre  sans  peine.    Soient  P^^.,  P^,-,  ..., 
des  quantités  définies  par  les  relations 


(83) 


P'u+Ps.oP^.i  +  Pk^i.i  —  Po.^Pk.i—piiPu  =  o, 

Ps.O  -^t.i         JPs.O ^t.i  H        WZ        T  Pt.i—l  Pk—l.i         Po.^Pt.i 

+  {Po.2—P^^)p'tA  +  {p\a  —P2.o)Pk.i  =  o; 


les  trois  équations  aux  dérivées  partielles  dont  il  sagit,  ayant  7  solutions 
communes,  équivalent  au  système  suivant  d'équations  différentielles  totales 
linéaires, 

L  (»+*^2)  j  L  (»+*^5)  J 
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di'^-'^  —  e'-'^dx  —  e^'^dy  =  o, 
dz  —  tf'-''^dx  —  /'''^dy  =  o. 

Imaginons  que  ces  équations  soient  ajoutées,  après  multiplication  par  des 
facteurs,  ^i ,  A, ,  . . . ,  A, ,  où  n'entre  pas  y.  Ceux-ci  peuvent  être  choisis  de 
manière  à  vérifier  l'identité, 


(85) 


9  log 


[Xy"''  +  A,/^«»  +  ^^('■'>  +  Å,/'-''  +  A,^'"  +  U"-''  +  A,^]  +  w  =  o, 


dans  laquelle  m  est  une  constante.    Il  s'ensuit,  à  cause  de  (84),  les  identités, 

Al  (-Ps-o  +  »»)  +  Kpio  +  KPt.o  —  A,  =  o,  . . . , 

(86)  ^-Pi.o  +  ^;>î.o  +  ^Pi.o  +  »»À>  — ^7  =  0, 

A,  P,  +  A^p'o  +  ÅtPt  +  mAj  =  o, 

qui    font   connaître,    non  pas  les  quantités  A,  .  . . . ,  A, ,  mais  leurs  rapports 
à  l'une  d'elles.     Celle-ci  même  est  déterminée,  si  l'on  veut  que  la  condition 

(87)  r  [^i-^""  +  ^^^'-'^  +  ^'^'"  +  A*-^'"  +  -^»-^'"^  +  ^«'"'^  +  ^7^]  =  o, 

soit  remplie;  de  cette  dernière  il  résulte  en  effet 

dÅ, 


(88)   g  =  A,  Pi.,  +  A,pi.'«  +  ^p;..+  ^P,.o, 


cifa; 


=^p;+^i?;'+A3jpi+^.Po, 


Or    le    système    proposé,    {77)^    ayant   sept  solutions  distinctes,  il  est  clair 
qu'il  peut  être  satisfait  à  la  fois  aux  équations  (85)  et  (87),  en  sorte  que 
les  relations,  entre  P^.,,  . . . ,  pi'j-,  et  leurs  dérivées,  déduites  de  cet  ensemble, 
sont  précisément  celles  qui  assurent  l'intégrabilité  de  ce  système. 
Soient 

m'  +  m'P,,,  +  f»'P,.o  +  wPj.o  +  Po  =  M", 
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les  équations  (86)  ont  pour  conséquence  celle-ci, 

(89)  -P0.2         ,     Pi7  +  ^     ,  P0.2  =0, 

qui  est  algébrique  en  m  et  du  septième  degré.  Le  coefficient  de  la  puis- 
sance la  plus  élevée  de  m  est  l'unité;  tous  les  autres  doivent  être  aussi 
des  constantes,  d'ailleurs  arbitraires,  ce  qui  donne  sept  équations;  sept 
autres  s'obtiennent  d'une  façon  semblable,  en  substituaut,  dans  les  relations 

3yi  9/- 

(86),  différentiées,  les  expressions  (88)  de    —,...,  -^.     Les  nouvelles  con- 

stantes  qui  s'introduisent  ont  les  mêmes  valeurs  que  les  précédentes  et  Ton 
a  par  ce  moyen  toutes  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  (77),  sous 
une  forme  qui  présente  des  avantages  particuliers. 

La    conclusion    de    cette    analyse    est    que    l'inconnue   z  s'exprime  par 
une  formule  de  cette  espèce, 

(90)  z  =  ^^j:^^^c,:,{x)e^^>', 

m,  ,  TW^ ,  . . .  étant  les  racines  de  l'équation  (89),  les  Ci  des  fonctions  qu'on 
sait  construire,  et  les  c,  des  constantes  arbitraires;  ^^'^^,  . , ,  ^  z^^'^\  sont 
données  par  des  formules  analogues,  qui  s'en  déduisent.  Je  suppose 
maintenant  que  les  équations  (77)  ne  soient  pas  données,  mais  seulement 
l'équation  différentielle  (82),  qui  leur  est  associée.  Celle-ci  ne  changerait 
pas,  si  z  était  multipliée  par  une  fonction  donnée  quelconque,  c'est  un 
point  que  met  en  lumière  sa  définition  même.  Je  puis  donc  faire  que  le 
déterminant,  d,  des  solutions  du  système  (84)  soit  une  constante  et,  comme 

(91)  dlogd+{Pio  +  P2.o  +  Pu+Po:,)dx  +  (P3.0  +Pu  +Po.,)dy  =  o, 
c'est  établir  les  deux  équations 

(92)  Pi.o  +  P'2.0  +  P\a  +  PÖ.2  =  O,  Pj.o  +Pix  +  Po  =  o; 

elles  remplacent,  avec  l'hypothèse  d'après  laquelle  dd  s'évanouit,  l'une  des 
sept  premiers  conditions  d'int'grabilité.  Mais  cells-ci,  jointes  aux  deux 
relations  précédentes,  permettent  de  calculer  Pg.o»  -^.o»  -Ps.'o  ^t  p^^,  pi,,  /?i',-, 
pour  i  +  Ä  inférieur  ou  égal  à  z,  étant  donnés  les  coefficients  qui  figurent 
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dans  réquation  (82),  si  par  exemple  Po ,  Po ,  pö  j  sont  déjà  nuls,  ce  que  je 
vais  supposer. 

Il  est  ainsi  associé,  à  Téquation  (82),  un  système  linéaire  (77),  dont 
la  détermination  est  complète.  Il  reste  à  vérifier  les  dernières  conditions 
d'intégrabilité,    dont    le    nombre   est  réduit  à  six  par  les  hypothèses  faites 

sur  Po,Poy  PÖ' 

Cela  fait,  je  dis  que  lequation  (82)  peut  être  intégrée  sans  peine. 
Elle  implique  en  effet  la  relation  (81),  dans  laquelle  /^''^\  z^^'^^  et  z  sont 
maintenant  connues  et  représentées  par  des  formules  analogues  à  (90). 
Celle-ci  constitue  donc,  entre  rr ,  y  et  ses  deux  premières  dérivées,  une 
équation  contenant,  d'une  façon  linéaire  et  homogène,  sept  constantes  arbi- 
traires. Elle  comprend  toutes  les  solutions  de  Téquation  différentielle  pro- 
posée et  l'on  peut  d'abord,  à  l'aide  de  cette  dernière,  en  éliminer  -r\  ;  elle 

reste    ainsi    rationnelle   à   l'égard  de  -^\  mais  l'équation  dont  l'agissait  est 

celle,  du  premier  ordre,    qui  se  déduit  de  (82)  par  la  substitution  -^  =  v. 

L'intégrale  de  celle-ci  résulte  des  considérations  précédentes.  Il  suffit  en 
effet  de  différentier  cinq  fois  l'équation  (81)  et  d'en  faire  disparaître  les 
dérivées  de  t/,  d'ordre  supérieur  à  l'unité,  à  l'aide  de  l'équation  différentielle 
elle-même,  (82).  On  a  ainsi  construit  un  système  de  six  équations  linéaires 
et  homogènes  entre  les  sept  quantités  c^e"'*";  leurs  coefficients  sont  des 
fonctions  de  rc  et  de  v,  rationnelles  pour  cette  dernière  variable  et,  comme 
l'expression 

est  une  simple  constante,  il  suffit  d'y  remplacer  les  facteurs  c^e*"'^,  dont 
les  rapports  seuls  y  figurent,  par  les  valeurs  proportionnelles,  qui  fait 
connaître  le  système  indiqué,  pour  obtenir  l'intégrale  cherchée.  Le  cas  où 
l'une  des  racines  m  est  égale  à  zéro  ne  fait  pas  exception  et  n'exige  même 
en  général  aucune  modification  essentielle  des  calculs  précédents. 

Si  les  différences  de  trois  racines  m^  sont  des  nombres  rationnels, 
l'intégrale  obtenue  est  algébrique  à  l'égard  de  l'inconnue  v,  mais  son  degré 
est  d'ordinaire  fort  élevé. 

J'ajoute  qu'il  est'  facile  de  former  effectivement  des  équations  diffé- 
rentielles de  l'espèce  qui  vient  d'être  étudiée,  car  il  est  visiblement  possible 
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de  former  des  systèmes,  tels  que  (77),  ayant  7  solutions  communes  distinces 
et  nous  avons  montré  comment  s'en  déduit  l'équation  (82). 
Quant  à  celles  du  type  proposé, 

(93)  -£  +  ciy  +  Sfljv'  +  3a,Y  +  a,  =  o, 

nous  les  avons  vues  apparaître  quand  l'expression  B^^dy  +  S^^dx  divise 
exactement  celle-ci, 

(94)  {Bs.oSo.,-Ro..S,,o)dy'+  {Rs.oS,.^-R,,,S,,o)dxdy+  {Rs.oS,.o-R..oSso)dx'] 

Mais  il  reste  à  voir  comment,  l'équation  (93)  étant  donnée,  on  y  peut 
rattacher  une  équation  (82),  remplissant  s'il  est  possible  les  conditions  déjà 
mentionnées. 

«j  ,  a»^ ,  . . . ,  a^  étant  des  fonctions  connues  de  x,  tous  les  coefficients 
Pu  j  Pu  i  Pk.xj  dans  lesquels  i -{■  k  est  égal  à  2,  sont  exprimés,  par  suite  de 
la  divisibilité  supposée,  au  moyen  de  p,  0  »  P^.o  »  P»'o  •  t'es  derniers  coeffi- 
cients, en  même  temps,  qu'une  relation  invariante  entre  «i  ,  «^ ,  .  • . ,  c/4 , 
résultent  des  conditions  d'intégrabilité  auxquelles  le  système  (77)  est  assujetti 
et  l'équation  (82)  est  ainsi  déterminée  d'une  façon  complète.  On  peut  donc 
toujours  vérifier  si  une  équation  différentielle  donnée,  du  tj'^pe  (93),  corres- 
pond à  un  système  {7 y)  intégrable  et  construire,  lorsqu'il  en  est  ainsi, 
l'expression 

(95)  Rz.f^dy  +  S,,,dx, 

sorte  de  multiplicateur  qui  permet  de  lui  donner  la  forme  (82)  et,  comme 
conséquence,  de  l'intégrer. 

Des  considérations  semblables  s'appliquent,  sans  difficultés  nouvelles, 
à  toute  une  série  de  cas,  dont  le  précédent  est  le  plus  simple;  mais  les 
calculs  qu'ils  exigent  sont  trop  longs  pour  présenter  une  utilité  véritable; 
leur  existence  est,  pour  la  théorie  des  équations  différentielles  du  type  (4), 
le  seul  point  qu'il  importe  de  connaître. 

S*  Mandé,  le  30  décembre  1901. 
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SUR  LE  PROLONGEMENT  ANALYTIQUE  D^UNE  SÉRIE  DE  TAYLOR 

PAR 

HELGE  VON  KOCH 

à   STOCKHOLM. 

La  question  de  trouver  une  expression  générale  pour  le  prolongement 
analytique  d'une  série  de  Taylor  en  dehors  de  son  cercle  de  convergence, 
abordée  en  1896  par  M.  Bökel  à  l'aide  de  sa  méthode  de  sommation 
exponentielle,  a  fait  dans  les  dernières  années  des  progrès  considérables  \ 
grâce  surtout  aux  recherches  de  M.  Mittag-Leffler  ^. 

Le  théorème  fondamental  démontré  par  M.  Mittag-Leffler,  qui  est 
le  résultat  le  plus  complet  obtenu  jusqu'  à  présent  sur  ce  sujet,  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante. 

Soit 

5P(^|a)  =  c,  +  c,{z  —  a)  +  c,{z  —  ay+  . . . 

une  série  de  Taylor  convergente  dans  le  voisinage  de  z  =  a]  on  peut 
former  avec  les  coefficients  c  —  et  cela  de  plusieurs  manières  différentes 
—  une  série  de  polynômes  S{z)  qui  à  l'intérieur  de  l'étoile  principale  A 
appartenant  aux  coefficients  c'  converge  et  représente  la  branche  uniforme 

^  On  trouve  un  exposé  des  principaux  travaux  se  rapportant  à  ce  sujet  dans  les 
livres  suivants: 

Borel,  Leçons  sur  les  séries  divergentes;  Paris,  Gauthier- Villars,   1901; 

Hadamard,  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique;  Paris,  0.  Naud,  1901. 

'  Sur  la  représentation  analytique  d'une  branche  uniforme  d^uns  fonction  monogêne: 
Acta  Matliem.;  t.  23,  p.  43;  t.  24,  p.   183  et  205. 

'  Pour  la  définition  de  V  étoile^  voir  le  mém.  cité  de  M.  Mittag-Leffler  (voir 
notamment  Acta  Math.  t.  23,  p.  47  on  t.  24,  p.   183  et  t.  24,  p.  200). 

un  point  2  est,  par  définition,  situé  à  l'intérieur  de  A  si  le  prolongement  ana- 
lytique de  $(^  I  a)  obtenu  en  suivant  le  chemin  rectiligne  entre  les  points  a  et  z  est 
holomorphe  tout  le  long  de  ce  chemin. 

Acta  mëUumoHea.    26  bis.    Imprimé  le  18  août  1902. 
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f[z)  de  fonction  analytique  définie  par  Télément  5ß(j2f|a)  et  par  son  pro- 
longement analytique  à  Tintérieur  de  A. 

L'étoile  principale  étant  un  continuum  limité  (sauf  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  série  ^{z\a)  converge  pour  toute  valeur  de  l'argument)  et  les 
expressions  S{z)  de  M.  Mittag-Leffler  cessant,  en  général,  de  converger 
ou  de  représenter  f{z)  sur  la  limite  de  J,  on  doit  se  proposer,  pour  les 
points  appartenant  à  cette  limite,  une  question  analogue  à  celle  qu'a 
proposé  Abel  (Journal  de  Crelle,  t.  2;  Oeuvres  complètes,  Edition 
Sylow-Lie,  t.  i,  p.  618),  concernant  la  valeur  que  prend  f{z)  en  un 
point  appartenant  au  cercle  de  convergence  de  la  série  5ß(^|a). 

La  question  que  nous  avons  en  vue  peut  se  formuler  de  la  manière 
suivante  : 

Quelle  valeur  prend  la  branche  f[z)  en  un  point  appartenant  à  la  limite 
de  V étoile  principale'^ 

L'objet  du  présent  travail  est  de  résoudre  cette  question  pour  une 
partie  L  de  cette  limite  qui  sera  définie  au  §  3. 

Le    résultat    final   auquel   nous   arrivons  au  i$  3  peut  s'énoncer  ainsi: 

On  peut  formier  avec  les  coefficients  c  une  expression  qui  converge  et 
représente  f[z)  non  seulement  à  l'intérieur  de  l'étoile  principalcj  mais  aussi 
en  tout  point  de  L  où  f{x)  est  Jwlomorphe. 

Pour  éclaircir  dès  maintenant  cet  énoncé  par  un  exemple,  considérons 
le  cas  où  f{z)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan;  dans  ce  cas  L  n'est 
autre  que  la  limite  complète  de  -4,  et  notre  expression  fournit  la  valeur 
de  f{z)  dans  toute  l'étendue  du  plan  (les  pôles  étant  seuls  exclus). 

Dans  le  dernier  paragraphe,  nous  montrons  comment  les  expressions 
obtenues  s'appliquent  à  la  recherche  des  points  singuliers  situés  dans  le 
domaine  considéré. 

§  1.    Uéfnonstration  d'une  formule  fondamentale. 

I.  La  méthode  que  nous  allons  employer  repose  sur  la  propriété 
suivante  de  la  fonction  exponentielle:  si  rc  et  5  sont  des  nombres  réels  et 
positifs  on  a 

(i)  lim  x'e"'*  ^  \   _i 
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selon  que  x  est  différent  de  un  ou  égal  à  un;  plus  généralement,  si  ö-  et  r 
désignent  des  polynômes  en  s  prenant  des  valeurs  positives  dès  que  s  est 
suffisamment  grand,  la  fonction 


E{x ,  s)  =  3fe-'' 

jouit  de  la  propriété 

(2) 

selon  que 

xt\ 

et  pour  les  dérivées  de  cette  fonction  par  rapport  à  x  on  a  aussi 

'dx>' 


(3)  \im-j-,E{x,s)=o  (*=i,î.»....) 


*  =  00 


pourvu  que 

quant  aux  valeurs  que  prennent  ces  dérivées  pour  x=  i   nous  n'en  aurons 
besoin  que  dans  un  cas  particulier  qui  sera  étudié  plus  tard. 

A  côté  de  ces  propriétés,  nous  aurons  besoin  de  la  remarque  suivante: 
si  s  est  réel  et  positif  et  que  z  désigne  une  variable  complexe,  on  a 

lim  ^e~^'  =  o 

et  plus  généralement 

lim  E{z^  s)  =  0 

4=00 

tant  que 

Dans  tout  ce   qui   va  suivre,    la  lettre  s   désignera  un  nombre  entier 
et  positif     Si  u  est  une  fonction  de  5,  le  symbole 

lim  u 

désignera   toujours  la  limite  vers  laquelle  tend  u  quand  s  augmente  indé- 
finiment en    parcourant  la   suite    des    nombres    entiers  et  positifs.     Enfin, 

Acta  mathemaUca,    26  bU.    Imprimé  le  18  août  1902.  H 
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(T  et  T  désigneront  deux  polynômes  donnés  en  s  assujettis  à  la  seule  con- 
dition d'être  égaux  à  des  nombres  positifs  entiers  quand  s  est  positif  et 
entier. 

2.     Considérons  une  série  de  Taylor 

(4)  c^  +  c^z  +  c^z''+  ... 

convergente  dans  le  voisinage  de  l'origine;  il  existe  toujours  un  nombre 
positif  R  tel  que  la  fonction  f{z)  définie  dans  le  cercle  |^|  =  Ä  par  pro- 
longement analytique  de  la  série  proposée,  jouisse  des  deux  propriétés 
suivantes: 

1°  f{z)  est  méromorphe  à  l'intérieur  du  domaine 

(5)  \^\<R, 

2°  tous  les  points  singuliers  de  f{z)  dans  ce  domaine  sont  situés  sur 
la  partie  positive  de  Taxe  réel. 

Dans  certains  cas,  la  valeur  maximum  qu'on  peut  donner  à  R  coïncide 
avec  la  valeur  du  rayon  de  convergence  de  la  série  donnée;  c'est  ainsi, 
par  exemple,  de  la  fonction  log  (i — z)  qui  cesse  d'être  uniforme  dans  le 
voisinage  de  ;8?  =  i .  Dans  d'autres  cas,  au  contraire,  R  peut  avoir  des 
valeurs  plus  grandes;  par  exemple,  si  la  fonction  définie  par  la  série  (4) 
n'a  d'autres  singularités  que  des  pôles  situés  sur  la  partie  positive  de  l'axe 
réel,  le  nombre  jf?  peut  être  pris  aussi  grand  que  l'on  veut. 

Quoiqu'il  en  soit,  il  résulte  des  hypothèses  faites  que  si  f{z)  a  des 
points  singuliers  à  l'intérieur  du  cercle  (5)  et  qu'on  désigne  ces  points  par 

on  a 

o  <af,<R  (*=!»« •«) 

et  f{z)  peut,  dans  le  voisinage  de  z  =  aky  être  représenté  par  une  expres- 
sion de  la  forme  suivante: 

gJ--  )  désignant  un  polynôme  en  — !-  -  et  g5t(^  — o*)  étant  une  série 
de  Taylor  en  z  —  a^,  convergente  dans  le  voisinage  de  z=^ai^. 
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3.  Soit  maintenant  x  un  point  régulier  de  f{z)  situé  sur  Taxe  réel 
entre  o  et  jB;  désignons  par  i?,  un  nombre  plus  petit  que  JR  mais  plus 
grand  que  x  et  les  a^: 

o<x  <B^<R]         o<(ii,<R^<R] 

décrivons   de    l'origine    comme    centre   avec   le   rayon   JS,    un  cercle  C,   et 
considérons  l'intégrale  suivante,   prise   dans   le   sens  positif  le  long  de  C^  : 

E  désignant  la  fonction  définie  plus  haut. 
Comme  on  a,  pour  tout  point  z  de  C^: 


|^(1-)|<-(0 


et  que 

lim  ö"  =  +  CO 

«  =  00 

il  en  résulte  que 

lim  /  =  o . 

D'autre  part,   comme   la   fonction  sous  le  signe  d'intégration  est  uni- 
forme et  n'admet  à  l'intérieur  de  C,  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers, 

savoir  les  points 

o,  a;,  öTjb  (A=i,2,...,«) 

le  théorème  de  Cauchy  est  applicable  et  l'on  peut  écrire,  en  abrégé: 

Cl        («)        (*)         *■='(«») 

(o),(a;),(%)  désignant  des  petits  cercles  décrits  respectivement  des  points 
o ,  a; ,  a^k  comme  centres  et  tels  que,  à  l'intérieur  de  chacun  d'eux,  le  centre 
soit  le  seul  point  singulier  de  la  fonction 

Le  résidu  de  cette  fonction  pour  z  =  x  étant  égal  à  e~'^f{x)  on  a 

f  =  27ri.e'~^f{x). 
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Pour  calculer  le  résidu  correspondant  à  un  pôle  quelconque  z  =  af^^ 
désignons  pour  abréger  ce  pôle  par  a  et  remarquons  q  on  peut  écrire, 
dans  un  certain  voisinage  de  z  =  a^: 

J[z)  _    A,  A  _^Aa      +  5p(^ _  a) 

z  —  X       z  —  a^   [z — a)*   *         ^   (z  —  af   ^    ^^  ^ 

a  étant  Tordre  du  pôle  considéré,  les  A  étant  indépendants  de  ;3  et  5ß  étant 
holomorphe  pour  z  =  a.     Le  résidu  cherché  est  donc  égal  à 

ce  qui  nous  permet  d'écrire 

(a)  v=\ 


Or  comme  -  peut  être,  selon  les  cas,  soit  inférieur  à   i ,  soit  supérieur  à  i 

mais  n'est  égal  à  i  pour  aucun  des  pôles  a,  il  résulte  de  ce  qui  a  été 
dit  plus  haut  concernant  la  fonction  E  et  ses  dérivées,  que  l'expression 
obtenue  tend  vers  zéro  quand  s  croît  indéfiniment.     Nous  avons  donc: 

lim  S  J  =  o . 
H  reste  à  considérer  l'intégrale   f .     En   convenant  de  désigner  géné- 

(0) 

ralement  par  [F{z)]z''^  le  coefficient  de  z~^  dans  le  développement  d'une 
fonction  F  en  série  de  Laurent  dans  le   voisinage  de  ^  =  o,  nous  avons 

Combinant  les  résultats  obtenus  nous  obtenons  donc  enfin 
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Pour  calculer  cette  expression,  remarquons  que  Ton  a,  dans  le  voisinage 
de  z  =  o: 


^e.»)=©-f!(r+-i(r"— • 


Le  coefficient  de  z  ^  dans  le  développement  dont  il  s'agit  est  donc 
égal  à 

(7)  —  £  K~^-{c,  +  c,x  +  ..  +  c,+„_,  x'^"-'). 

w  =  0        I  — 

4.  Il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  5,  cette  série  converge 
pour  toute  valeur  de  x  et  représente  une  fonction  entière  de  cette  variable. 
En  effet,  désignons  par  p  un  nombre  positif  ^inférieur  au  rayon  de  con- 
vergence de  la  série  (4).  Pour  toute  valeur  (réelle  ou  complexe)  de  x 
remplissant  la  condition 

(8)  |.t|<^ 
l'expression 

(9)  ^o  +  ^^i^+^^  +  ^^+^-i^'^""' 

est,  en  valeur  absolue,  moindre  qu'une  certaine  constante  g  ce  qui  montre 
que  la  série  (7)  converge  uniformément  dans  le  domaine  (8).  D'ailleurs  on 
a,  d'après  un  théorème  bien  connu 

g  désignant  la  valeur  maximum  de  \f{x)\  pour  tous  des  points  du  domaine 
(8).  Par  là  il  résulte  facilement  que,  pour  toute  valeur  de  x  du  domaine 
suivant 

(10)  \^\>P 

l'expression  (9)  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  l'expression 

I X  I  *'"*""' 
{(T+VT).g. 
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ce  qui  prouve  que  la  série  (7)  converge  uniformément  dans  le  domaine 

/r>|.r|>/> 

K  étant  aussi  grand  qu'on  le  veut. 

Par  conséquent,  la  série  étant  uniformément  convergente  à  l'intérieur 
de  tout  domaine  fini,  représente  nécessairement,  comme  nous  l'avons  dit, 
une  fonction  entière  de  x. 

Le  résultat  auquel  nous  sommes  ainsi  conduits  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante: 

Théorème  I.     Soit 
(4)  c^  +  c^z  +  c^z^+  ... 

une  série  de  Taylor  convergente  dans  le  voisinage  de  z  =  o;  soient  a  et  z 
deux  polynômes  en  s  prenant  des  valeurs  entières  et  positives  toutes  les  fois 
que  s  est  égal  à  un  entier  positif  et  formons  la  fonction  entière 


(II)  F{x,s)  =  e.j^^-.'^{c,  +  c,x+..  +  c^,,^.,x^^^^-'^^ 


Pour  toute  valeur  réelle  et  positive  x  telle  que  la  fonction  f[z)j  définie 
par  prolongement  analytique  de  la  série  (4)  à  Vintérieur  du  cercle 

(12)  |;.|<.T, 

n'admet   en   dedans   ou   sur   la   limite   de  ce  cercle  d'autres  singularités  que 
des  pôles  réels,  positifs  et  inférieurs  à  x  on  aura 

(13)  f{x)  =  \imF{x,s). 


5.     Parmi   les   diverses   valeurs    qu'on   peut  choisir  pour  <r  et  r,  les 
plus  simples  sont 

(14)  0"  =  5  et  r=  5; 

pour  ces  valeurs  la  formule  obtenue  prend  la  forme  suivante: 

(15)  f{x)  =  6  lim  £  ^^{Co  +  c,x  +  ..  +  c,,_,a^'+--^). 
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Mais  nous  verrons  plus  tard  '  qu'il  y  a  avantage  à  remplacer  les  valeurs 
(14)  par  les  suivantes 

(i6)  a=s^^T=$ 

ce  qui  fournit  la  formule 

(17)  f[x)  =  e  lim  V  ^~^]^\c,  +  c,x  +  ..+  c„^_,a;"+-») 

valable,    comme    les    précédentes,    pour   les    valeurs    positives  de  x  définies 
dans  le  théorème  I. 

Pour  abréger,  nous  désignerons  la  série  figurant  au  second  membre 
de  (17)  par  le  nom  de  fonction  associée  de  la  série  de  Taylor  (4)  et  nous 
emploierons  la  notation 


Ass.  i  c,^-  =  e.  £  ^    l^"  {c,  +  c,2  +  . .  +  c„^„_,^'+'"-'). 


6.  La  fonction  associée  jouit  de  quelques  propriétés  simples  qu'on 
vérifie  immédiatement  et  dont  nous  aurons  besoin  dans  la  sxiite.  Nous 
nous  bornerons  à  les  énoncer: 

Si  f{z)  est  une  série  de  Taylor  donnée  et  K  une  constante  quel- 
conque on  a 

Ass.  Kf[z)  =  K  Ass.  f{z)  ; 

si  f^(z)  y  f^[z) , . . ,  fn{z)  sont  des  séries  de  Taylor  données  et  Äj,  K^^ . . ,  K„, 
des  constantes  quelconques  on  a 

Ass.  (K, fAz)  +  ..  +  K„az))  =  TK, Ass. f,{z) . 
Pour 

nz)  =  i+z  +  z'+..  =  ^^^ 

on  a 

I  I  — ez'^e"'' 

Ass.  =  -  -         —  ; 

I  — Z  I  —  z        ' 


Voir  la  note  à  la  fin  du  n:o  16. 
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si  k  est  un  entier  positif  on  a 

^^-  (1  —  z)^^^  ""  I Ä  rfo:*        i—z         ' 
plus  généralement,  si  a  est  une  constante  on  a 

-455.  = 

a  —  z  a  —  z 


Ass, 


I    d*  \a/ 


(a  —  zf-^^       \k  dx^  a  —  z 


%  2.    Reniarqties  diverses. 

7.  Il  est  facile  de  transformer  les  expressions  obtenues  en  des  séries 
de  polynômes.  Nous  nous  bornerons  à  le  montrer  pour  le  cas  de  Tex- 
pression  (17). 

Remarquons  à  cet  effet  que  Ton  a,  d  après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut 
concernant  Texpression  (9) 

X  désignant  un  nombre  positif  quelconque  et  5^  et  p  ayant  la  même  signi- 
fication que  plus  haut.  Par  là  s'obtient  facilement,  m  désignant  un  entier 
positif  quelconque, 

oc 


'£,\c,  +  c,x+..  +  c..^,._,x"^"-'\ 


(18)  <-^-«  +  -^-W^'"'.e(^)'.(i+-*). 

^^"/  7)1       .m —  I  \p/  \  m/ 


Or,  'w  étant  d'un  ordre  de  grandeur  supérieur  à  celui  de  m*"e"""*,  on 
voit  que,  si  Ton  prend  m>s',  le  second  membre  de  (18)  tend  certainement 
vers   zéro   quand  s  augmente  indéfiniment.     Il  en  résuit«  que  si  Ton  pose 
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y=0 


(20)  P{x,s)  =  e.'£  ^^  {c,  +  c,x-{-..  +  c..^„.,x"^"-') 

on  aura,  quel  que  soit  x: 

lim  F{x ,  s)  =  lim  F{x ,  s) . 

laOO  «  =  00 

Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant: 


Théorème  H.     Si  Von  forme  le  polynôme  P{x ,  s)  défini  par  la  formule 

(20)  la  fonction  f{x)  est  représentée  par  V expression 

(21)  f[x)  =  \imP{x,s) 

pour  toute  valeur  réelle  et  positive  x  telle  que  f{z)  soit  méromorphe  en  dedans 
et  sur  la  limite  du  cercle 

\z\^x 

et  que  cette  fonction  n'admet  dans  ce  cercle  que  des  pôles  réels  situés  entre 
o  et  X. 

Comme  on  peut  écrire 

.  lim  P(ic ,  s)  =  P(rr ,  1)  +  f  (P{x ,  v)  —  P(x ,  v— i)) 

on  obtient  par  là  un  développement  de  f{x)  en  série  de  polynômes,  valable 
pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  x  qui  viennent  d'etre  définies. 


8.  Nous  nous  sommes  borné,  dan»  ce  qui  précède,  à  considérer  des 
valeurs  réelles  et  positives  de  la  variable  x.  Pour  trouver  des  formules 
valables  aussi  pour  des  valeurs  négatives^  on  n'a  qu'à  remplacer,  dans  les 
formules    (13),    (15),    (17),    (21),    le    nombre    s   par    25,    s    étant   toujours 

Acta  nuUhmnatiM,    26  bU.    Imprimé  le  21  ftoût  19U2.  12 
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un  nombre  entier  et  positif.     Pour  le   voir,  il  suffit  de  remarquer  que  la 
fonction  E{x ,  6')  introduite  plus  haut  satisfait  aux  conditions 


lim  JE' (a;,  2s) 


selon  que  le  nombre  réel  (positif  ou  négatif)  x  est  différent  de  i  ou  égal 
à   I   et  que  Ton  a 

]im^E{Xy  28)  =  o  (*-=!,«....) 

pourvu  que  le  nombre  réel  x  soit  distinct  de   i. 

Les  développements  ainsi  obtenus  convergent  et  représentent  f{x)  en 
tout  point  réel  x  tel  que  f{z)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  z  =^  x 
et  n'admet,  à  l'intérieui;  ou  sur  la  limite  du  cercle 

d'autres  singularités  que  des  pôles  réels. 

Plus  généralement,  on  parvient  par  un  raisonnement  analogue  à  l'énoncé 
suivant: 

Théorème  HI.  Si  dans  les  formules  (13),  (15),  (17),  (21)  on  remplace 
s  par  «5,  n  désignant  un  entier  positif  quelconque,  ces  formules  seront 
valables  pour  toute  valeur  de  x  de  la  forme 

Ikni 

X  ==  re  n 

k  étant  un  nombre  quelconque  de  la  suite 

o,  1,  2,  ..  ,n— I 

et  r  étant  un  nombre  positif  et  réel  satisfaisant  à  la  condition  suivante: 
f(z)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  z  =  x  et  n'admet  à  l'intérieur 
ou  sur  la  limite  du  cercle 

d'autres  singularités  que  des  pôles 
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tels  que 

Supposons,  par  exemple,  que  la  série  proposée  (4)  représente  une 
fonction  f\z)  méromorplie  dans  tout  le  plan  et  que  tous  les  pôles  a^ 
de  cette  fonction  satisfassent  à  la  condition 

n  étant  un  entier  positif  donné. 

Les  coupures  définissant  dans  ce  cas  l'étoile  principale  de  M.  Mittag- 
Lefflek  sont  des  demi-droites  issues  des  pôles  les  plus  voisins  de  Torigine 
et  faisant  avec  l'axe  réel  des  angles  respectivement  égaux  à 

Les  expressions  de  M,  Mittag-Lefflek  fournissent  la  valeur  de  f{z) 
dans  tout  le  plan,  sauf  sur  les  coupures. 

L'expression  au  contraire  que  l'on  obtient  en  remplaçant  s  par  n$ 
dans  la  formule  (21),  représente  (en  dehors  du  cercle  de  convergence  de 
la  série  (4))  la  fonction  f{z)  seulement  sur  les  coupures  dont  il  s'agit. 


%  3.    I^rolongement  a/nalytigue  à  l'intérieur  de  Vétoile  méromorphe. 

9.     Soit 
(22)  ^{z\a)  =  c,  +  c,[z  —  a)^-  c^{z  —  a)'  +  .  .  . 

une  série  de  Taylor  convergente  dans  le  voisinage  de  ^  =  a.  Kappelons 
comment  on  définit,  d'après  M.  Mittag-Leffleu,  l'étoile  principale  corres- 
pondant aux  constantes  c. 

Considérons  une  ligne  droite  Iß  issue  du  point  ^  =  a  et  faisant  un 
angle  0  avec  l'axe  réel;  formons  le  prolongement  analytique  de  la  série 
5P(j?|a)  en  suivant  cette  droite.  Il  pourra  se  faire  qu'on  arrive  à  un  point 
au  delà  duquel  le  prolongement  analytique  est  impossible;  si  un  tel  point 
existe  nous  le  désignerons  par  Pß  et  nous  désignerons  par  Vß  la  demi-droite 
obtenue  en  prolongeant  indéfiniment  Iß  au  delà  du  point  Pß. 
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Enfin,  O  variant  depuis  ö  =  o  jusqu'à  ö  =  2;r,  nous  ferons  corre- 
spondre à  chaque  valeur  de  6  une  coupure  savoir  la  demi-droite  /^  qui 
vient  d'être  définie  (dans  le  cas  où  Pq  est  infiniment  éloigné  de  ;?  =  a ,  il 
n'y  aura  pas  de  coupure  correspondante). 

Ce  qui  reste  du  plan  après  qu'on  a  fait  toutes  ces  coupures  est  l'étoile 
principale  introduite  par  M.  Mittag-Lbfflbr. 

C'est  un  domaine  simplement  connexe  A ,  à  Tintérieur  duquel  la  série 
^(;s(|a)  et  son  prolongement  analytique  définissent  une  branche  uniforme 
d'une  fonction  analytique. 

Dans  ce  qui  suit  nous  désignerons  cette  branche  par  f\z). 

Les  points  Pß  sont  appelés  par  M.  Mittag-Lbffler  des  sommets  de 
l'étoile  A.  Le  sommet  correspondant  à  une  valeur  déterminé  0  n'est  donc 
autre  chose  que  le  premier  point  singulier  de  la  branche  f\ss)  qu'on  ren- 
contre en  parcourant  la  demi-droite  l^, 

lies  expressions  découvertes  par  M.  Mittag-Lbfflek  fournissent,  comme 
on  sait,  la  valeur  de  f{z)  dans  tout  le  plan  sauf  sur  les  coupures  Iß,  Ce 
qui  reste  à  faire,  c'est  de  chercher  la  valeur  de  f[z)  quand  la  variable  z^ 
en  suivant  un  chemin  inlérieur  à  l'étoile  -4,  se  rapproche  d'un  point 
appartenant  à  une  coupure. 

Considérons  un  sommet  quelconque  Vf,\  si  ce  sommet  n'est  qu'un  ^/^ 
de  f{z)  il  pourra  arriver  qu'en  partant  de  Pß  et  parcourant  la  coupure 
/i,  on  ne  rencontre  jamais  d'autres  singularités  de  f[z)  que  des  pôles;  dans 
ce  cas  nous  désignerons  la  coupure  Iß  par  Vß ,  Dans  le  cas  contraire,  on 
rencontre,  en  parcourant  Vß,  un  premier  point  singulier  de  f{z)  qui  ne 
soit  pas  un  pôle.  Nous  désignerons  le  segment  entie  ce  point  et  le  point 
Pe  par  Iß'. 

L'ensemble  des  segments  Iß  qu'on  obtient  ainsi  en  faisant  varier  d 
de  o  jusqu'à  2;r,  sera  désigné  par  L. 

Nous  nous  proposons  de  former  des  expressions  qui  représentent  f{z) 
non  seulement  à  l'intérieur  de  A  mais  aussi  pour  les  points  appartenant 
à   L. 

Si  à  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  l'étoile  A  on  joint  l'ensemble 
L,  on  obtient  une  étoile  nouvelle  M  qui  pourra  s'appeler  rétoile  méro- 
morphe  appartenant  aux  constantes  c  puisque  c'est  l'étoile  la  plus  étendue 
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à  l'intérieur  de  laquelle  f{z)  est  méromorphe  '.    Pour  en  distinguer  l'étoile  A , 
on  pourrait  appeler  celle-ci  Vétoile  holomorphe  appartenant  aux  constantes  c. 
En  adoptant  cette  terminologie,  le  problème  que  nous  nous  proposons 
à  résoudre  peut  se  formuler  ainsi: 

Former  une  expression  de  f[z)  valable  en  tout  point  régulier  z  à  Vin- 
térieur  de  rétoile  méromorphe  M. 

lo.  Pour  ramener  ce  problème  au  cas  étudié  au  §  i,  nous  allons 
nous  servir  de  la  méthode  de  représentation  conforme  employée  par  M. 
Mittag-Lefflek  dans  la  troisième  note  (Acta  mathematica,  t.  24, 
p.  205).  Cette  méthode  dépend  d'une  fonction  dite  »fonction  génératrice» 
qui  peut  être  définie  d'une  infinité  de  manières  différentes.  Pour  notre 
but,  la  fonction  génératrice  la  plus  commode  paraît  être  celle  introduite 
et  employée  par   M.   Fredholm'.     Cette   fonction  est  définie  par  l'égalité 

où  ß  est  un  nombre  réel  assujetti  aux  conditioïis 

(24)  o<ß<i, 

et  jouit  des  propriétés  suivantes: 

Quand  u  décrit  la  circonférence 

(25)  |«|=i 

dans    le    sens    positif,    jp    décrit   dans   le   même  sens  un  contour  fermé  Sß 
comprenant  dans  son  intérieur  le  segment  o  —  i   de  l'axe  réel;  aux  valeurs 

u  =  o,u=  I 


'  Un  point  z  est  à  considérer  comme  intérieur  à  l'étoile  M  si  on  peut  décrire 
autour  du  segment  rectiligne  joignant  les  points  a  et  4^  un  contour  fermé  T  tel  que 
f(z)  soit  méromorphe  à  l'intérieur  de  T. 

'  Öfversigt  af  Kongl.  Vet.  Ak.  För  h.  1901,  p.  203.  Voir  aussi  une  note  de 
M.  Miïtaq-Lefflbr:  Sur  une  formule  de  AI.  Fredholm,  Comptes  rendus  (Paris),  le  25 
Mars  1901. 
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correspondent  respectivement  les  valeurs 

F  =  o,jP=  I 

et  à  une  valeur  réelle  u  entre  o  et  i  correspond  une  valeur  de  ^  entre 
o  et  I  ;  pour  y9  =  o  le  contour  5  se  réduit  à  une  circonférence  décrite  de 
Torigine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  un;  enfin,  quand  ^  tend  vers 
la  valeur  wn,  le  contour  Sß  devient  de  plus  en  plus  mince  et  se  confond, 
à  la  limite,  avec  le  segment  o  —  i . 

Ceci  rappelé,  désignons  par  .r  un  point  à  l'intérieur  de  Tétoile  méro- 
morphé  M  dans  le  voisinage  duquel  /'{z)  est  holomorphe.     Posons 

(26)  ^  =  î^(**.^);    ■ 

la  fonction  z  de  u  définie  par  cette  formule  réalise  la  représentation  con- 
forme du  cercle  (25)  sur  un  contour  Sß  semblable  à  Sß  et  jouissant  des 
propriétés  suivantes:  aux  valeurs 

u  =  o,u=  I 

correspondent  les  valeurs 

z  =  a  ^  z  =  x\ 

quand  u  décrit  le  segment  o — i,  ^  décrit  le  segment  a  —  x;  poury9  =  o 
Sß  se  réduit  à  la  circonférence 

\^  —  a\  =  \x  —  a\ 

et  quand  ß  tend  vers  l'unité,  Sß  s'aplatit  et  se  raccourcit  indéfiniment  et 
se  confond,  à  la  limite,  avec  le  segment  a — x. 

Or  /{z)  étant  méromoi-phe  tout  le  long  du  segment  a  —  x  et  holo- 
morphe aux  extrémités  z  =  a  et  z  =  x,  on  en  conclut  qu'il  existe  un 
nombre  positif  B  <  i  tel  que,  pour  toute  valeur  de  ß  satisfaisant  aux 
conditions 

(27)  B<ß<i, 

f{z)  soit  méromorphe  à  l'intérieur  du  contour  Sß  et  sur  ce  contour  et  que, 
en  outre,  tous  les  pôles  de  f{z)  appartenant  à  ce  domaine  soient  situés 
sur  le  segment  rectiligne  joignant  les  points  a  et  a;. 


Digitized  by 


Google 


Sur  le  prolongement  analytique  d'une  série  de  Taylor.  95 

Donc,  par  le  changement  de  variable  (26)  (où  ß  est  assujetti  aux 
conditions  (27)),  f[z)  se  transforme  en  une  fonction  /*,(«*)  méromorphe  à 
rintérieur  et  sur  la  limite  du  cercle 

et    n'admettant   dans   ce   domaine    que  des  pôles  réels  situés  entre  w  =  o 
et  ti  =  I . 

1 1 .  Les  résultats  obtenus  au  §  i  sont  donc  applicables  à  cette 
fonction  /",(«). 

D'après  la  formule  de  M.  Frbdholm  (loc.  cit.  p.  205),  le  développe- 
ment de  /j(w)  en  série  de  Taylor  dans  le  voisinage  de  w  ==  o  peut  s'écrire 
sous  la  forme  symbolique  très  simple 

x/   \       "^  ß^u*  X  —  a  d  (x  —  ad    ,      \      (x  —  ad,  \w   \ 

où  Ton  a  posé 

F  =  — log  (1-/5); 

les  coefficients 

qui  y  figurent  sont  identiques  aux  coefficients  définissant  la  série  donnée  (22)^ 
Comme  z  se  réduit  à  x  pour  w  =  i   on  a 


^  En  posant 

;(;  +  I). .(;  +  n-  I)  =  /  +  E^h'^'  +  . .  +  Mli>i 
le  produit  symbolique 

X  —  a  d  [x  —  arf.     \       (x  —  ad.  \  n  ^ 

peut  être  remplacé  par  le  polynôme 
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et  il  suffit  donc  à  appliquer  à  f^{\)  les  développements  des  paragraphes 
précédents  pour  avoir  l'expression  cherchée  de  f{x)  dans  toute  l'étoile 
méromorphe. 

En  posant  pour  abréger: 

C\{x,ßj  =  f{a), 

n  t      û\       ß'x—ad/x  —  arf,      \       (x  —  a  d    ^  \wx 


(28) 


on  a,  en  employant  la  notation  introduite  au  n:o  6, 

Abs.  a  («)  =  e .  £  ^-"-^-^  (C;  -|-  6>  +  .  .  +  C„^„_.u"+'-') . 


V-.0        '" 


Mettant  w  =  i  et  appliquant  le  théorème  I  nous  obtenons  donc  le 
théorème  suivant: 

Théorème  IV.  Si  Von  choisit  un  nombre  positif  ß  (taprès  les  condi- 
tions (27)  et  q%ion  forme  la  fonction  suivante: 

(29)  F{x,ß,8)  =  e.fl^^^'^{C,+  C,  +  ..  +  C.,^„_,) 

i»=0         I  — 

OÙ  les  Ü  sont  des  polynômes  en  x  définis  par  les  formules  (28),  on  aura 

(30)  f{x)=-.\\mF{x,ß,s) 

jrt-  oc 

X  étant  un  point  régulier  de  f{z)  à  l'intérieur  de  VétoUe  méromorphe  M. 

Le  point  x  étant  fixé,  le  nombre  ß  doit  être  supérieur  à  un  certain 
nombre  B  qui  dépend,  en  général,  de  x\  si  Ton  fixe  la  valeur  de  ß^  la 
formule  (30)  n'est  valable  que  dans  un  certain  domaine  M'  intérieur  à  M, 
Mais  nous  savons  d'après  ce  qui  précède  que,  quand  ß  croît  indéfiniment 
vers  la  valeur  wn,  le  domaine  31'  s'étend  de  plus  en  plus  et  se  confond, 
à  la  limite,  avec  M.     Il  en  résulte  que  l'expression 

lim  lim  F{x ,  ßyS) 

converge   et  représente  la  valeur   de  f{x)   en  tout  point  régulier  x  à  l'in- 
térieur de  l'étoile  méromorphe. 
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(31)  f{x)  =  hm\miF{x,ß,8) 

de  la  manière  suivante. 

Soit  X  en  point  régnKer  fixe  de  f{z)  à  Tîntérieur  de  Tétoile  méro- 
morphe  et  soit  E  un  nombre  positif  aussi  petit  quon  le  veut;  d'après  ce 
que  nous  avons  vu,  on  peut  faire  correspondre  à  tout  nombre  ß  remplis- 
sant (27)  un  nombre  positif  s'  tel  que  Ton  ait 


(32) 

dès  que: 


\f{x)-F{x,ß,s)\<^ 


8>S'. 


Soit  /Oj  un  nombre  positif  inférieur  au  rayon  de  convergence  de  la 
série  (22)  et  désignons  par  G  le  maximum  du  module  de  cette  série  à 
Tintérieur  du  domaine 

(33)  \^  —  a\<p,. 

Soit  p  un  nombre  positif  tel  que,  pour  toute  valeur  de  u  du  domaine 

(34)  \u\<p 

la   valeur   correspondante   de   e^   définie   par   Tégalité    (26),    satisfasse  à  la 
condition 

\z  —  a\<p,. 

Comme  on  a 
quand  z  appartient  au  domaine  (33),  on  a 

tant  que  u  reste  dans  le  domaine  (34). 

H  en  résulte  que  les  coefficients  C^{x  ^  ß)  figurant  dans  le  développe- 
ment 

satisfont  à. la  condition  suivante: 

\C,{x,,ß)\<Gp-* 

Jeta  maHmiaHM,    36  bis.    Imprimé  le  30  soût  1902.  13 
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d'où   résulte,   par   le   même  raisonnement   qui   nous  a  conduit  à  l'inégalité 
(i8),  que  Ion  a 


vc=fn 


'   \m—i\pj  \      '   w/ 


m  étant  un  entier  positif  quelconque. 

Or,   le   second   membre   dans  cette  formule  tendant  vers   zéro   avec 

si  Ion  prend 

m  >  5', 
on  aura,  en  posant 


v  =  0 


rinéffalité  suivante: 


"fe 


(36)  \F{x,ß,s)-P{x,ß,s)\<^ 

dès  que 

s>s" 

où  s"  est  un  nombre  positif  suffisamment  grand. 

Il  résulte  alors  des  formules  (32)  et  (35)  que  Ton  a 

\f{x)-Pix,ß,s)\<E 

tant  que  l'entier  positif  s  est  supérieur  à  s'  et  à  5". 

Nous  pouvons,  par  conséquent,  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  V.     Soit 

une  série  de  Taylor  convergente  dans  le  voisinage  de  0  =  a  et  désignons 
par  f{z)  la  branche  uniforme  de  fonction  analytique  définie  par  cette  série 
et  son  prolongement  analytique  à  l'intérieur  de  rétoile  méromorphe  M  appar- 
tenant aux  constantes  c.  Si  l'on  définit  les  polymmes  C„  par  la  formule  (28) 
et  le  polynôme  P(rr,y9,s)  par  V égalité  (35)  on  aura 

(37)  f{x)  =  ]im]imP{x,ß,s) 

en  tout  point  régulier  de  fix)  à  l'intérieur  de  Vétoile  M, 
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On  peut  en  déduire  facilement  que  f{x)  est  représentable  à  Tintérieur 
de  M  par  une  série  de  polynômes. 

13.  Par  définition,  Tétoile  M  est  un  domaine  continu  comprenant 
d'une  part  tous  les  points  appartenant  à  l'étoile  holomorphe  (ou  principale)  A , 
d'autre  part  la  partie  des  coupures  Iq  que  nous  avons  désignée  par  L, 

Soit  X  un  domaine  compris  tout  entier  en  dedans  de  ^;  il  résulte 
facilement  des  formules  précédentes  que  le  développement  (37)  converge 
uniformément  dans  X. 

Soit  d  autre  part  i,  un  segment  d'une  coupure  quelconque  appartenant 
à  2/  tel  qu'il  ny  a  sur  ce  segment  (y  compris  les  points  qui  le  limitent) 
aucun  point  singulier  de  f[x).  La  formule  (37)  non  seulement  a  lieu  le 
long  de  Z/j,  mais  le  second  membre  converge  uniformément  sur  ce  segment. 

Au  contraire,  dans  une  aire  embrassant  un  tel  segment  L^ ,  l'expression 
ne  converge  pas  uniformément  puisque  le  nombre  B  (n:o  10)  tend  vers 
Vunité  quand  x  se  rapproche  de  L\ 

14.  Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  pôles  de  f{x)  à  l'intérieur 
de  l'étoile  méromorphe  sont  situés  sur  une  ligne  droite  l  issue  du  point  a, 
il  suffit,  pour  avoir  une  expression  de  f{x)  valable  sur  /,  de  mettre  dans 
les  formules  précédentes  y9  =  o  ce  qui  donne 

F{x,ß,s)  =  e,J2  ^~.'^\c,  +  c,{x-a)  +  .  .  +  cw_,(a;-a)"+-  ^) 

v=0         \  — 

et  enfin 

f{x)  =  e.]imj^  ^-î^'  {c^^c,{x  —  a)  +  ,.+  c,,^,,_,  {x  —  a)"+"  -^) 


v-O 


pour  tout  point  régulier  situé  sur  l. 

La  formule  générale  (37)  se  réduit  donc,  dans  le  cas  envisagé,  à  ceUe 
que  nous  avons  obtenu  au  §   2.  * 

'  D'ailleurs,  d'après  une  remarque  que  je  dois  à  M.  Phraomén,  aucune  série  de  poly- 
nômes représentant  f{x)  dans  M  ne  saurait  converger  uniformément  dans  une  telle  aire. 


Digitized  by 


Google 


1 


100  Helge  yon  Koch. 

15.  Comme  application  du  résultat  obtenu,  consider  ou  s  le  cas  où  la 
série  (22)  définit  une  fonction  f[z)  méromorphe  dans  tout  domaine  fini. 
Dans  ce  cas,  l'étoile  méromorphe  M  embrasse  tout  le  plan  et  nous  avons 
le  résultat  suivant:  V expression: 

lim  limP(ir,^,  s) 
définie  plm  haut  converge  et  représente  f[x)  en  tout  point  régulier  du  plan. 


%  4.    Recherche  des  points  singuliers.  —  Concltision. 

î6.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  formé  des  expressions  de  f{x) 
valables  en  tout  point  régulier  de  f{x)  à  Imtérieur  de  Tétoile  méro- 
morphe M. 

Une  question  qui  se  pose  nécessairement  est  donc  la  suivante:  étant 
donné  un  point  f  à  Tintérieur  de  l'étoile  M,  décider  si  f  est  un  point 
réguliei^  ou  un  point  singulier  poux  f{x). 

Pour  étudier  cette  question,  il  convient  d'employer  les  notations  in- 
troduites au  n:o  6. 

Supposons  qu'un  point  donné  f  à  l'intérieur  de  l'étoile  M  soit  un 
point  singulier  de  f[z)\  comme  f{z)  est  méromorphe  dans  le  voisinage  de 
z  =  Ç  nous  pouvons  écrire 

(38)       w=féi+<7é^+--+(fé^ +*('--« 

en  désignant  par  a  l'ordre  du  pôle  f ,  par  A  certaines  constantes  et  par  Sß 
une  fonction  holomorphe  au  point  z^=Ç, 
Par  la  transformation 

(39)  .-»  =  (f-a)^i=|> 

employée  plus  haut  f[z)  se  transforme  en  une  fonction  /*,(w);  d'après  ce 
qui  précède,  il  y  a  un  nombre  positif  B<\  tel  que,  pour  toute  valeur 
de  ß  remplissant  les  conditions 

(40)  B<ß<i, 
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cette  fonction  f\{u)  soit  méromorphe  à  rintèrieur  et  sur  le  contour  du  cercle 

(41)  l»l=i 

et  que  tous  les  pôles  de  /*,(«*)  dans  ce  domaine  soient  réels  et  positifs. 
Comme  les  points  J  =  f,  w=  i  se  correspondent,  le  point  u  ==  i  est  un 
pôle  de  f^{u)  et  Ton  peut  écrire 

(4.)       m =^^+^.+..+ ^%^ + ç.(«- ,) 

les  B  étant  des  constantes  qui  s'expriment  linéairement  par  rapport  aux 
A  et  Sp,    étant  holomorphe  pour  w  =  i . 

Il  nous  faut  maintenant  calculer  la  valeur  de  la  fonction  associée  de 
/j(m)  pour  w  =  I  c'est-à-dire  la  valeur  de  la  fonction  F{x,ß,e)y  définie 
par  la  formule  (29),  au  point  correspondant  x  =  Ç. 

En  vertu  des  propriétés  de  la  fonction  associée  (n:o  6)  on  a 

a—l 

(43)  Jss.  f,{u)  =  Ass.  ^,(u—  1)  +  52  ^*+<  ^«-  (TZ^i+i 


(i-tt)* 
Ass.  ^,{u-  I)  +  £  -^____- 


*  =  0 
0—1 


où  Ton  a  posé  s^=  (t  pour  abréger. 
Or  comme 


I  —  e  u^-^^e-""'  _  ^  Y^  (—  ly  / 
¥=0 


on  peut  écrire 


d*  I  —  e«*+'e-«'  _     V"  (—  ly  d*  I  —  u*+^+'' 


du*        I  —  u  ^     I  y    du*      I  —  u 


et  il  suffit  donc  de  calculer  la  valeur  de  la  fonction 

d*  I  — 11*+«^+*'* 


du*      I  —  u 
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pour  w  =  I .     A   cet  effet,   remarquons  que  Ton  a,   m  désignant  un  entier 
positif  quelconque, 


*  +  I 


Il  en  résulte 


/  d^   I— eu*i^e-"'\        _       ^  {—jY  (a  +  usXo  +  i^s  -h  \)..{a+  vs  +  k) 
\du^        I — u       /«=i"~     '  ^     \V'  k+i 


f  d^   i—eu^^^e-'*^       _       ^  (—  1 

"^4  +  1^*+^  /u=i 


quel  que  soit  Tentier  positif  k,     (Pour  ft  =  o,  il  faut  supprimer  l'opération 

^-^  devant  la  fraction  dans  le  premier  membre,) 

En  formant,   d'après  la  formule  classique,   la  dérivée  A"*'  du  produit 
des  deux  fonctions 

1**+'^  et  e-«' 

on  obtient,  pour  u=  i,  une  expression  de  la  forme  suivante: 

où  ûjt  désigne  un  polynôme  entier  de  degré  A;  +  i  en  ö-  et  s  dans  lequel 
le  coefficient  de  t/"^^  est  égal  à  e~\  Pour  (T==s^y  on  obtient,  donc  un 
polynôme  <?t(5*,  s)  dans  lequel  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  s, 
savoir  s'*"*"',  est  égal  à  e~\ 

Nous  pouvons  donc  écrire 


^  d*  I  —  e  i«*+''c— \  5**+« 


les  termes  omis  du  second  membre  étant  de  degré  inférieur  à  2Ä  +  2  par 
rapport  à  s. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (43)  et  mettant  u=^  i  on  obtient, 
en  se  rappelant  la  relation 
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la  formule  suivante 

(44)  F(C,ß,s)  =  K,  +  ?^a'^+... 

les  termes  omis  étant  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  B^_i . ,  ,Bi  et 
de  degré  moindre  que  2a — i  par  rapport  à  5;  Ä,  désigne  la  valeur  que 
prend  la  fonction 

Ass.  ^^{u —  i) 
pour  u  =  I . 

Comme  5ßj(w — i)  est  holomorphe  au  point  u=  i  on  a  d'après  le 
théorème  I, 

limir,=  $j(o). 

JsQO 

Le  nombre  ß  ayant  une  valeur  fixe  satisfaisant  aux  conditions  (40) 
et  ^.,  désignant  par  hypothèse  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
négative  de  f  —  z  dans  le  développement  de  f{0),  on  voit  sans  difficulté 
que  B  a  est  une  quantité  différente  de  zéro. 

La  formule  (44)  montre,  par  suite,  que  le  pôle  f  satisfait  nécessaire- 
ment à  la  condition* 

(45)  ]im\F{S,ß,s)\==oo. 

«  —  00 

17.  Ce  résultat  fournit  déjà  un  critère  pour  décider  si  f  est  singulier 
ou  régulier.  Mais  on  peut  le  simplifier  en  remplaçant  F  par  le  polynôme 
F  défini  par  la  formule  (35). 

En  effet,  ß  étant  un  nombre  satisfaisant  aux  conditions  (40)  et  f 
étant  un  point  quelconque  à  l'intérieur  de  Tétoile  méromorphe,  nous  savons, 
d'après  ce  qui  a  été  démontré  au  n:o    12  que  Ton  a 

(46)  ]xmiF{C,ß,s)  —  P(S,ß,s))  =  o 

«ego 

d'où  Ion  voit  que  la  condition 

Um|P(6,^,5)|=  CO 


^  Si  an  lieu  des  valeurs  (16)  de  ir  et  r  nous  avions  choisi  les  valeurs  plus  simples 
(14),  c*est-à-dire  si  nous  nous  étions  servi  de  oc'e^^  comme  facteur  de  disoontinuitÄ  au 
lieu  de  x'^e  '*,  la  formule  (45)  n'aurait  pas  eu  lieu  en  général. 


Digitized  by 


Google 


1Q4  Helge  von  Koch. 

est  nécessaire  pour  que  Ç  soit  un  pôle  de  f{z).  Cette  condition  est 
d'ailleurs  suffisante  aussi,  car  pour  un  point  régulier  Ç  l'égalité  (45)  ne 
peut  pas  avoir  lieu  puisque  nous  savons  que  Ton  a 

.      .  ümP(f,y9,5)  =  /-(e) 

d^ns  ce  cas. 

On  peut  ajouter  que,  une  fois  décidé  si  Ç  est  un  pôle  ou  non,  les 
formules  précédentes  permettent  d'évaluer  les  valeurs  des  coefficients  A 
figurant  dans  le  développement  (38). 


Dans  ce  qui  précède,  je  me  suis  borné  à  former  et  à  étudier  le 
prolongement  analytique  dune  série  de  Taylor  à  l'intérieur  de  son  étoile 
méromorphe^  Mais  par  la  considération  de  certains  exemples,  j'ai  trouvé 
que  les  formules  obtenues  restent  vraies  dans  des  domaines  encore  plus 
étendus.  Et  il  me  paraît  probable  que  les  méthodes  employées  doivent 
pouvoir  s'étendre  à  la  solution  de  ce  problème  général: 

Former  le  prolongement  analytique  de  f{z)  à  l'intérieur  de  son  étoile 
uniforme,  c'est-à-dire  dans  l'étoile  la  plus  étendue  de  centre  a  à  l'intérieur 
de  laquelle  f{is)  reste  uniforme. 

Mais  cette  nouvelle  question  m'entraînerait  trop  loin  et  je  me  borne 
à  la  signaler.' 


^  Un  résumé  de  cette  recherche  a  été  publié  précédemment  dans  ma  note  »  Applica- 
tions nouvelles  de  la  fonclion  exponentielle*  (Bih.  till  K.  Svenska  Vet.-^k-  Förh., 
12  Février  1902). 

*  Pendant  Timpression  du  présent  travail  j'ai  eu  connaissance  d'une  note  très  in- 
téressante que  vient  de  publier  M.  Painlevé  sur  le  même  sujet  {Comptes  rendus,  7  Juillet 
1902).  Par  une  méthode  entièrement  différente  de  la  nôtre  M.  Patklevé  arrive  à  des 
résultats  qui  ont  beaucoup  de  rapport  aux  précédents  et  parvient  même,  dans  certains  cas, 
à  une  représentation  de  la  fonction  à  l'extérieur  de  l'étoile  uniforme.  Cependant  il  me 
semble  que  les  formules  que  j'ai  obtenues  présentent,  dans  leur  domaine  de  validité, 
certains  avantages.  Dans  la  recherche  des  singularités,  par  exemple,  elles  ne  sauraient 
être  remplacées  par  les  formules  de  M.  Painlevé,  car  celles-ci  n'indiquent  pas,  semble-t-il, 
si  un  point  du  domaine  considéré  est  singulier  ou  non. 
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SUR  LA  STRATIFICATION  D'UNE  MASSE  FLUIDE  EN  ÉQUILIBRE 

VITO  VOLTERRA 

à  BOttS. 

I.  Abel  a  été  amené  par  un  problème  de  mécanique  à  envisager 
pour  la  première  fois  la  question  de  l'inversion  des  intégrales  définies.  En 
effet  c'est  le  problème  des  tautocHrones  généralisé  qui  Ta  conduit,  par  un 
vrai  coup  de  génie,  à  sa  célèbre  formule  d'inversion  qui  se  trouve  dans  le 
mémoire  qu'il  a  publié  en  1823  sous  le  titre:  Solution  de  quelques  pro- 
blèmes à  Vaide  d^ intégrales  définies^.  Cette  formule  qui  correspond  à  un 
cas  très-particulier  d'inversion  a  reçu  bien  d'applications  dans  beaucoup  de 
questions  de  physique  mathématique,  de  mécanique  et  d'analyse.  Liouvilus 
peu  de  temps  après  Abel,  et  sans  connaître  son  résultat,  a  tâché  de  ré- 
soudre une  classe  intéressante  de  questions  par  Tinvention  d'un  nouveau 
calcul  qu  il  appelait  des  différentielles  à  indices  quelconques. 

Mais  les  formules  de  Liouville  ne  sont  que  des  transformations  de 
celle  d'ABEL. 

On  a  donné  après  un  grand  nombre  de  démonstrations  du  résultat 
trouvé  par  Abel,  et  on  en  a  multiplié  les  applications;  cependant  rien  de 
réellement  nouveau  n'a  été  fait,  par  rapport  à  la  question  de  l'inversion, 
jusqu'à   l'année  1884  ^-  Sonine  a  donné  dans  les  Acta  Mathematica  une 

*  Mftgazin  for  Natarvidenskaberne,  Aargang  I,  Bind  2,  Christiama  1823.  — 
Oeuvres,  Christiania  1881,  T.  1"  page  11. 

Voir  aussi  le  Mémoire:  BesohUion  éTun protUme  de  Mécanique.  Jonrn.  f.  d.  reine 
und  ang.  Math.  her.  v.  G&kllb,  Bd.  i,  Berlin  1B26.  ^  Oeuvres,  Christiania  1881. 
T.   !•'  page  97. 

Asta  maikmatka,    26  bU.    Imprimé  la  21  août  1902.  14 
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nouvelle  formule.  M.  Sonink  envisage  aussi  un  cas  particulier  d'inversion, 
mais  sa  formule  n'est  pas  une  transformation  de  celle  qui  avait  été  donnée 
par  Abel,  mais  c'est  une  vraie  généralisation  de  cette  formule. 

Dans  quelques  travaux  que  j'ai  publiés  en  1896  et  1897  *  j'ai  donné 
la  solution  de  la  question  générale  de  l'inversion  des  intégrales  définies. 
Cette  solution  peut  s'obtenir  en  supposant  seulement  certaines  conditions 
peu  restrictives  sur  la  continuité  et  sur  l'ordre  d'infini  des  fonctions  qui 
paraissent  dans  les  calcids. 

Cependant  il  y  a  des  cas  pratiques  dans  lesquels  ces  conditions  ne 
sont  pas  vérifiées,  et  il  faut  alors  recourir  à  des  artifices  particuliers, 
quelque  fois  très-pénibles  pour  arriver  au  but.  Dans  cette  Note  j'envisage 
précisément  un  de  ces  cas  qui  ressort  d'une  question  de  mécanique  céleste. 
Le  problème  se  réduit  à  la  détermination  d'une  fonction  inconnue  qui 
par^t  sous  une  intégrale  définie,  tout  à  fait  comme  ^aps  le  problème  des 
courbes  tautochrones  étudié  par  Abel.  Mais,  si  l'on  veut  résoudre  ce  cas 
dans  toute  sa  généralité,  il  faut  imaginer  des  méthodes  nouvelles. 

2.  Je  vais  maintenant  éclaircir  en  quelques  mots  la  question  de 
mécanique  céleste  à  laquelle  je  me  rapporte. 

Le  problème  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide  hétérogène  qui  tourne 
autour  d'un  axe  avec  une  vitesse  uniforme,  joue  un  rôle  très-important  dans 
l'astronomie  théorique,  parce  que  c'est  le  fondement  du  calcul  de  la  figure 
des  corps  célestes. 

Un  examen  approfondi  des  stratifications  qui  sont  compatibles  avec 
l'équilibre  n'est  pas  très-avancé,  et  presque  tous  les  résultats  rigoureux  qu'on 
a  là-dessus  sont  des  résultats  négatifs.  Cependant  même  des  résultats  né- 
gatifs ont  un  grand  intérêt  dans  ce  genre  de  recherches.  Pour  mettre  cela 
en  pleine  lumière,  il  suffit  de  remarquer  que,  même  dans  le  cas  des  fluides 
homogènes,  on  ne  possède  pas  des  méthodes  directes  par  lesquelles  on  peut 

^  SuUa  inveraione  degli  iniegrali  definiii.  Nota  I,  II,  m,  IV,  Attî  délia  E.  Ac- 
cademia  délie  Scienze  di  Torino  1896. 

SuOa  inveraione  degli  intégrait  definiiû  Rend,  délia  R.  Accademia  dei  Lfncei, 
Borna  1896. 

Sufla  inversùme  degli  integrali  muUipli,     Ibid.   1896. 

Sopra  alcune  quesiioni  di  inversioni  di  integrali  definiii.  Annali  di  Matematica» 
Milano   1897. 
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déterminer  des  figures  d'équilibre.  Les  calculs  classiques  de  Mac-Laurin 
et  de  Jacobi,  par  exemple,  ne  sont  que  des  vérifications  que  les  ellipsoïdes 
peuvent  être  des  figures  d'équilibre.  •  C'est  pourquoi  il  y  a  un  vrai  intérêt 
à  établir  que  certaines  formes  ou  certaines  stratifications  sont  impossibles. 
Mais  dans  la  plupart  des  cas  ces  propositions  iiégatives  ne  s'obtiennent 
qu'avec  beaucoup  d'effort. 

Entre  toutes  ces  propositions  il  y  en'  a  une  qu'il  est  intéressant  de 
mettre  hors  de  doute  d'une  manière  rigoureuse  et  complète.  Eapportons 
nous  aux  méthodes  de  Mac  Laurin  et  de  Jacobi.  Leurs  succès  ressort  de  la 
forme  extrêmement  simple  du  potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène.  Or  l'ex- 
pression du  poteùtiel  reste  aussi  simple;  lorsqjue  l'ellipsoïde  étant  hétérogène 
est  stratifié  par  couches  homothétiques  et  concentriques.  H  s'agit  donc  de 
vérifier  s'il  y  a  des  figures  d'équilibre  des  fluides  ainsi  stratifiés. 

Au  premier  abord  cette  question  semble  déjà  tranchée  d'une  manière 
négative  par  les  remarquables  résultats  de  M.  Henry  et  de  M.  Poincaré; 
mais  puisque  ces  auteurs  se  rapportent  à  une  masse  discontinue,  on  com- 
prend, si  on  regarde  plus  de  près,  que  la  proposition  n'est  pas  encore 
complète  \ 

Le  but  de  ce  mémoire  est  d'établir  d'une  manière  générale  cette  pro- 
position négative.  CTest  la  généralité  qu'on  laisse  à  la  densité  qui  engendre 
la  difficulté  de  la  question  '.  En  effet  on  ne  peut  pas  employer  les  procédés 
de  M.  Henrt  et  de  M.  Poincarb,  et  dès  qu'on  impose  à  la  densité  la 
seule  condition  d'être  une  fonction  intégrable,  on  tombe  sur  un  problème 
d'inversion  qui  n'est  soluble  que  par  des  méthodes  nouvelles. 

Nous  partagerons  notre  recherche  en  trois  parties.  Dans  le  premier  § 
nous  établirons  la  relation  (A)  fondamentale  entre  deux  fonctions  inconnues. 
En  utilisant  cette  relation  nous  envisagerons  dans  le  second  §  le  cas  de 
l'ellipsoïde  de  révolution,  et  dans  Je  troisième  §  celui  de  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux. 


*  Voir  la  i*^  Note  à  la  fin  du  Mémoire. 

•  Voir  la  H*»«  et  la  m*«»«  Note  à- la  fin  du  Mémoire. 
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I. 

I.  Soient  2a,  lb,  2 c  les  axes  dW  ellipsoïde.  Si  on  le  rapporte  à 
ses  axes  principaux,  son  équation  sera 

w  ?+!:+?=■• 

Chaque  ellipsoïde  interne  homothétique  et  concentrique  aura  pour  équation 

(a)  f;  +  |;  +  ^;=i_Ä    (o<a<i). 

Si  la  matière  qui  remplit  Tellipsoïde  est  stratifiée  par  couches  homo- 
thétiques  et  concentriques,  la  densité  p  sera  une  fonction  de  h.  Nous 
supposerons  que  p{h)  soit  une  fonction  positive  finie  et  intégrable.  Dans 
cette  hypothèse,  l'ensemble  des  valeurs  de  h  pour  lesquelles  p{h)  est  con- 
tinue, est  condensé  dans  toute  partie  du  domaine  (o,  i). 

A  cause  de  la  définition'de  la  densité,  on  a  que  la  masse  d'une  portion 
quelconque  de  l'ellipsoïde,  et  sa  fonction  potentielle  ne  changeront  pas  en 
changeant  les  valeurs  de  p{h)  dans  les  points  où  cette  fonction  n'est  pas 
continue,  pourvu  qu'elle  reste  toujours  intégrable. 

C'est  pourquoi  nous  pourrons  changer  d'une  manière  arbitraire  les 
valeurs  données  de  la  densité  p{h)  dans  les  points  oti  elle  est  discontinue 
en  conservant  pour  cette  fonction  la  propriété  d'être  intégrable,  et  on  pourra 
remplacer  la  primitive  expression  de  la  densité  par  la  nouvelle  expression. 

Cela  posé,  il  est  connu  que  la  fonction  potentielle  dans  tout  point 
Xytf  y  0  qui  fait  partie  de  la  masse  de  l'ellipsoïde  est  donnée  par 


00 

V=:mbcjç>{fi)^ 


où 


(3)      M=^-anrx-ïnr-x-^r      2>  =  («•  +  A)(J' +A)(c' +  A) 
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2.  Supposons  mainteiiant  que  lellipsoïde  tourne  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  m  autour  de  Taxe  z.  Il  faut  distinguer  deux  cas:  celui 
où  Ton  peut  trouver  deux  nombres  A«  ^t  hx  tels  que 

o  <  Âo  <  Al  <  I 

p{h)  étant  constant  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre  h^  et  hi\ 
et  le  cas  où  cette  condition  n'est  pas  vérifiée. 

Dans  le  premier  cas  on  peut  démontrer  que  l'équilibre  de  la  masse 
fluide  n'est  pas  possible,  en  réduisant  ce  cas  à  celui  envisagé  par  M. 
PoiNCARB.  En  effet,  si  l'équilibre  était  possible,  il  subsisterait  même  en 
retranchant  la  portion  de  fluide  comprise  entre  la  surface  libre  et  l'ellipsoïde 
qui  correspond  au  paramètre  h^.  Alors  on  trouverait  un  fluide  dont  la 
partie  externe  est  homogène  et  en  même  temps  est  comprise  entre  deux 
ellipsoïdes  qui  ne  sont  pas  homofocaux.  Cette  condition  est  incompatible 
avec  l'équilibre  \ 

3.  Nous  allons  donc  envisager  le  second  cas.  La  fonction  potentielle 
de  l'attraction  newtonienne  et  de  la  force  centrifuge  est  donnée  par 

Pour  l'équilibre  il  faut  que   W  soit  constante  sur  les  surfaces  où  la  densité 
est  constante.     H  faudra  donc  que  Ton  ait 

c'est  pourquoi  on  aura  l'équation 


(A) 


OD 


4.     Il  est  facile  de  démontrer  que  si  co  ^  o  Téllipsoïde  ne  peut  pas 
se  réduire  à  une  sphère. 

En  effet  pour  a  =  &  =  c,  on  aurait 

c'est  pourquoi  F  et  ^  seraient  des  fonctions  de  a?'  +  y'  +  ^• 

^  Journal   de    Mathématiques    fondé  par  J.   Liouvillb.    IV  Série.    T.  VI, 
1890,  page  69. 
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Ëcrivong  maintenant  ^equation  (A)  sous  la  fortûe 


^-i^-=-T(*'  +  30. 


Cette  équation  serait  absurde  si  F — ^  était  une  fonction  de  a?' -{-y* +2?'. 
H  faut  donc  envisager  deux  cas:  /     ' 


I"   (SIS 


2*"*  cas 


II. 


I.     Soit  a  =  b.     En  posant  a?'  +  y*  =  r*  nous  aurons 


(I) 

d'où 


/«  =  »  —  ::i-jn  —  :j 


a*  +  Å       e*  +  Å> 


•Ä  =  i 


_  _^ (g*  — O^        ,  c*     . 

^      e*  +  X      a\a*  +  iX^*  +  Hi)      "^  e*  +  Å 

L'éqaation  (A)  s'écrira 

0  * 

et  si  nous  dérivons  par  rapport  à  r*,  on  aura  puisque  p  est  intertable,  ~ 


Posons 

(2) 


^<:p=X> 
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l'équation  précédente,  deviendra 


'j[  est  une  fonction  positive.     On  en  tire 

a  >  c\ 
c*est  à  dire  Taxe  de  rotation  est  le  petit  axe  de  l'ellipsoïde. 

2.     En  posant 

on  aura 

9A  I  9X  i  dX  I 


(5) 


af  »^        ar«      (a«  +  ;i)e'        a«'      (c'  +  ^i)»' 


Prenons  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (3)  pour  variable  d'in- 
tégration f  au  lieu  de. A;.. cette  équation  s'écrira 


/ 


jrC-f) '- — r^-is^ 


Si  nous  dérivons  par  rapport  à  ri'  et  à  .z^'  en  remarquant  que  la  quantité 
sous  l'intégrale  s'annule  à  la  limite  supérieure,  non  aurons 


(6) 


J  L(a'  +  >l)*(c»+i)»»J 


(6)  A(i-e)^.|  '  ,1 


if  =  o. 
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Or,  par  des  calculs  qui  ne  présentent  pas  de  difficultés^  on  troure,  ayant 
égard  aux  relations  (5), 

a^r Å "1      ï      3 Å_ 1 

^^L(a«  +  X)kc'  +  Xfoiia'  +  if       \a'  +  ;)»V  +  é»  («'  +  if» 

±[ -A 1 

Ua'  +  iyie'  +  XfeJ 

^_^r^ i "1      1         3 i 1 

^^L  (a«  +  Xf(e'  +  Xfe]  (a«  +  Xf       ^  (a'  +  i)kc'  +  XfO   (a«  +  Xfa 

En  remplaçant  dans  les  équations  (6)  et  (6')  les  premiers  membres  des 
équations  précédentes  par  les  seconds  membres,  et  en  faisant  des  inté- 
grations par  parties,  on  peut  écrire  les  équations  (6)  et  (6')  sous  la  forme 

(6.)  ff^^)rÅ r — r>^-^' 

J    .        Lia*  +  i)\c*  +  X)' e \ 


(6:) 


où  Ton  a  posé 

{a*+Xf    ■    J  {a*-t-Åye 

0 

3.     Supposons  mamtemmt  e  =  o,  et  posons 


â'^^y-         -^  =  '- 
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En  vertu  des  équations  (4)  nous  aurons 


A  -=  à 


22/  —  ^ 


f    ' 


a'  +  X-  a'I,  c'  +  Å-  «'^^- , 


113 


»- 


a^y 


et  par  suite  les  relations  (6*),  (6'J  et  (7»)  deviendront,  pour  0^0, 


(6.) 


{60 

(7b) 

ou  même 

(6c) 


/•(f) 


0 


/' 


a'j/' 


(6;) 


^'(f)^.-'~A'^f-o, 


(7o) 


^.(f  )    =.    _  ;^(  ,    .   _.   i,^?   +    3  J^,  j    _   çy^f^ 


Tl   est   évident  (|iie  ^•{^]  et  ;f(i  —  ?)  sont  des  fonctions  continues  ponr  les 
mêmes  valeurs  de  ç. 


4.     Cela  posé  dérivons  ré(|uation  (6,,)  par  rapport  à  tf. 

y  étant  une  valeur  de  y  pour  hujuelle  f(y}  est  continue,  on  aura 


-</'iy)-Y-~-»+  /^'(O^Y 

Ada  mathmuUiea.    26  bin.    Imprimé  lo  21  octobre  I9it2. 


\y  +  l^-^^\ 


Lv-e$y 


r/f  =  o, 


15 
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Ajoutons  cette  équation  à  réquation  (6^)  après  l'avoir  multipliée  par  -  —  e . 
On  trouvera 

V 

d'où 

y 

(8)  ---'  --,</>{y)=  f</'i^)h—^d^- 

y 
L'expression     /  î^(f)r^ ^d$  est  une  fonction  continue  de  la  variable  y 

pour  toute  valeur  y  comprise  entre  o  et  i .  Donc  en  vertu  de  la  relation 
(8)  on  pourra  rendre  continue  la  fonction  (/^{y)  en  changeant  ses  valeurs 
dans  les  points  de  discontinuité.  On  ne  pourra  avoir  d'exception  que  pour 
la  valeur  y  =  o. 

De  même,  à  cause  des  relations  (7^)  et  (2),  ;f (i  —  $)  et  ^(i  —  Ç)  de- 
viendront des  fonctions  continues  (excepté  tout  au  plus  pour  ç  =  o)  en 
changeant  leurs  valeurs  dans  les  points  de  discontinuité.  Par  suite,  en 
prenant  garde  à  ce  que  nous  avons  remarqué  au  i**'  §,  nous  pouvons  sup- 
poser que  />(i  —  c),  )({i  —  c)  et  ^(c)  soient  des  fonctions  continues.  Tout 
au  plus  elles  pourraient  n'avoir  pas  une  valeur  déterminée  pour  f  =-  o . 


5.     La  fonction croît  lorsqu'on   fait  croître   f  entre   o  et  y\ 

Ly-eçy 

d  1 

par  eonsé(juent  -^ ^  est  positive.     C'est  pourquoi 

en   désignant  par   <pi   une  valeur  comprise  entre  la  limite  supérieure  et  la 
limite  inférieure  des  valeurs  de  </>{$),  Ç  étant  comprise  entre  o  et  y. 


1 
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L'équation  (8)  deviendra  donc 


^(y)  =  ^,(i-(i-£f). 


Il    est    facile    de    démontrer    que    cette  équation  ne  peut  être  vérifiée 
que  si  les  valeurs  if) {y)  sont  nulles. 

En  effet,  si  (p{y)  n'est  pas  nul,  on  tire  de  l'équation  précédente 

Jjc  second   membre  étant  positif,   on  peut  remplacer  (p{y)  et  ^,  par 
leurs  valeurs*  absolues,  et  l'on  a 

Soit   M   la   limite   supérieure    des    valeurs   absolues   de   <p(jf)i  y  étant 
comprise  entre  o  et   i . 
On  aura 


M     <^-{^-er 


Mais  (ff{y)  peut  s'approcher  de  M  autant  que  Ton  veut,  de  sorte  que 
le  premier  membre  étant  proche  de  l'unité  autant  que  l'on  veut,  l'équation 
précédente  est  absurde. 


6.     ip{$)  étant  nul,  on  tire  de  l'équation  (7^) 


](  est  donc  une  fonction  derivable  par  rapport  à  Ç  pour  o  <  f  <  i  .  Par 
la  dérivation  on  trouve 

d'où  Ton  déduit  que  )(  et  p  sont  constantes.  Cette  condition  est  incom- 
patible avec  l'hétérogénéité  de  Tellipsoïde,  et  cela  démontre  que  lorsque 
Tellipsoïde  est  un  ellipsoïde  hétérogène  de  révolution,  par  rapport  à  Taxe 
de  rotation,  Téquilibre  n'est  pas  possible. 
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III. 

I.     Envisageons  maintenant  le  cas  où  a^  b.    En  posant  r'  =  a;'  +  y', 
on  aura,  à  cause  de  l'équation  (2)  du   i*'  Article, 


et  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (3), 


'4  {'4:)H:) 


Dérivons   maintenant   la   relation    (A)    par   rapport   à   z^.     On  trouvera,   à 
cause  de  l'équation  précédente, 


(2) 


/'''^^(-i"(-é^ir°- 


Supposons    que    c    ne    soit    pas    la    plus  petite   des  trois  quantités  a,b^c. 

Puisque  X  est  une  quantité  positive,  on  aurait 

c'est  à  dire 

I  I 


I 


Tous  les  facteurs  (jui  paraissent  sous  la  dernière  intégrale  seraient  donc  des 
quantités  positives  et  par  suite  l'équation  (2)  ne  serait  pas  possible.  Il 
faut  donc  que  c  soit  plus  petite  que  a  et  b,  Jj'ellipsoïde  sera  à  trois  axes 
inéfçaux,  et  Ton  pourra  arranger  les  trois  quantités  a ,  ^ ,  6*  par  ordre  de 
grandeur  en  écrivant 

a>  b>  c , 
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2.      Dérivons  maintenant  Téquation  (A)  par  rapport  à  r'.    En  prenant 
garde  à  T  équation  (i)  nous  aurons 


(3)  ™*^ 

Posons 


00 

/,,      V                                    ÅdÅ  €0* 

<piß)   ,      — s r  =  7 
(a'  +  k)Hb*  +  Xnc'  +  /)« 


En  regardant  A  comme  une  fonction  de  S,  ay' ,  if' ,  z',  dctinie  par  l'équation 
précédente,  on  trouvera 

d}'^~Ji'         dx*~  {a*  +  A)ü'         dp~  (b*  +  X)S'         3**~(c'  +  À)i^ 


OUI  l'on  suppose 


"^  -  (a'  +  ;)«  ^  (6'  +  >l)'  ^  (c'  +  Xy  ' 


Pour  calculer  l'intégrale  qui  paraît  dans  l'équation  (3),  prenons  f  comme 
variable  d'intégration  au  lieu  de  Â,  nous  aurons 


(3') 


fxi^-^y--   .     '.—   .  ^f-7 


étant 

Dérivons    l'équation    (3')    par    rapport    à   a;*,y*,/^     Puisque    à   la   limite 
supérieure  de  l'intégrale  on  a  Å  =  o,  nous  trouverons 


(4) 


/;r(.-eS«  =  o.       /■;f(,-.-);?rff  =  o, 


X2      «3      *î 
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Vite  Volterra. 


H  = 


s  3  1_       • 

(a' +  ;)*(*' +  >l)«(c'  +  >i)»"i? 


Or,  on  trouve  par  des  calculs  très-simples, 


9  1  J  Il 


ft        ) 


f  (a^+À\h'  +  X)\c^  +  XfQ  {a'  +  kfQ 


_____    __^         _^   .  ^    __  ^         ^_  ^^ 

_^\ ±_  _1__J _3 ^        __  L 

lib'  +  x)»(c'  +  XfäJ  (a'  +  >l)2  (6*  +  Xfie'  +  >)''Q        (a'+/)^ 


dH 


C'est  pourquoi  les  equations  (4)  s'écriront,  par  des  integrations  par  parties, 


(4.) 


=  0, 


de 


=  0, 


où  l'on  a  posé 


3.     Supposons  maintenant  y  =  z  =  o,  et  posons 


Afß 


x'  a'  —  6' 
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Il  viendra 


et  les  équations  (4,)  s'écriront 
(4') 


(4") 


(4'") 


^  L(M-e.O'(«-e,e)'J 

tt 

,  L(«-e,««(M-e.f)»J 


où 


'     3   ^ 


Dérivons  (4')  par  rapport  à  m. 

w  étant  un  point  de  continuité  de  ^',  on  aura 

o  =  — ^.(«)--     ■      -\ --- 


Ajoutons  (4")  et  (4'")  après  avoir  multiplié  par       et  -   respectivement. 


On  obtiendra 


y 

(6)         </>iü) \ r  =  Tî^^COa  r V r]  '^c. 
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En  répétant  la  discussion  que  nous  avons  faite  dans  l'Art,  pré- 
cédant, on  trouve  qu'on  peut  toujours  supposer  que  les  fontions /(i — f), 
p(i — c),  ^(f)  soient  continues  pour  o<f  <  i  . 

Or 3 Y   ®st    ^^^   fonction    croissante    par   rapport    à   f, 

étant  O  <  f  <  w  ;  par  suite  l'équation  (6)  s'écrira 

4i^o — T — .-=<f\  fiJ — :■     n^, 

où   ^,    est  une   valeur   comprise  entre  la  limite  supérieure  et  la  limite  in- 
férieure des  valeurs  de  ^(f),  étant  ö<S<u. 
On  tire  de  là 


u)  =  <p,(^i-ii-B,ni-ejy 


Il  n'y  a  maintenant  quni  répéter  les  considérations  faites  à  la  fin  de  l'Art. 
TT  pour  voir  que  ^(w)  =  o,  et  par  suite  p  est  une  quantité  constante. 

Donc,    même    si    l'ellipsoïde  est   à   ti*ois    axes  inégaux  l'équilibre  n'est 
pas  poasible  lorsqu'il  est  hétérogène. 


Note  1*^0. 

On  peut  montrer  d'une  manière  très-simple  que  les  raisonnements 
qu'on  fait  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  discontinu,  c'est  à  dire  formé  par  un 
nombre  fini  de  couches  homogènes  de  densités  différentes  superposées  les 
unes  aux  autres,  ne  peuvent  pas  s'appliquer,  en  général,  au  cas  de  l'ellip- 
soïde continu.  Pour  cela  nous  allons  donner  une  démonstration  directe, 
fort-simple,  de  la  proposition  qu'un  ellipsoïde  discontinu  formé  par  n 
couches  homogènes  limitées  par  des  ellipsoïdes  homothétiques  et  concen- 
triques, ne  peut  pas  être  en  équilibre  lorsqu'il  tourne  avec  une  vitesse 
constante  autour  d'une  axe.  On  verra  tout  de  suite  que  cette  démonstra- 
tion élémentaire  ne  peut  pas  s'étendre  au  cas  où  le  nombre  des  couches 
augmente  indéfiniment  jusqu'à   former  un  ellipsoïde  continu. 
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On  peut  réduire  le  cas  général  où  Ton  a  n  couches  au  cas  où  l'ellip- 
soïde n  est  formé  que  de  deux  couches.  En  effet  supposons  qu^il  y  ait 
équilibre  pour  Tellipsoïde  à  n  couches.  11  y  aura  toujours  équilibre  en 
retranchant  un  nombre  quelconque  de  couches  extérieures,  car  ces  couches 
n'exercent  aucune  attraction  à  Tintérieur. 

H  y  aura  donc  équilibre  si  Tellipsoïde  est  réduit  aux  deux  couches 
les  plus  internes  ou  même  au  noyau  central.  Mais  le  noyau  étant  en  équi- 
libre, l'équilibre  subsisterait  même  si  les  deux  couches  avaient  la  même 
densité  du  noyau.  H  faudrait  donc  que  la  fonction  potentielle  d'une  masse 
remplissant  la  couche  extérieure  avec  une  densité  égale  à  la  différence  des 
densités  des  deux  couches  fût  constante  sur  la  surface  externe.  Or  cela  est 
contraire  aux  propriétés  de  la  fonction  potentielle  des  couches  ellipsoïdiques. 


Note  n^«»«. 


Lorsqu'on  suppose  que  la  densité,  à  partir  d'une  certaine  profondeur 
jusqu^au  centre  de  l'ellipsoïde,  va  toujours  en  croissant  ou  en  décroissant, 
alors  les  développements  analytiques  que  nous  avons  donnés  auparavant  ne 
sont  plus  nécessaires  pour  la  démonstration.  Par  des  calculs  très-simples 
on  peut  arriver  au  but.  On  peut  même  l'atteindre  sans  recourir  à  des 
calculs,  mais  par  une  discussion  élémentaire. 

En  effet  il  suffit  de  remarquer  que  la  masse  fluide  se  maintient  en 
équilibre  en  retranchant  toute  la  partie  extérieure  et  en  gardant  seulement 
celle  renfermée  à  l'intérieur  d'un  ellipsoïde  E  concentrique  et  homothétique 
à  l'ellipsoïde  primitif,  où  la  densité  croît  ou  décroît  toujours  du  centre 
jusqu'à  la  périphérie. 

Cela  posé  décomposons  cette  masse  M,  par  un  ellipsoïde  homothétique 
et  concentrique  K  en  deux  parties.  Celle  interne  M'  se  maintient  d'elle- 
même  en  équilibre  par  la  rotation  ai.  Or  on  voit  tout  de  suite  qu'en 
prenant  une  masse  M"  homothétique  à  Jf  de  sorte  que  M'  et  M'  aient 
la  même  densité  aux  points  qui  se  correspondent  par  homothétie,  cette 
masse  sera  en  équilibre  en  tournant,  avec  la  même  vitesse  angulaire  œ 
autour  de  l'axe  qui  correspond  par  homothétie  à  Taxe  de  rotation  M\  Si 
nous   prenons  maintenant   M"  de  manière  qu'elle  occupe  l'espace  renfermé 
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dans  un  ellipsoïde  E'  égal  à  E,  nous  aurons  les  deux  masses  M  et  Jf" 
qui  sont  renfermées  à  l'intérieur  de  deux  ellipsoïdes  égaux  et  sont  en 
équilibre  en  tournant  avec  la  même  vitesse  angulaire  autour  de  deux  axes 
correspondants. 

Si  nous  prenons  une  troisième  ellipsoïde  E"  égale  à  -E  et  à  £*'  et  y 
renfermons  une  masse  M"  dont  la  densité  en  chaque  point  soit  la  diffé- 
rence des  densités  correspondantes  de  M  et  de  M\  cette  masse  sera  en 
équilibre  d'elle-même  étant  en  repos.  Or  la  masse  M'"  a  en  tout  point 
une  densité  positive,  c'est  pourquoi  on  voit  aisément  que  l'équilibre  n'est 
pas  possible. 


Note  in*«ûo. 

Je  vais  exposer  une  nouvelle  démonstration  de  l'incompatibilité  de 
l'équilibre  d'une  masse  tournant  uniformément,  avec  sa  stratification  par 
ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques.  Je  dirai  après  pourquoi  je 
ne  Tai  pas  préférée  à  celle  que  j'ai  donnée  dans  le  cours  du  travail 
précédent. 

Partons  de  l'équation  (A)  (Art.  I^)  qu'on  peut  écrire 

d'où  Ion  tire 
étant 

^•=ê+ë+ë.    ^ =(!)•+ (4)' +(£)■• 

Or  par  le  théorème  de  Poisson 

et  à  cause  de  l'équation  (2)  du   i***"  Article 
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Donc,  afin  que  l'équation  (B)  soit  satisfaite,  il  faut  que 

d'où  Ton  tire,  en  vertu  de  l'équation  (B),  que  la  densité  doit  être  constante. 

Cette  démonstration  est  très-simple  ;  «nais  elle  suppose  que  le  théorème 
de  Poisson  soit  vérifié  et  pour  cela  il  ne  suffit  pas  que  la  densité  soit 
une  fonction  intégrable.  C'est  pourquoi  nous  avons  préféré  la  démonstration 
que  nous  avons  donnée  précédemment,  quoique  plus  compliquée,  à  celle  que 
nous  venons  d'exposer. 

Cependant  il  faut  remarquer  qu'en  suivant  cette  voie,  on  peut  arriver 
à  une  conclusion  plus  générale. 

£n  e£Fet,  par  cette  méthode,  on  peut  démontrer  le  théorème  suivant: 
Soit  une  masse  fluide  cPune  forme  et  ctune  constitution  quelconque,  pourvu 
que  la  densité  soit  telle  que  le  théorème  de  Poisson  soit  applicable.  Si  dans 
le  domaine  cFun  point  oà  le  fluide  est  hétérogène  et  continu,  les  surfaces  où 
la  densité  a  des  valeurs  constantes  sont  des  parties  de  quadriques  homothétiques 
et  concentriques,  ou  des  parties  de  quadriqties  homofocales,  la  masse  fluide  ne 
seia  pas  en  équilibre  si  die  tourne  uniformément  autour  ctun  axe  quelconque. 


Note  IV^«*«. 

Nous  avons  supposé  dans  le  i*'  §  que  la  rotation  de  l'ellipsoïde  eût 
lieu  autour  de  l'un  des  axes.  Il  est  aisé  de  prouver  que  cette  hypothèse 
n'est  pas  une  restriction,  car  si  l'axe  de  rotation  aurait  pour  équation 

^  — gp  ^  y  — y,  ^  ^  — ^0 

a  ß  r 
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a, ß^y  étant  les  cosinus  de   direction  de  Taxe,  il  faudrait  remplacer  dans 

réquation  (A),  le  tenue (a?'  +  y')  par 

-^{{x-x^nß^  +  f)  +  {y-yo?{f  +  a')  +  {z-z,na'+^ 

—  2(y— yoX^  — 0o)/5^  — 2(ief  — ^oK^J  — rCo)ra— 2(a;  — a;o)(y  — yo)«^?} 

Or  puisque  le  premier  membre  de  Téquation  (A)  et  ip{h)  ne  changent  pas, 
en  changeant  le  signe  des  quantités  x ^y ^z ^  il  faut  que  l'on  ait 

^     yp     ^ 

a         J        r 
et  que  deux  des  cosinus  a^ß^y  soient  nuls. 
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BEWEIS  EINES  SATZES  VON  ABEL 
OBER  DIE  GLEICHUNG  x*  +  y"  +  ^"=o 


VON 

P.    8TÀCKEL 

m  KIEL. 


Dass  Abel  sich  mit  der  Gleichung  x^'+y''  +  0^  =  o  beschäftigt  hat, 
zeigt  ein  Brief  von  ihm  an  Holmboe  aus  dem  August  1823  (Oeuvres, 
Nouv.  éd.  t.  n.  S.  254 — 255).  Ein  darauf  bezüglicher  Satz,  den  er  in 
dem  Briefe  mitteilt,  ohne  anzugeben,  wie  er  ihn  hergeleitet  hatte,  soll 
in  dem  Folgenden  bewiesen  werden. 

Wenn  n  eine  positive  ungerade  Zahl  bedeutet,  so  ist  w*  +  ^"  durch 
u  +  V  algebraisch  teilbar,  und  da  der  Quotient  in  u  und  v  symmetrisch  ist, 
lässt  er  sich  als  ganze  rationale  Function  von  u  +  v  und  uv  darstellen, 
es  besteht  also  eine  Identität  der  Form: 

'-^"  =  ^,(11  +  t;)-^  +  A,uv .  {u  +  t;)—  +  A,{uv)\  {u  +  vT''  +  . . . 

Im  Besonderen  ist  der  letzte  Coefficient 

wie  man  sofort  erkennt,  indem  man  tt  =  <4-^,^  =  —  '  »ötzt  und  dann  zur 
Grenze  für  o;  =  o  übergeht.     Mithin  gilt  die  Congruenz: 

*^  =  (-  i)""^.  n(«t;)^      (mod.  {«  +  vY). 

AßHa  walAfwolfai.    36  Ui.    Imprimé  le  22  oolobN  1902. 
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Bezeichnen  nunmehr  x  ^  y  ^  z  von  Null  verschiedene,  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  die  paarweise  relativ  prim  sind,  und  besteht  zwischen 
ihnen  die  G-leichung: 

a^"  +  y"  +  -2^"  =  o, 

in  der  n  eine  ungerade  Primzahl  bedeuten  soll,  so  ergiebt  sich  mittels  der 
soeben  bewiesenen  Formel  die  Congruenz: 

=  {—iy.n{yzy      (mod.  (y  +  i?n. 


y  +  z 


bei  der  die  linke  Seite  eine  ganze  Zahl  ist. 

Man  zerlege  y  -{-  z  m  Primfactoren.  Es  sei  p  eine  Primzahl,  die  in 
y  +  z  genau  k  mal  enthalten  ist.  Da  sich  rc"  durch  y  +  ^  teilen  lässt,  so 
muss  p  auch  Primfactor  von  x  sein,  und  ist  |7  in  o;  genau  a  mal  enthalten, 
so  muss 

k  <an 
sein. 

Ist   Ä  <  an,    so   enthält   der   Quotient  — z —  noch  den  Primfactor  », 

^  y  +  z 

n—\ 

folglich  ist  auch  n(yz)  '  durch  jp  teilbar.  Wenn  aber  y  und  z  relativ 
prim  sind,  so  gut  dasselbe  von  y  +  ^  ^ii^d  y^»  mithin  muss  n  durch  p 
teilbar  und  daher  p  =  n  sein.  Demnach  kann  die  Annahme  k  <  an  nur 
dann  erfüllt  sein,   wenn  y  +  z  durch  n  teilbar  ist.     Dann  ist  es  yz  nicht, 

und  daher,  zufolge  der  Congruenz,  der  Quotient  nur  durch  n  selbst, 

aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  n  teilbar,  also 

k  =  (m —  I. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  f  iîr  ^  ^  n  notwendig 

*  =  an 

ist  und  dass  nur  folgende  zwei  Möglichkeiten  vorhanden  sind: 

Erstens:  Es  ist  y  +  z  nicht  durch  n  teilbar.  Dann  lässt  es  sich  als 
n**  Potenz  einer  ganzen  Zahl  u  darstellen: 

und  es  wird  gleichzeitig 

x  =  u,  u\ 
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wo    die    ganzen   Zahlen   u   und    u'   relativ   prim    sind.      Zweitens:    Es    ist 
y  +  z  durch  n  teilbar,  dann  läset  es  sich  in  der  Form  darstellen: 

und  es  wird  gleichzeitig 

x  =  nu.  li', 

wo  nu  und  u'  relativ  prim  sind. 

Entsprechende  Œeichungen  gelten,  wenn  y  oder  z  bevorzugt  wird. 
Es  ist  also  entweder  gleichzeitig 

z  -{-  x=^v*     und     y  =^v  ,v\ 

wo  V  und  v'  relativ  prim  sind,  oder 

0  +  0?  =  n*~*f;*     und     y  =  nv.  v\ 

wo  nv  und  v'  relativ  prim  sind,  und  entweder  gleichzeitig 

X  +  y  =  «;"     und     z  =  w.w', 

wo  w  und  w'  relativ  prim  sind,  oder 

X  +  y  =  n''~^uf     und     z^nw,tv'^ 

wo  nw  und  w'  relativ  prim  sind. 

Da  die  Zahlen  x ,  y  y  z  paarweise  relativ  prim  sein  sollten,  kann 
höchstens  eine  von  ihnen  durch  n  teilbar  sein,  und  es  ergeben  sich  daher 
durch  Combination  der  Möglichkeiten  nur  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle.  Entweder  ist  keine  der  Zahlen  y  +  ^,  ^  +  ^)  ^  +  y  durch  n 
teilbar  und  daher 

y-\.z  =  u*,         ^  +  .r  =  t;",         x  +  y  =  w\ 

oder  es  ist  eine  von  ihnen  durch  n  teilbar,  während  es  die  anderen  nicht 
sind.     Da  alle  drei  Zahlen  x  ^  y  ^  z  in  der  Œeichung 

dieselbe   Rolle  spielen,  darf  man  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen, 
dass  y  +  z  durch  n  teilbar  sei,  und  erhält  dann  die  Gleichungen: 
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Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  schliesslich  ein  Satz,  der  mit  dem  von  Abel 
angegebenen  im  Wesentlichen  identisch  ist  und  folgendermassen  ausge- 
sprochen werden  kann: 

Sind    oc,  Jff  0    von    Null   verschiedene,    positive    oder   negative   ganze 
Zahlen,  die  paarweise  relativ  prim  sind,  und  besteht  für  sie  die  Gleichung 

.'r^  +  y"  +  ^"=o, 

in  der  n  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  so  sind  nur  zwei  Falle  mögUch. 
Erstens:   x  ^  y  ^  z  lassen  sich  in  je  zwei  teilerfremde  Factoren  zerlegen: 

wo  u^v^w  nicht  durch  n  teilbar  sind,  in  der  Weise,  dass  gleichzeitig: 

—  11"  +  t?"  +  tr*  11*  —  »•  +  w*  w*  +  r*  —  tr" 

^  = r—- '     y  =  — 2 '      ^  = -2 — 

ist.    Zuoeitens:  x^y yZ  lassen  sich  in  je  zwei  teilerfremde  Factoren  zerlegen: 

x  =  nu.u\         y  =  v.v\         z  =  w.w\ 
wo  V  und  w  nicht  durch  n  teilbar  sind,  in  der  Weise,  dass  gleichzeitig: 

—  n"~'ii*  +  t?"  +  «?"                      n*~'ii"  —  »"  +  fr"                     «"~'u"  4-  »■  — 11?" 
X  = —  ,         y  = ■ ,         z  = 


ist,   oder  es  gelten  die  durch   Vertauschung  von  x^y ,  z  mit  einander  her- 
vorgehenden Belationen. 
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SUR  UN  PROBLÊME  D'INVERSION  RÉSOLU  PAR  ABEL 


PAR 

B.  GOUESAT 

à  PARIS. 


En  cherchant  à  déterminer  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical, 
de  telle  façon  que  le  temps  mis  par  un  mobile  A,  soumis  à  Taction  de  la 
pesanteur  et  assujetti  à  se  mouvoir  sur  cette  courbe,  pour  parvenir  d'un 
point  de  départ  quelconque  D  à  un  point  donné  -4,  soit  une  fonction 
donnée  ^ (a)  de  la  hauteur  verticale  a  de  la  chute,  Abel  a  été  conduit 
à  résoudre  une  équation  qui  peut  s'écrire 

(■)  f(a)  =   C'jäM. 

J    y/a  —  x 

0 

où  f{x)  est  la  fonction  à  déterminer.  En  réfléchissant  à  la  méthode 
employée  pour  résoudre  cette  équation  et  l'équation  plus  générale 

a 
0 

où  n  est  un  exposant  positif  quelconque  inférieur  à  Tunité,  il  m'a  semblé 
que  la  marche  suivie  par  Abel  devenait  presque  intuitive,  en  rattachant 
le  problème  à  une  certaine  intégrale  double. 

I.  La  fonction  ^{a)  étant  donnée,  pour  déterminer  la  fonction  f{x) 
au    moyen    de    Téquation   (2),   admettons  d'abord   que  cette  fonction  f[x) 

Acta  mtUhMwliea.    27.    Imprimé  le  8  janvier  1903.  17 
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peat    être    représentée    par    nne   expression    analoge  à   celle  de  ç{a)y  et 
posons 


(3)  n^} 


n'  étant  on  nouvel  exposant  positif  inférieur  à  l'unité,  et  ^'(y)  une  nouvelle 
fonction  inconnue.     La  formule  (2)  peut  s'écrire,  en  posant  x  =  ar', 

1 

0 

et  de  la  formule  (3)  on  tire 

0 

ou  encore,  en  posant  y  =  ay\ 

0 

et  la  valeur  de  ^(a)  devient,  en  remplaçant  f{ax')  par  cette  expression, 

<4)  .^<') -"'-'■  i  ^f^fr- 

0  0 

Mais    le    second    membre    de    cette    égalité    n'est    autre    chose    que 
l'intégrale  double  de  la  fonction 

{T^xyipc'—'yf 

étendue  à  Taire  du  triangle  formé  par  les  droites  y'  =  o,  y' =z  x\  x'  =  i. 
En  intervertissant  Tordre  des  intégrations,  on  a  donc  aussi 

1  1 
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or  la  première  intégration  nous  donne,  en  posant  x'  =  y'  +  (i  — y')^> 

1 

1 


/ 


_  Ai-n)r(i-n') ,    _      ,_._,. 
r(2  — »  — nO     ^  ^'  ' 

et  par  suite 

en  revenant  à  la  variable  y  =  ay',  on  a  encore 

(5)  m  =  ^^n7- f-To^Vc«  -  yy-'-'m^y- 


On  satisfait  facilement  à  cette  condition  en  prenant  pour  Texposant  n\ 
qui  est  resté  indéterminé  jusqu'ici,  la  valeur   i  — n,  ce  qui  donne 

(6)  .  jp(a)  =  r(n)r(i  -  n)f^{y)dy  =  ^J^[y)dr, 

0  0 

on  ne  peut  trouver  de  fonction  ^(y)  vérifiant  la  relation  précédente  que 
si  la  fonction  ^(a)  est  nulle  pour  a  =  o,  et,  s'il  en  est  ainsi,  on  a  im- 
médiatement, en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  a, 

(7)  î^(a)=— /^f'(«), 
et  la  fonction  inconnue  f{x)  a  pour  expression 

0 

2.  Cette  expression  de  f{x)  n'est  valable  que  si  la  fonction  fp(a)  est 
nulle  pour  a  =  o.  Lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  la  fonction  f{x)  ne  peut 
être  continue  pour  o;  =  o,  comme  le  montre  immédiatement  la  formule  (i). 
Dans  ce  cas,  nous  prendrons  pour  f{x)  une  expression  de  la  forme 
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par    une    snite  de  transformations  tout-à-fait  pareilles  aux  prëcédentes,  on 
trouve  que  f>{a)  peut  s'écrire 

i  1 

0  v' 

La  première  intégrale  peut  être  calculée,  car  si  si  Ton  pose 


X'  ^ 


I  +(y'— i)/' 
elle  devient 


J_   f         ^^         ^ 


nn)r{i—n) 


,,/»-l 


0 

et  la  formule  qui  donne  fp(a)  devient 

(11)  ^(«^=-._i-.  r^ç^', 

0 

ou,  en  revenant  à  la  variable  y  =  ay\ 

a 

(12)  aV(a)=^^-   f^^Jy. 

0 

Les  deux  membres  de  Tégalité  (12)  s'annullent  pour  a  =  o;  il  suffira 
donc  que  leurs  dérivées  soient  égales,  ce  qui  donne 

^{a)  =  [ap'ia)  +  n^{a)]^^^ 
et  l'expression  cherchée  de  f{x)  est 

(■3)  AW-^'/ï^lM'-'*, 
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Cette  expression  de  f{x)  coïncide  avec  la  première  lorsque  fp(o)  =  o, 
car  on  peut  Técrire 


sm  nn 


7CX 

0 


f  (Jf  —  x)f\y) -^  nf{y)  ,         sin  n;r   Ç    <p\y)dy 

J  -       (x-yy-^       ^^    ^   J  (^-yy-' 


La  première  partie  est  égale  à 

sinn^Tr,  ,^    ,    ,.^       sîn  nr    ^    ,    .        sin  n;rf>(o) 


TTX      ^  •'^    -^   "    ■"'  TTX  ^   ^      '  7t        X 

et  la  formule  (13)  prend  la  forme  plus  simple 

X 

(ja\  f(^^  _sinn;ryr(o)        sinn;:    /'    <p\y)dy 

e 

3.     Pour   vérifier  Tidentité  de  la  solution  précédente  avec  la  solution 
d*ABEL,  remarquons  qu'en  posant  y  =  tx  l'expression  (13)  de  f{x)  devient 

1 
,    .        sin  nr   Çx^'tip'ixt)  +  nx^'-^ffixt)  ^^ 

0 

et  le  second  membre  est  la  dérivée  par  rapport  à  rc  de  l'intégrale 

1  z 

sin  nn  Ç  x'*ç(xf)dt sin  wä*   /      (p{y)dy 

^^  J  ô^^^"        ^  J  W-yy-""' 
0  0 

Si   donc    on   pose  ds  =  f{x)dx,  la  formule  (13)  conduit  à  la  formule 
même  d'AsEL 

X 

sinnr    r    (p{y)dy 
7t     J   (x-yy--' 
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ON  A  SYSTEM  OF  DIFFERENTIAL  EQUATIONS  LEADING  TO 
PERIODIC  FUNCTIONS 

BY 

H.  F.  BAKEE 

of  CAMBRIDGE  (Engl.). 

The  present  paper  contains  an  elementary  algebraic  deduction  of  a 
system  of  differential  equations  satisfied  by  all  the  hyperelliptic  sigma 
functions  which,  as  is  believed,  were  first  stated,  but  without  demonstration, 
in  the  Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society,  Vol. 
IX,  Part  IX,  1898,  p.  513.  In  that  note  will  be  found  indications  of 
a  method  of  solution  of  the  equations  in  connexion  with  the  theory, 
considered  by  Picard,  of  integrals  of  total  differentials,  and  of  a  method 
of  obtaining  from  them  the  expansion  of  any  sigma  function,  and  of 
their  use,  in  case  jp  =  2,  for  expressing  the  geometry  of  Kummer's  sixteen 
nodal  quartic  surface.  The  establishment  of  a  theory  of  the  sigma  func- 
tions directly  from  these  differential  equations  would  appear  likely  to  be 
of  the  greatest  suggestiveness  for  the  development  of  the  theory  of  func- 
tions of  several  variables.  It  is  from  this  general  point  of  view  that  the 
equations  appear  to  the  present  writer  to  be  of  peculiar  interest;  though 
their  simplicity  would  also  recommend  them  merely  as  a  contribution  to 
the  theory  of  the  hvperelliptic  functions. 
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I. 

Let  {x^y^) .  .  .  (Xpifp)  be  pairs  satisfying  the  equation 

f  =  f{x)  =  4P{^)Q{x), 
where 

P{x)  =  {x  —  a^)...{x  —  Op),         Q{x)  =  (a;  —  c,) ...  (a;  —  c,){x  —  c); 

let 

F{x)  =  {x-x,)...{x-  X,),         F'{x)=^F{x), 

and,  e,  ,  e, ,  e, ,  .  .  .  being  tindetennined  quantities,  let 

A  -  V ^ A    =  —  ^^^-^ 

^(««-«r)F'(x,)'  ^'-^  Ci-ej    ' 

so  that 

(e,  —  C3)  A„  +  (e,  —  ej  A„  +  («1  —  e,)A„  =  o 

(e,  —  e,)(e,  —  e,)  A,,  A,,  +  (e,  —  e,)(e,  —  e,)  A„  A„ 

+  («1  —  «,)K  —  «J^iî^is  =  o; 
put  further 

[2^(6.)]'       ^* 
and 

ß«  =  (ßi  —  «y)'A?^  —  jp,  —  jp^; 

also  let 

X,_,{x)  =  x^-'  -  h,af-'-'  +  hx'-'-'  —  ...  +  (—  O'-'Vo 

SO  that 

IL^l  ^  ^P-r  +  x'^-'Xii^,)  +  X''-'X,{X,)  +  ...+  X,-M), 


X  —  Xi 


h^   being    the    sum    of    the    homogeneous    products    of  x^  .  ,  .  x^,   without 
repetitions,  r  together. 
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We    assume  in  this  paper  that  u^  .  .  ,Up  are  arbitrary  variables,  and 
that  the  pairs  {x^yi) . . .  {x^j/p)  are  determined  from  them  by  the  p  equations 


r-l,...,P 


where  the  lower  limits  denote  p  pairs  satisfying  the  equation  y*  =  f{x)y 
to  be  chosen  arbitrarily  and  kept  the  same  throughout  the  following  in- 
vestigation. It  is  further  assumed  that  any  rational  symmetric  function 
of  the  pairs  {x^yi). .  .{XpP^  is  a  single  valued  analytic  function  of  Wi ... ti^ . 
Such  a  function  has  in  fact  no  essential  singularities  for  finite  values 
of  t^i  .  .  .  tip. 

It  is  proved  at  once  that 


and  therefore 


9 


we  put  further 

Now  consider  the  expression 

H  =  '  FHe  )FHe  ^  A*^        F{e,)P{e,)-F{e,)P{e,)    F(e,)Q{e,)- F(e,)Q{e,)  ^ 

it  is  easily  seen  to  vanish  when  e^  is  replaced  by  x^  ;  it  is  therefore  an 
integral  polynomial  in  e^   and  e^  dividing  identically  by  F{e^)F[e^), 

Take  a   symmetrical  system   of  -p{p  +  i)  constants  C;.^,  of  arbitrary 
values,  and  put 

fie, ,  e,)  =  ^[P{e,)Q{e,)  +  P{e,)Q{e,)]  -  4(e,- e,)»i  £  r,,«^-'«?-', 
SO  that  the  expression 

fie     e\Ar±(e        e)'T  T  e   e'-'e^-'      f(e,)Fie,)      f(e,)Fie,) 
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is  equal  to 


4[F{e,)P(e,)  -  i^(e,)P(e,)][F(e,)g(e,)  -  Fie,)Q(e,)] , 


then  the  quantity 


p    p 


rr.c^ct-'er 


F(e,)F(e,)       -,;rr*''^ 
is  equal  to 

which  iß  therefore  a  rational  symmetric  polynomial  in  e,  and  e^,  of  degree 
{p  —  I  )  in  each,  of  which  the  coefficients  are  rational  symmetric  functions 
of  the  p  pairs  (x^y,)  .  .  .  {x^y^). 

We    may  therefore   define  -  p{p  +  i)  single- valued  analytic  functions 

of  the  variables  w^  .  .  .  w^,  without  essential  singularity  for  finite  values  of 
these  variables,  by  putting 

These  functions  depend  on  the  -p{p  +  i)  arbitrary  constants  Cx^t,  but  only 

additively;  and  they  depend  on  the  p  arbitrary  fixed  places  denoted  above 
hj  nil  ,  .  ,  ntp,  of  which  the  alteration  is  equivalent  only  to  the  addition 
of  constants  to  the  arguments  Wj . .  .w^;  moreover  they  satisfy  the  equations 

P^^)  =  F,a(w). 
We  shall  put 

and  it  will  be  found  to  be  an  incidental  consequence  of  the  following 
work  that  in  all  the  functions  PkjvX^)  y  Pifivpi^),  the  order  of  the  suffixes 
is  indifferent,  or  Pxfiy{u)  =  Pxv,i{^^)]  etc. 

The  definition  of  the  functions  i^;ia(w)  is  equivalent  with 

4(e,- c,)' i  Z  ^V(M) .  e're'r-f{e^ ,  e,)  ^  F{e,)F{e,)Q,„ 
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where,  as  before, 

i2,2  =  (tfi  —  e^fA]^  —  f^i  —  f  2 . 

To  this  equation  we  apply  the  operator 

er     '«" 

Becalling  the  values  of  9x, |9tt,  and  ^i\^u^  we  find  easily 

with  some  calculation,  of  which  the  details  are  given  below,  we  find 
'     A  \      _  '  («i  —  *".)  AÎ.  —  (c,  —  e,)  A« 


2(e,  —  e.Xe,  —  c,)  ^  2(e,  —  «,X«,  —  e,)       2(e,  —  c.Xe,  —  c.) ' 
which  gives 

—  2JP,  A„  —  2f?,  Aj,  —  (A„  +  A„)[(e,  —  c,)'A?,  —  jp,  —  f,], 
and  in  virtue  of 

(«J  —  e,)  A„  +  (iS,  —  e.)  A„  +  (e,  —  c,)  A„  =  o 

this  reduces  to 

åAU,,F(e,)Fie,)] 


(e.  -  «,)•  J'(e.)F(c.)f  (e.) 
—  AAA      I  (^t  —  g.)y.  At.  +  (g.  —  g.)yt A.,  +  (e.  —  e.)f . A„ 

•"us 

where 

S>i,.  =  («,  —  e.K«,  —  «i)(«i  —  «»)• 

We  thus  deduce  that  the  expression 


F{e,)F{e,)F{e,)  ~,  ~,  -,  '-*'- 
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is,  for  ail  values  of  e^  ^  e^  ^  e^^  equal  to  the  expression  on  the  right  side 
of  the  last  written  equation.  As  this  is  symmetrical  in  ^1,^2,^,  it  follows 
that  in  Pifo,{^)  the  order  of  the  suffixes  is  indiffèrent.  It  is  not  possible 
to  express  the  functions  PxftpW  rationally  in  terms  of  the  functions  ^^^»(tt); 
it  is  a  consequence  of  what  follows  that  the  squares  and  products 

can  be  so  expressed.     We  proceed  therefore  to  further  apply  the  operator 


°-    frr  »". 


'p 


to  obtain  the  expressions  for  ^ij»,p(«). 

Before    doing  this  we  give  the  calculation  referred  to  above  to  find 
the  expression  for 

we  have 

P 

where    51      is    a    summation    from   which  the  term  for  i  =  k  is  omitted, 
so  that 

therefore 

^  [    Vk     \_i    fix,)  .  if{x,)F"{xu)        ,     . 

^UrlF'{Xk)y     2[F\Xk)]^^^-''^  '^        2     [F'{Xk)Y    ^'-^^*^*^ 
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hence 

_i_  *  r  y*  I  ^  ir(.Xk)F\xk)—f{xt)F"{,xt)       Vk    ^(k) y« 

F{ey*\F\Xk)\       2         (fi,  —  Xk)[F\xt)Y  "1"  F'(z*)  ^    {e,—XitXk-x^F\xiY 

while 

»  yt  ^  /•(a;t)F(<;,) i  f    y*    H . 

"•  (e.  -  a;*)F'(a;*)      (e.  -  ^*)'(c,  -  a;*)[F'(«*)]*  "^  e.  -  x* "»  L*"(«t)J  ' 

wherefore 


J' 

+  Z 


y* v^w  !/£ 


herein  the  second  term  of  the  right  side,  arising  in  a  form  consisting  of 
p{p —  i)    terms,   is  in  fact  a  sum  of  ~p(p — i)  terms,  namely  equal  to 


2 


TXrrzr. 


VkVi  (e,  —  Xkte,—  x^  —  (e^  —  xj^e^  —  Xk) 


\f^  («i  —  XkXe^  —  Xk)F\xkte,  —  XtXe^  —  Xi)F'{Xi)  '  Xk  —  Xi 

wherein  A  4=  i,  and  therefore  equal  to 

^^^f-  {e,  -  x,Xe,  —  x,)r(xtXe,  -  x^^e,  -  Xi)F\xi) 
or 


Thus 


^^«?.A,  =  i(a,-eOAÎ. 


i  V  \nxk)F\Xk)  —  f{xk)F"{x„)  (e.  +  e.  —  2a;t)/-(«t)       I 
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which  is  the  same  as 

l(e  _e^A*    l'y"      '       ^  [  ^(^*)  1 

2  ^  *        ^''^"  ^  2  ^  F'{xt)9xt l{e,-x,Xe,-x,)F'{Xt)]  ' 

This  gives 

'     j>  A      _  '  («■  —  <?.)  AÎ»  —  (c.  —  e.)  AL 

,  I  v^_'_  2_r (^ T 

"^  2  ;^  F'(Xi) ax* L(e,  —  xtX'',  —  XkXe,  —  xt)F'(xt)] ' 

now  if  R(x)  be  a  rational  function  of  x  not  becoming  infinite  or  zero 
for  X  =  X,,,  it  is  easy  to  prove  that  the  coefficient  of  (a;  —  a?*)"'  in  the 
expansion  of  It{x)  \  [F{x)]''  is  equal  to 

thus,  applying  the  well  known  partial  fraction  theorem 

r fi^ ^"1    ^  _ 

L(e.  -  xXe,  -  xXe,  -  xiF{xr  rfU^  •         ' 

we  find,  finally,  as  stated  above,  that 

I     rt^  A     =  ^  (^.  ~  ^)  AÎ.  —  (e.  —  e,)  AL   ,    i  y"''  y. 

Proceeding  now  to  apply  the  operator 

to  the  equation  before  proved 

p    p    p 

~"  F(,e,)F{e,)F(^)  £  ;.?.  ,?i  ^""^"^  '  *'" ^*"'^'~' 
=  A„A„A„  +— -  Z  fi,(e,  — e,)As,, 

'"us 

we  have  at  once,  by  use  of  the  equations 

d,F{e,) F(e,)F(e,)  A«,         d,^,  =  2Fye,)y,A,, 

^.A„=.;-F(e.){^g^^^^;;I^'---lAJ^-^sV,(e,-..)} 
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the  result  that 

-  Fie,)Fie,)Fie,)Fi^)  I,  |,  1 1.  Fv.(«)^-'er'aJ-er' 
is  equal  to 
—  (A,4+ A24+ Aj*)  A28A,iA,3+-—  Z  fp,(eî-  e^jAj,  +-—  Z  fPi(e,-ej)A„AH 

+  l[A,.A,.  +  ^,.(^-e.)]p.-'.>^;Z^--'.'^>-^"f(«.-eO,.] 

+  -:  [^..^"  +  ^,.(.,-e.)]p.-'.'^^I^.-'-)At-J-'f(„_^),.], 

by  means  of  the  identity 

{ej  —  e^)  A,.*  +  (ßt  —  e,)Af,t  +  (6,  —  e^)  A^  =  o 
the  right  side,  multiplied  by  —  2,  reduces  to 

AAAA     4-AAAA     +AAAA 

1,2,8,4  A         A  A         A  ▲         ▲ 

^*L(«Ä  —  «yX^A  —  Ö*)      (^Ä  —  «*X^A  —  «•)      (^A  —  «'X«A  —  e;)J 

l,*i,8,4 

^  (e<  —  eyX^i  —  ekXeh  —  C/X^a  —  «*)  ' 
If  now  we  put 

M={e^  —  €,){e^  —  eje^  —  e,){e,  —  e,){e,  —  eje,  —  e,),         Å,j  =  {e^  —  ejYAl 
and  use  the  identities 

1,2,8,4  1,2.8 

^    (^2  — ^8)(^4  — «l)^28^41    =0,  Z(C,  — 63)A,3  =  0, 

we    find    that  the  expression   above,   multiplied   by   My   can  be  written  as 
the  sum  of  three  expressions  of  the  form 

(^2  — ^3)(«4  — ^l)[^23^41— ^28(f^-   +  ^^4)" ^4l(fa  +  f  3)  "  (j^2J^3  +  9^a9^i)] 
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which  is  equal  to 

(«, — «.)(«i — «i)L(^,— f , — f  8)(^i, — Fi — Fl)— 2i(f5,jp,  +  f  ,Fi)J; 

thus,  with 

Qii  =  K  —  9i  —  9n 

we  finally  have  the  formula 

[P       V 

U.  A  ■>  I  ^^  1  - 

[V       V 
A^  i  ß^ 1 

which,  to  save  repetitions,  we  shall  refer  to  as  the  fundamental  formula. 
It  is  clear  from  it  that  the  functions  Pxfu^pi^)  have  values  independent  of 
the  order  of  the  suffixes  X,  fi,p ,  p.  It  is  also  clear  that  the  arbitrariness 
in  the  lower  limits  of  the  integrals  by  which  x^  .  .  .  x^  were  initially  de- 
termined from  Wi  .  .  .  w^,  equivalent  as  it  is  only  to  arbitrary  additive 
constants  for  the  arguments  Ui  .  .  .  Uj,,  is  of  no  importance,  and  that, 
similarly,  the  arbitrariness  of  the  coefficients  c^f,  in  the  definition  of  the 
polynomial  f{x  ,  z) ,  cancelled  as  it  is  by  corresponding  arbitrary  additive 
constants  for  the  functions  ^a;i(w),  is  of  no  importance. 

The    above    work    has    been   carried   out  on  the  hypothesis  that  the 
hyperelliptic  equation  y^  =  f{x)  has  no  term  in  x^^"^^.     By  putting 


p^~i 


X 


A 


f-a' 


ft  —  a 


e.= 


e,-a' 


V  = 


H 


y, 
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where  A  and  a  are  arbitrary,  and,  with  Å^^^  arbitrary, 

we  easily  find  the  corresponding  results  for  an  equation 

7'  =  V«(^-«)(e-«0 .  • .  (f-s)(^-r)(c-r.)  •  •  •  (^-r,); 

I   have    carried  through  the   work,   which,   though  long,   is  not  difficult. 
It  will  be  sufficient  to  state  the  result,  which  may  therefore  be  reckoned 
equivalent  with  the  former,   or  can  be   directly  proved  in  the  same  way. 
Let 

y'  =  Kp^.P{x)Q{x)  =  f{x) 

where 

P{x)  =  {x--a){x~a,) .  .  .  (a?  — ttp),  Q{x)  =  {x  —  c){x~c,) . . .  {x~c^); 

let  Ui  .  .  .u^  be  arbitrary  variables,  and  Xi  .  .  .  Xj,  be  thence  determined  by 
means  of 

^r>  r-.l...p 


y 

nth 

and  put 

Rix)  =  {x-a){x-x,) . . .  {x-x,),         0{x)  =  f{x)\[n{x)]\ 


<^  (.e.  —  Xi\  e.  —  ; 


frî  («'i  —  **)  "t  —  «t)^'(a;t)  ' 
further,    taking   -p{p-\-i)   arbitrary   constant   coefficients  c,^,    define,   for 
undetermined  quantities  c,  ,  c,,  the  function  /(e, ,  e,)  by  means  of 


then,    if  we  define  -p{p+  i)  functions  P)i^{u)  by  means  of  the  equation 


p    p 

X-l     a_l 


4{c,  -  e,)»  r   L  pi;.(M)eî-*«r»  —  Ac  ,  «,) 

""-j,(,,)^(e,) (e.-e.)'VÎ,-<^(M-<^(^.), 

we    shall    arrive    at    an    equation  having  precisely  the  same  form  as  the 
previously  deduced  fundamental  formula. 

27.    Imprimé  le  6  janvier  1903.  19 
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This  second  equation  being  regarded  as  deducible  from  the  former 
by  the  transformation  suggested,  the  functions  Pxß{^)  occurring  in  it  are 
not  identical  with  but  linear  functions  of  the  former. 

It  is  easy  to  see,  as  is  well  known,  that  the  polynomial  f{x ,  z) 
satisfies  the  two  conditions  (i)  of  being  a  rational  polynomial  in  x  and  ;?, 
of  degree  p  -{-  i  in  each,  and  symmetrical  in  regard  to  them,  (2)  of  re- 
ducing to   2f{x)  when  £?  =  a?,  (3)  of  being  such  that 

fdfjx  ,  g)-[       ^  dfix) 
L     d2     J.-x         dx    ' 

the  condition  (3)  being  a  consequence  of  (i)  and  (2);  and  that  conversely 
any  expression  satisfying  these  is  included  in  our  form  above  by  suitably 
choosing  the  constants  c^f,^  This  is  so  whether  f{x)  is  of  order  2p  +  2 
or  22>+  I.  If  we  write  f{x)  symbolically  in  the  form  à^/^^,  one  possible 
form  for  f\x  ^  z),  considered  by  Prof.  Klein,  is  2a^"*'^â[^'"^V  Another  form 
(suggested  by  an  identit}'  due  to  Abel,  see  the  present  writer's  Abelian 
Functions^   p.    195)   though   not  invariantive,  appears  to  possess  great  sim- 

plicity   for  purposes  of  calculation,  namely  putting  f{x)  =  Z^À^a:^  we  may 

P+i 
take  f{x  ,  ^)  =  S  x^z*[2k^i  4-  Li+]{x  +  z)],   with  ^^^.g  =  o.     It   will  save  re- 
petitions to  refer  to  this  as  Abel's  form  for  f{x  ,  z). 

If  we  suppose  ?.2p-{-7  =  o,  Ajp+i  =  4,  and  take  this  form  for  f{x  ,  z), 
the  equations  which  express  (x^y^)  .  .  .  {Xpi/p)  in  terms  of  w^ . . .  Wp  are  given 
at  once  in  a  simple  form  by  the  formulae  above.  From  the  definition 
formula  for  the  functions  ^a^(^)>  dividing  by  e5"*'\  putting  e^  =  co,  and 
then  61  =  x^y  we  find  that  x^  .  .  .  Xp  are  the  roots  of  the  equation 

^p  __  x^'-'pppiu)  —  a?^-'Fp.P-i(«0  — ...  —  i'Vi(w)  =  o; 

while,  taking  the  formula 

p     p     p 


—4  s  z  i:  è%A»)^\-'er'er' 

À— 1  /t— 1  v— 1 

r  '■"''  I 
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we  obtain,  for  the  right  side,  after  dividing  by  6f"^  and  putting  68  =  00, 
the  value 

if  we  now  divide  by  eÇ"'  and  put  ^2=00,  and  afterwards  put  «i  =  a:,, 
we  find  that 

The  fact  we  have  proved,  that  Pxmm{^)  =  i^xyftW}  shews  that 

^xi{u)du,  +  , . .  +  p,p{u)dup,   =—dCx{u),  say, 

is  a  perfect  differential;  in  the  present  order  of  development  the  study  of 
the  character  of  the  functions  C(w)  is  subsequent  to  that  of  the  differen- 
tial equations.     From 

follows  that 

Ci{u)du^  +  ...  +  Cp{u)dUp 

is  also  a  perfect  differential.  If  we  write  it  equal  to  dlog6{u)  it  will 
be  found  that  the  differential  equations  naturally  suggest  the  consideration 
of  6(w)  as  a  dependent  variable,  and  that  they  are  satisfied  by  the  hypo- 
thesis that  6(w)  is  an  integral  function. 

Note.  The  formula  for  the  functions  ^i>kft{u)  which  is  made  the  basis  of  this  paper 
was  first  given  by  Bolza,  Gött.  Nachr.,  1894,  p.  270.  A  deduction  from  the  theory 
of  algebraic  integrals  was  given  by  him,  Amer.  J.  of  Math.,  XVII  (1895),  and,  inde- 
pendently, by  the  present  writer  {Abel.  Functions j  Cambridge,  1897,  p.  329);  see  also 
Baker,  On  the  hyperelliptic  sigma  functions,  Amer.  J.  of  Math.,  XX,  1898,  p.  378, 
and  Math.  Annal.,  L,  1898,  p.  462.  For  the  equations  of  this  paper,  without  de- 
monstration, but  with  indications  of  their  application,  see  Gamb.  Phil.  Proc,  Vol.  IX, 
Pt.  IX,  p.  513,  September  1898.  The  expression  for  the  functions  G(t^)  ^  terms  of 
algebraic  integrals  are  given  in  the  writers  Abelian  Functions  (pp.  321  and  195)-  The 
present  development  is  complete  in  itself,  and  requires  no  previous  study  of  the  associated 
BiEMANN  surface,  if  the  simple  case  of  Jacobi's  theorem  of  inversion  which  is  utilised 
be  assumed.  But,  if  we  allow  the  formula  which  expresses  a  theta  function  of  any 
characteristic,  not  necessarily  half  integral,  by  the  addition  of  certain  constants  (parts  of 
the  period  system)  to  the  arguments  of  a  theta  function  with  zero  characteristic,  we  see 
that  the  equations  are  satisfied  by  sigma  functions  of  quite  arbitrary  characteristic. 
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II. 

We  consider  now,  as  next  in  logical  order,  the  algebraic  problem  of 
forming  the  explicit  differential  equations  from  the  fundamental  formula 
above  established,  obtaining  them  by  way  of  example  forp=2  and/?  =  3. 
The  method  followed  can  be  regarded  only  as  provisional.  Not  only  is 
the  question  how  far  some  of  these  equations  are  deducible  from  the  others 
left  unconsidered  ;  but  the  isobaric  character  of  the  equations,  remarked  be- 
low, which  promises  a  general  rule  for  writing  down  the  equations  for 
any  value  of  /?,  remains  not  utilised.  The  present  deduction  has  however 
great  simplicity  and  some  algebraic  interest. 

The  following  notation. is  employed: 

The  quantities  before  denoted  by  «j ,  <?3 ,  e, ,  e^  are  denoted  respectively 

31=  {y  —  z){z  —  x)[x—y){t  —  x){t  —  y){t-  ^); 

a  summation  extending  to  these  four  letters  is  denoted  by  S\  so  that 
for  instance 

S(y-z)\t  —  xY  =  {y-z)\t-xY  +  {z-x)\t—yY  +  {x—y)\t  —  e)'', 

further  we  denote  the  symmetric  function  S{x'^y^à^t^)  by  {aßj-d),  and  the 
sum  of  the  homogeneous  products  of  x  ,  y  y  0  y  t,  including  repetitions, 
a  together,  by  J?„,  so  that  for  instance  -ET,  =  Sx^+  Syz  or  H^  =  (2000) 
+  (1100);  and  we  denote  by  la/S)*«?!  the  determinant 


\aßrd\ 


V  ^^r  ^'î 


Ha  Hß  H  J 

fia-l  Hfi_i  Hy_^  Hjf_^ 

"a-2  Hß_^  "y~«  -«'<)~2 

^«-8  Hß_2  ^y-s  -",j_, 


where  Hq  =  t  and,  when  n  is  negative,  H„  =  O;  similarly  in  what  follows 
quantities  usually  arising  with  positive  suffixes  are  to  be  put  zero  when 
the  general  rules  would  give  negative  suffixes; 
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we  shall   need  to  consider  the  coefficients  [aß)  arising  in  the  product 

<P. (a^ ,  y)  =  {^  —if)  <P(^ .  y)  =  (a; — y)  2^  2:  a^afif^  =  —  5:  r  {aß)T't^, 

wherein   0{x  ,  y)  is  any  rational  polynomial  sjTnmetric  in  x  and  y  so  that 
^afi  =  ^ßaj  and 

for  which  (a^)  =  — (yîa),  (a^)  =  O;  and  shall  meet  with  the  Pfaffian  forms 

{aßrd}  =  {aß)ird}  -  {ar){ßd)  +  {ad)ißr)  ; 
it  is  easy  to  see  that  when  the  polynomial   0{t  ,  y)  is  the  Abelian  form 

all  the  quantities  (a/9)  are  zero  in  which  the  difference  of  a  and  ß  is  not 
I    or  2,  and  that 

(a  ,  a  +  I)  =  aAî«,         («  ,  a  +  2)  =  ^«+i; 
similarly  from  two  such  rational  symmetric  polynomials 

0(xy)  -  r  Z  «^xv.      ^'(^ .  y)  =  2:?  «;,.Ty 

we  shall  form  the  quantities 

{a/S)-'«?'}  =  {aßjir'on  -  {ar){ß'ff)  +  (a«?)(/9y)  +  (r<?)(«'/9')  -  (y9<?)(a'r')  +  [ßrta'd') 

reducing,    when    fl^«*««^,   to    2{aLßxd)\   in  particular  when  the  first  poly- 
nomial is  the  Abelian  form  above  and  the  second  is 

that  is 

a  —  0  p'—O 

then  (ayS)  is  as  before  and 

(a'ß')  =  —  (Pa_2.;>+1  —  Z^>a-\.ß  +  3i^«.^-l  —  Fa+l./9-î), 

functions   ^i,^   with  negative  suffixes  being,   as  explained  above,  put  zero. 


Digitized  by 


Google 


150  H.  F.  Baker. 

The  forms  just  explained  arise  naturally  in  the  problem  of  expressing 
the  quotient 

which  is  an  integral  symmetric  polynomial  in  ^  j  y  ,  ^  y  t;  it  is  equal  to 

^[<^,(^,y)<^i(^,  <)—  <«>,(^,^)^,(y,  t)  +  0,{x,  t)0,(y,2)\, 
and  contains  the  term 

and  is  therefore  equal  to  the  sum,  for  all  combinations  four  together  of 
the  unequal  numbers  a  ,  ^,  ^  ,  <?  chosen  from  the  set  o  ...  (-ÄT  +  i),  of 
the  expressions 


M 


af     x^     x^ 


X" 


{<^M, 


r   y"    f   f 

^     ^     z^     si" 
V"      t^      f      t^ 

that  is,  as  is  well  known,  of  the  expressions 

\aßrd\[aßrd). 
In  precisely  the  same  way  the  expression 

-^S{y-z){t-x)[(p{y,z)nt,  x)  +  (P{t ,  x)<y{y ,  z)] 
is  equal  to  the  sum  of  all  possible  expressions  arising  of  the  form 

\aßrd\{aßr'ff). 

Eetuming  now  to  our  differential  equations,  and  writing  for  brevity 
/*j3  =  f[x  ,  y),  etc.,  the  suffixes  1,2,3,4  being  respectively  associated 
with  X  ,  y  ,  z  ,  t,  and  f{x  ,  y)  denoting  as  before  a  rational  polynomial 
symmetrical  in  x  ,  y,  of  degree  p  +  i   in  each,  for  which  f{Xy  x)  =  2f{x)y 

and  writing  further 

p.-i  p-i 
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the  differential  equations  can  be  put  into  the  form 


I...P 


wherein 

H=^^S(tf  — zy{t  —  xY  =  {2200)  — {2110) +  6{iiii) 

and  the  summation  on  the  left  extends  to  every  combination  of  four  of 
the  numbers  Å  —  i  ,  fi  —  i,  u  —  i  ,  p  —  i  from  the  set  o  . . .  (/>  —  i).  We 
are  to  express  the  right  side  in  terms  of  the  symmetric  functions  {dßjrd) 
and  equate  coefficients  of  these  on  the  two  sides.  The  form  of  the 
fundamental  formula  here  taken  is  recommended,  not  only  by  the  simpli- 
city of  the  right  side,  but  also  by  the  fact  that  if  we  put 

Pxa  =  — r— ;— log  ö(w),         6<  =  — ^-^ ,         6,..  =  ^    \     ,      etc., 

the  expression 

Q)f^p  =  PXf..p  —  2{p^uPxp  +  P.xPpf.+  Pl^Pp^)  =  —  ^i  (ÖÖ,^,^  —  Zö^Ö;,^,  +  ll<0^,<Ô,x} 

involves  only  6'  in  its  denominator;  when  it  is  proved,  as  indeed  follows 
from  the  differential  equations,  that  6(w)  is  an  integral  function,  it  will 
be  permissable  to  say  that  Qx^^^  is  a  function  whose  (unessential)  singula- 
rities   are    such    that    o*(w)Ç;i^^^(w)   is   an  integral  function.     We  remark 

moreover  that  if 

.    ^  J d_ 

'      ^tix      ^uV 
then 

where,  after  differentiation,  u'x  is  to  be  replaced  by  u^. 
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On  consideration  of  the  forms  arising  in  the  fundamental  formula  it 
is  immediately  clear  that  if  we  reckon  pxfii^)  3.S  of  weight  k  +  fiy  Pxf,^p{u) 
as  of  weight  A  +  /«  +  ^^  +  />,  and,  in 

/^(^  ,  I/)  =    Z    Ç  Oaß^'^y^ 

reckon  a^  as  of  weight  a  +  ß,  then  the  coefficient  of  the  symmetric 
function  {aßj'd)  on  each  side  of  the  formula  is  isobarically  of  weight 
a  +  |9  +  r  +  ^+4-  Thus  the  expression  to  be  obtained  for  Pxfu^pi^)  ^ 
isobarically  of  weight  Å  +  /à-^-  if  +  p;  for  instance  the  function  Pm^iu) 
can  only  contain  terms  of  weight  4,  and  therefore,  however  great  p  may 
be,  cannot  have  more  than  a  limited  number  of  terms.  While  further, 
the  form  of  Px^ypiu)  being  obtained  for  any  value  of  />,  its  form  for  any 
lower  value,  p, ,  of  p,  is  obtainable  by  the  mere  omission  of  coefficients 
a^  which  contain  suffixes  a  or  y9  greater  then  Pj  +  i  and  of  functions 
Phfii^)  which  contain  suffixes  A  or  /si  greater  then  p^.  As  before  terms  to 
which  the  general  rules  give  negative  suffixes  are  throughout  to  be  omitted. 
We  content  ourselves  here  with  forming  the  equations  for  |)  =  3. 
In  every  form  la/S/-^!,  or  {aßj-d},  we  suppose  a<ß<Y<d\  the  only  forms 
|a^6?|  arising  for  p=3,  with  their  values  in  terms  of  the  symmetric 
functions  {aßyo)^  are 

|oi  23I  =  I  ;       |oi 24I  =  (1000),     |oi34|  =  (1 100), 

|0234|  =  (III0),      |l234|«=(llll); 

I0125I  ==  (2000)  +  (1 100),       |oi35|  =  (2100)  +  2(1 1 10), 
I0235I  =  (21 10)  +  3(1 1 1 1),     |oi45|  =  (2200)  -h  (2 1 10)  +  2(1 1 1 1) 
I0245I  =  (2210)  +  2(21 1 1),     |o345|  =  (2220)  +  (221 1), 
|i235|  =  (211 1),     |i245|  =  (221 1),     I1345I  =  (2221),     I2345I  =  (2222). 
With  the  help  of  these  equations  we  can  arrange  the  expression 

-1^8{y-z){t~x)f{y  ,  z)f{t ,  x)  =  i:\aPra\{aßra} 

where 

4    4 

fix,y)  =  'E'Ea^x'y^, 
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in  terms  of  the  sjinmetric  functions  (oooo)  ...  (2222);  for  the  expression 

—^Siy-z){t-x)P,,P,,==T\aßrd\{aßrd}', 
where 

3     2 

only  one  term  arises,  namely 

|OI23|{OI23}'  =  (OI)'(23)'-(02)'(I3)'  +  (03)'(I2)', 

wherein 

80  that  the  term  is  equal  to 

—  (^«2^12  —  Pzi  Pn  +  P\x  —  9n9n) 

which  we  shall  denote  by  — A. 

For  instance  by  equating  the  coefficients  of  (01 12)  on  the  two  sides 
of  the  fundamental  formula  we  obtain  the  equation 

H9x^,z—Wi,9,z  —  2F22F,.,/  =  —{0235}  — {0145} 
+  4{o23'5'}  +  4{oi4'5'}  +  16(0123}'; 
it  will  be  sufficient  to  denote  the  right  side  of  the  equation  by 
—  (0235}  — {0145}  +  4{. ."}—  16A, 

and  so  for  the  others,  and  the  left  side  by  [1223].  With  these  notations 
the  set  of  equations  is  as  follows,  the  left  column  giving  the  symmetrical 
function  [aßyd)  of  which  the  other  terms  in  the  same  horizontal  line  are 
the  coefficients:  — 


(2222) 
(2221) 
(2220) 
(2211) 
(2210) 


[3333]=—  {2345} +  4(.."} 

[3332]  =  —  {i345}  +  4{./'} 

[3331]  =  —  {0345}  +  4{. ."} 

[3322]  =  —  {0345}—    {1245} +  4{.."} 

[3321]  =  —  {0245} +  4{.."} 


Ada  mathtmcUita.    27.    Imprimé  lo  5  janvier  190B. 
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(2  200) 
(21  II) 
(21  10) 
(2100) 
(2000) 

(im) 
(ii  10) 
(i  100) 
(1000) 
(0000) 


H.  F.  Baker. 
[3311]  =  —    {oi45}  +  4{.."}+i6A 
[3222]  =  — 2(0245}—    {'235}  +  4{.."} 
[3221]  =  —    {0235}—    {oi45}  +  4{. ."}— 16A 
[3211]  =  -    {0135} +  4{.."} 
[3111]=-    {oi25}  +  4{.."} 

[2222]  =  —    {1234}  — 3(0235}  —  2(0145}  +  4{. ."}  +  96A 
[2221]  =  —    (0234}— 2(0135} +4(.."} 
[2211]  =  —    (0134}—   (0125} +  4(./'} 
[2111]  =  —    (oi24}  +  4(.."} 
[,iii]  =  _    (oi23}  +  4(.."}. 


To    calculate    now  explicit  values  for  the  quantities  {oLßjra}  we  limit 
ourselves  to  the  hypothesis  that  f{x  ,  y)  is  of  the  socalled  Abelian  form 

4    4 

f{x  ,  y)  =  Ç  2:a?y[2A„  +  4+1  (^  +  y)]> 

where  A9  =  o,  the  corresponding  results  for  other  forms  of  f{x ,  y)  being 
obtainable  by  adding  a  suitable  constant  to  each  of  the  functions  Pxfii^)- 
Then  with  the  equations,  remarked  before,  {a,  a+i)  =  iX^a,  {ol,  a+2)=A2a^.,, 
we  obtain,  for  the  forms  {aßyd)  which  arise  when  p  =  3, 

(oi23}  =  4A,A,— AjAj;     (oi24}=2A,A„    (0134}  ==  4^0 A«,    {0234}  =  sA^A,, 

(i234}  =  4A,A,— A3A,; 

(0125}  =  o,  (0135}  =  2A,A,,  (0235}  =  A,;^,  (0145}  =  4A,Ag, 
(0245}  =  2A,A3,  (0345}  =  o,  (i  235}  =  2X^Å,,     (i  245}  =  4^A> 

{1345}  =  2A3A3,    (2345}  =  4^A  — ^A- 

To    calculate    the    quantities  {a'ß'fd")  we  require  the  values  of  the 
quantities 
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those  which  enter  axe  found  to  be  given  by 

(o'i')=o  (o'2')=o  (o'3')=P„  {o'4')=P„  (o'5')=Fi, 

(i'2')  =  — 3Fm   i^'3') 2^.,  (i'4')=^„-3^,.   (i'5')=F„ 

i2'3')=Wi,—3P,i  (2'4')  =  — 2J3„         (2'5')=F.. 
(3'4')=-3F,.        (3'5')=o 
(4'5')=o 

From  these  we  easily  calculate  the  fifteen  quantities  {oi2'3'}. .  .{234'5'}; 
for  instance 

{0I2'3'}  =  (0I)(2'3')-(02)(1'3')  +  (03)(I'2')  +  {23)(0'I')-(I3)(0'2')+(I2){0'3') 

=  2^(4F„  — 3F„)  +  2^1^,,  +  2A,^„. 
"When  all  these  are  substituted  we  find  the  following  differential  equations 

P^—(>PL  =  — 2^^4-8  4^7  4- A6f?33+     A7j?32  +  4(4F8l  — 3^22) 

F3332— 6$?23Ç^33  =—-44  +^32  +  ^4(3^31  —  ^22)  + 24^21 

«33831 6^31^33  =  4^?31  — 2  4$i'21  +     kPll 

F3322 4^32         2^22$i'33= g  ^^  +2^0^32+     4^31  —  2  4^21—24^11 

PaSil 2^12^33 4^23^13  =  -  Al4  +2  4^1 

F3311— 4J931  —  2i»uF83=— ^44+   2A 

III  ^    ^ 


13- 


=  —ä^Å—^^+     ^J?31— 2A 


8'*^'^'  2 


F32U—  4F12F13—  2J^ii^23  =  —  -  V:  +  ^  hP'Sl 

4  2 
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Pmi ^iPli  =  —  2  ^^  +  8  ^^'^ 8  ^^7—  -Ms—  3^F33  +  ^3^32 

+  Kp^  +  k^ii—  3^Fu  +  1 2  A 
F2221 —  6^21 9'n  =  —  -  Kh —  2  ^^7 —  2  ^^^'^  "^  ^^^^^  +  ^i^2i  —  2  ^°^^^ 

F221I—  4F?2—2#?a2Fll=  —2^^~^^^^~  2^1^^  "^  ^2^31+  ^h92i 
F2UI—  6j?iiiî?i2  =  —  -  Vô—  2^P32  +  2  ^l(3i^31  —  $^22)  +  ^^21 

Fun—  6f?i  =  — ;  ^^4  +  0^1^3+^(4^31—  3^22)  +  A1F21  +  ^Fll 


wherein 


A  =  F32F2I Pz\  P22  +  F3I  —  F33i^ll  • 

Of  these  the  last  five  equations  give  the  proper  equations  for  />==  2, 
by  putting  therein  A7  =  Ag  =  o  and  p.^  =  p^  =  ç?q^  =  o;  while  the  last 
equation  gives  the  proper  equation  f or  p  =  i . 

These  equations  put  a  problem:  To  obtain  a  theory  of  differential 
equations  which  shall  shew  from  them  why,  if  we  assume 

Fa,*('«*)  =  —  3'  log  6(w)  1  du^du^, 

the  function  6(w)  has  the  properties  which  a  priori  we  know  it  to  possess, 
and  how  far  the  forms  of  the  equations  are  essential  to  these  properties. 
It  must  suffice  for  the  present  to  have  stated  the  problem. 

Cambridge  (Engl.),   14  February,    1902. 

[15  Angost.  In  illustration  of  the  remarks  as  to  weight  (p.  152)»  it  may  be 
added  that  the  equation  given  above  for  ^«^jm  is  true  for  any  value  of  p,  and  that  the 
equations  for  the  preceding  four  functions  ^.;,,,,  ,  ^;?„,j ,  p„,,  ,  j.?,„2  are  true  for  any 
value  of  p  if  we  add  to  the  right  sides  the  respective  terms, 

for  jj?„,j  the  term  S^oFm»  ^^^  F««ii  ^^0  ^^^  ^0(2^15  +  fP^*)  +  2^i^^i«» 
for  j^„,,  the  terms 

and  for  p^^i^  the  terms 

^o(4F,e  —  3F4i)  +  ^i(4Fi6  —  Sj'^s*)  +  4^,^^,4  +  ^^(i^iiPii  —  i-^ni^i*)-] 
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A  GENERALISATION  OF  A  THEOREM  OF  M.  PICARD  WITH  REGARD  TO 
INTEGRALS  OF  THE  FIRST  KIND  OF  TOTAL  DIFFERENTIALS 

BY 

ARTHUR   BERRY, 

of   CAHBRIDQE   (Engl.). 

To  the  integrals  connected  with  a  plane  curve,  which  are  associated 
with  the  name  of  Abel,  correspond  two  distinct  classes  of  integrals  con- 
nected with  an  algebraic  surface,  viz.  double  integrals  and  integrals  of 
total  differentials.  The  latter  were  introduced  into  mathematical  science 
by  M.  PiCAUD  and  a  large  part  of  what  is  at  present  known  about  them 
is  due  to  him\ 

If  a  surface  of  order  », 

(i)  f{x,y,z,w)  =  o, 

admits  of  an  integral  of  the  first  kind,  it  is  necessary  that  four  homo- 
geneous polynomials,  0^  ,  0^ ,  â. ,  O^y  of  order  n  —  3 ,  should  exist,  which 
satisfy  the  identity 

(2)  ej,  +  0j,  +  S  J,  +  ej„  =  o, 

and  that  the  determinants  of  order  n  —  2 ,  belonging  to  the  array 

X  ,  y  ,  z  ,  w 


'  M.  Picardes  first  important  memoir  on  the  subject  appeared  in  LiouyiiAiE's 
Journal,  sér.  IV,  t.  I  (1885);  *bô  chief  results  are  to  be  found  in  the  Théorie  des  frictions 
algébt'iquss  de  deux  variables  indépendantes,  which  he  published  in  1897  in  conjunction 
with  M.  SiMART.     All  the  results  which  I  use  are  contained  in  chapter  V  of  this  book. 

Acta  mathentatica.    27.    Imprimé  le  5  janvier  1903. 
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should  vanish  at  every  singular  point  of  the  surface.  They  must  also 
satisfy  further  conditions,  at  present  imperfectly  known,  at  points  of  higher 
multiplicity. 

It  is  also  known  that,  if  an  integral  of  the  first  kind  exists,  the 
surface  must  have  at  least  one  singular  point.  The  object  of  this  note 
is  to  generalize  this  result. 

Let  us  take  two  points  (P ,  Q)  in  space  with  coordinates  (A ,  /i ,  v ,  ©) 
and  {X ,  fx\  u'  y  fi>')  ;  then  if  we  avoid  special  positions  we  can  take  oo* 
positions  of  PQ  such  that  the  tangent  planes  through  PQ  touch  the  sur- 
face in  n'  distinct  points,  which  do  not  lie  on  any  singular  line  or  at 
any  singular  points  of  the  surface;  n'  is  then  the  class  of  the  surface. 

The  coordinates  of  these  n'  points  satisfy  the  equations 


(4) 

(5) 

as  well  afi 

(6)- 


nf=  xf,  +  yf,  +  zf,  +  wf„  =  o. 


Also,  by  hypothesis,  f^,  /",,  f,,  f„  do  not  all  vanish  at  these  points;  hence 
ehminating  these  differential  coefficients  between  (4),  (5),  (6)  and  the  iden- 
tical relation  (2),  we  have: 


(7) 


F  = 


Ö, 

.», 

>  "s  > 

». 

X 

,  y 

,  « , 

w 

Å 

,  M 

,   v  , 

Si 

X' 

,M' 

,  v', 

& 

=  0 


This  is  a  surface  of  order  n  —  2,  on  which  the  n'  points  also  lie. 

Thus  the  n'  points  lie  on  each  of  the  surfaces  (4),  (5),  (7);  but  these 
surfaces  cannot  meet  in  more  than  (w —  i)^(w— 2)  points,  unless  they  have 
a  common  curve. 

If  possible  let  these  three  surfaces  have  a  common  curve  ;  then  if  this 
curve  also  lie  on  /*=  o  it  follows  from  (4)  and  (5)  that  the  tangent  plane 
at   every  point  of  it  passes  through  PC,  which  is  impossible  unless  it  be 


Digitized  by 


Google 


Integrals  of  total  di^Terentials. 


159 


a   double    (or   multiple)    curve    on  f=  o.     We  may  therefore  assume  that 
along  this  curve,  assumed  not  to  be  a  multiple  curve  on  /"  =  o , 


(8) 


xfr  +  yf.  +  ef,  +  wf„  =  ft, 


where  A;  =|=  o,   except  at  a  finite  number  of  points  where  the  curve  meets 
f=o. 

Solving  for  f„  from  (2),  (4),  (5)  and  (8)  we  have 


L.F=^k 


»,. 

»,. 

Ö, 

^, 

/*. 

V 

A', 

f^'. 

v' 

But  F=o  along  the  curve,  therefore  also  along  it 


(9) 


«,. 

«.. 

Ö. 

A, 

/*, 

v 

A', 

i«', 

u' 

=  o. 


Thus  the  curve  in  question  is  some  part  of  the  intersection  of  the 
surfaces  (5)  and  (9);  but  these  are  independent  of  S,  so  that  the  curve 
remains  fixed  as  (0  varies  continuously;  accordingly  it  lies  on  all  the  sur- 
faces given  by  (4)  as  ©  varies  continuously  ;  hence  it  lies  on  f^  =  o. 
Similarly  it  lies  on  f^  =  Oj  f^  =  o,  fg  =  o\  it  is  therefore  a  double  curve 
on  f=o. 

Again,  since  F  is  a  linear  combination  of  the  determinants  (3),  the 
surface  F  =0  passes,  with  a  certain  multiplicity,  through  the  multiple 
points  and  curves  of  /*=  O;  let  us  suppose  that  these  singularities  absorb  q 
of  the  intersections  of  (4),  (5),  (7),  so  that  the  remaining  points  of  inter- 
section are  diminished  to 

[n—if{n—2)  —  q. 

We  have  thus  the  inequality 

(10)  n'<(«— i)'(n— 2)  — g. 
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But  for  a  non  singular  surface 

w'  =  (n —  ifw, 

so    that   there   must   be  enough   singularities  to  diminish  the  class  of  the 
surface  by  at  least 

2{n—if  +  q, 

We  can  obtain  a  second  inequality  of  a  similar  character  by  consi- 
dering the  number  of  points  of  intersection  of  one  of  the  polars,  say  (4), 
with  /^  =  o ,  jP  =  o .  By  similar  reasoning  we  can  shew  that  these  three 
surfaces  can  have  no  common  curve  other  than  a  multiple  curve  on  f=o, 
so  that  the  number  of  points  of  intersection  distinct  from  singularities  is 
n{n — i)(n — 2)  —  r,  where  r  is  the  number  of  intersections  of  the  three 
surfaces  absorbed  by  the  singularities  of  /*=o.     We  thus  obtain 

(11)  n'  <^n{n  —  i){n  —  2)  — r, 

so  that  there  must  be  enough  singularities  to  diminish  the  class  by  at  least 

n{n —  i)  +  r. 

In  the  case  of  the  simplest  kinds  of  singular  points  and  singular  lines 
the  numbers  q  and  r  can  be  calculated  Avithout  difficulty;  but  in  the 
more  complicated  cases  I  do  not  know  of  any  methods  that  are  generally 
applicable.  Accordingly  I  only  illustrate  these  inequahties  by  some  verj^ 
simple  cases. 

If  any  multiple  point  of  f=  o  is  equivalent  to  the  same  number 
of  intersections  of  f=  o  with  two  polars  on  the  one  hand,  and  with  one 
polar  and  F=o  on  the  other  hand,  its  presence  effects  both  sides  of  (i  1) 
equally.  This  is  the  case  with  an  ordinary  conical  point  of  order  2, 
which  diminishes  the  class  by  2,  and  with  a  biplanar  point  of  the 
simplest  kind,  which  diminishes  the  class  by  3  and  also  counts  triply  as 
an  intersection  of  F=o  with  /*=  o  and  a  polar,  since  it  can  easily  be 
shewn  that  JF'=o,  like  a  polar,  has  a  tangent  plane  passing  through  the 
intersection  of  the  two  tangent  planes  to  the  surface  at  the  biplanar  point. 
It  follows  that  if  the  only  singularities  of  the  surface  are  double  points  of 
these  two  species,  the  inequality  (11)  is  impossible.    We  thus  get  the  result: 
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a  surface,  the  only  sinçulanlies  of  which  are  double  points  which  di- 
minish the  class  by  2  or  i,  can  have  no  integral  of  the  first  kind  of  a 
total  differential. 

Let  us  next  suppose  that  the  only  singularity  is  a  nodal  double  curve, 
reducible  or  otherwise,  of  order  m,  with  h  apparent  double  points  and  t 
actual  triple  points;  then  if  there  are  no  further  singularities  on  the  curve, 
other  than  those  which  result  necessarily  from  these  characteristics,  it  is 
known ^  that  the  curve  diminishes  the  class  oî  f=o  bv 

iw(7n  —  4W1  —  8)  +  8Ä  +  gt. 

Also   since   F  =  o   and   the   two  polars  pass  through  this  cur\'e  it  absorbs 
at  least 

q  ^  m{n —  i  +w —  i  +^ —  2  — m —  i)+2ä 

of  the  points  of  intersection  of  the  three  surfaces^. 
Similarly  the  curve  absorbs  at  least 

r  ^  m{n  -\-  2(n  —  i )  +  2 (n  —  2)  —  2ni  —  2 }  +  4* 

of  the  points  of  intersection  of  JP=o,  a  polar  and  f=o. 
Substituting  in  (10)  and  { 1 1  )  we  have  the  inequalities 

(12)  m(4n  —  sm  —  3)  +  6Ä  +  9^>  2(w —  if 
and 

(13)  2m{n  —  m)  +  4*  +  9t>^n{n —  i). 

These  formulas  may  be  illustrated  by  the  cases  of  quartic  and  quintic  surfaces. 
In   the    case    of   a    quartic    surface    (n  =  4),    if  tw  >  2 ,  the  surface  is 
rational  or  reducible;  rejecting  these  cases  we  see  that  the  only  admissible 
solution  of  these  inequalities  is  given  by 

m  =  2,         Ä=  I,         ^  =  Ô. 

The  nodal  curve  accordingly  consists  of  two  non-intersecting  straight 
Unes;  and  it  is  known  that  this  quartic  does  admit  of  an  integral  of  the 
first  kind. 


*  Salmon's  Oeometry  of  three  Dimensions,  §     94.     I  follow  the  notation  of  §  386, 
which  is  different  from  that  of  this  article. 

•  lb.  §  386. 

Aota  maikenuUiea.    27.    Imprimé  le  6  JanTier  19U3.  21 
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In  the  case  of  à  quintic  surface  («  =  5),  we  can  exclude  for  the  same 
reason  as  before  the  cases  of  m  >  5  ;  the  inequalities  reduce  to 

m(i7  —  im)  +  6h  +  gt>32 

and 

m(io —  2  m)  +  4Ä  +  9i>  20. 

The  inequalities  obviously  cannot  be  satisfied  by  m  =  i  or  m  =  2. 
If  w>  =  3 ,  then 

6A  +  9^>8,  4A  +  9<>8, 

whence 

h>^2;     or     ^  >^  I . 

In   the    former    case    we    have    a    conic   and  a  straight  line,  or  three 
straight  lines  which  are  not  coplanar,  and  in  either  case  it  is  easily  shewn 
that  the  surface  is  rational  or  reducible;  in  the  latter  case  we  have  three 
straight  lines  meeting  in  a  point. 
If  m  =  4,  then 

6Ä  +  9^>  Î2,  4Ä  +  9^>^  12, 

whence 

'^^3,     or     Ä>i,if^i,     or     <>2. 

It   is    easy    to    verify    that   in    all   these    cases   the    quintic    must   be 
rational  or  reducible. 
If  m  =  5 ,  then 

6Ä  +  9^^  22,  4Ä  +  9<>,20, 

whence 

A>5,     or     Ä>3,f>i,     or     A>^i,<>2,     or     <>^3. 

It  is  again  easy  to  verify  that  in  all  cases  except  the  first  the 
quintic  must  be  rational  or  reducible  if  it  can  exist  at  all;  and  that  we 
have  left  the  case  in  which  the  double  curve  is  an  irreducible  quintic 
with  5  apparent  double  points.  I  have  verified  by  other  methods  that 
such  a  quintic  effectively  possesses  an  integral  of  the  first  kind. 

Cambridge,  Jan.    1902. 
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ÜBER  DIE  METACYKLISCHEN  GLEICHUNGEN  VON  PRIMZAHLGRAD 


VON 

A.   WIMÀN 

in  UP8ALA. 


§  1.    Refeè^at  über  die  Arbeiten  von  Abel,  Kroneeker  u/nd 

Herrn  Webet*. 

Wie  lebtaft  sich  Abel  für  das  Problem  der  aljçebraischen  Auflösung 
der  Gleichungen  interessiert  hat,  ist  aus  wiederholten  Äusserungen  in  seinen 
Briefen  ersichtlich.^  Zunächst  war  es  ihm  gelungen  den  ersten  vollstän- 
digen Beweis  zu  erbringen,  dass  die  allgemeinen  Gleichungen  von  höherem 
als  dem  vierten  Grade  nicht  durch  Kadikaie  auflösbar  oder,  w^ie  wir  mit 
Herrn  Weber  sagen  wollen,  nicht  metacyklisch  sind.  Durch  eine  Ver- 
tiefung der  hierbei  angewandten  Methode  wollte  er  alsdann  zeigen,  wie  man 
alle  metacyklischen  Gleichungen  aufstellen  kann.^  Seine  diesbezüglichen 
Untersuchungen  waren  leider  bei  seinem  frühzeitigen  Tode  unvollendet.  So 
hat  er  die  wichtigen  Sätze,  vermittelst  deren  die  Aufgabe  auf  primitive 
metacyklische  Gleichungen  von  Primzahlpotenzgrad  reduziert  wird,  ohne 
Beweis  hinterlassen  (Oeuvres  IT,  p.  222).  Bezüglich  der  metacyklischen 
Gleichungen  vom  5.  Grade  hat  er  in  einem  Briefe  an  Grelle  (Oeuvres 
II,  p.  266)  die  allgemeine  Gestalt  der  Wurzeln  angegeben.  Eine  ent- 
sprechende   Darstellung    für    die    Wurzeln    einer   metacyklischen  Gleichung 


*  In  einem  Briefe  an  Holmboe  (Oeuvres  ü,  p.  260)  bezeichnet  er  diese  Aufgabe 
als  sein  »Thème  favori». 

'  Hier  lassen  wir  unerörtert  die  wichtigen  Klassen  von  spedellen  metacyklischen 
Gleichungen,  welche  Abel  entdeckt  hat,  wie  die  nach  ihm  benannten  ABEL'schen,  sowie 
die  damit  verwandten  Gleichungen  der  komplexen  Multiplikation. 

27.    Imprimé  le  6  janTler  1908. 
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von  einem  beliebigen  Primzahlgrade  p  wurde  von  Kronbcker  bei  seiner 
Wiederaufnahme  des  Problems  gegeben.  ^  Hierbei  treten  als  Endradikale  die 
pi^n  Wiirzeln  aus  gewissen  Grössen  r  auf,  welche  ihrerseits  einer  cyklischen 
Gleichung  vom  Ghrade  n  genügen,  wobei  n  einen  Teiler  von  p  —  i  bedeutet. 
In  seiner  späteren  Note  gab  Kronecker  für  diese  Grössen  r  explicite  Aus- 
drücke durch  Kreisteilungsgrössen,  wobei  er  den  freilich  erst  in  neuerer 
Zeit  von  den  Herren  Weber  und  Hilbert  bewiesenen  Satz  benutzte,  dass 
alle  im  absoluten  Bationalitätsbereiche  ABEL^schen  Körper  Kjeisteilungs- 
körper  sind.  Es  war  aber  noch  kein  Beweis  gegeben,  dass  die  Wurzeln 
einer  metacyklischen  Gleichung  von  Primzahlgrad  sich  wirklich  in  der  an- 
gegebenen Weise  darstellen  lassen.  Ein  solcher  wurde  erst  von  Herrn 
Weber  erbracht.'  Die  Form  der  Wurzeln,  um  welche  es  sich  bei  diesem 
Beweise  handelt,  ist  jedoch  in  gewissen  Fällen  nicht  als  die  eigentlich 
naturgemässe  zu  betrachten.  In  der  Tat  hatte  schon  Kronecker,  wie  oben 
angedeutet  wurde,  eine  Fallunterscheidung  eingeführt.  Die  verschiedenen 
Fälle  beziehen  sich,  wie  wir  hier  zeigen  wollen,  in  ziemlich  komplizierter 
Weise  einerseits  auf  die  Gruppe  der  Gleichung,  anderseits  auf  die  ver- 
schiedenen Möglichkeiten  betreffend  den  gemeinsamen  Unterkörper  des  durch 
die  Wurzeln  der  Gleichung  gebildeten  Körpers  und  des  Körpers  der  p^ 
Einheitswurzeln . 


§  2.    IMe  Gruppe  des  Körpers  R(x,s). 

Es  sei  mit  B  der  zu  Grunde  gelegte  Bationalitätsbereich  bezeichnet. 
Die  Wurzeln  Xq,  x^  ,  ...  Xp_i  der  Gleichung  bestimmen  einen  Körper  R{x) 
über  R.  Werden  hierzu  noch  die  p^^^  Einheitswurzeln  adjungiert,  so  er- 
hält man  einen  Körper  B{x,e). 

Die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Verhältnisse  be- 
ruhen nun  darauf,  das  die  einzelnen  Eadikale,  welche  in  den  Ausdrücken 
für  die  Wurzeln  auftreten,  nicht  dem  Körper  R{x),  sondern  erst  dem 
Körper  R(x,  e)  angehören.    Da  es  sich  also  um  Grössen  in  diesem  Körper 

*  Berl.  Ber.  1853,  p.  365;  1856,  p.  203.  Doch  ist  es,  nach  den  unvollständigen 
Notizen  zu  urteilen,  welche  aus  dem  Nachlasse  Abel's  hierüber  publiziert  worden  sind 
(Oeuvres  11,  p.  233  —  243),  höchst  wahrscheinlich,  dass  schon  Abel  die  fragliche  Dar- 
stellung gekannt  hat. 

'  Marb.  Ber.   1892,  p.  3;  Algebra  I,  Abschn.    18. 
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handelt,  so  ist  zunächst  die  zugehörige  Gruppe  zu  bestimmen.  Da  die 
Gleichung  irreduktibel  sein  soll,  so  lassen  sich  die  Wurzeln  in  solcher 
Weise  ordnen,  dass  für 

(S)  xl  =  x^^, 

die  Gruppe  G  des  Körpers  R{x)  durch  die  Substitutionen  S  und  T  erzeugt 
wird,^  wobei  die  Indices  nach  dem  Modul  jp  genommen  werden  sollen,  g 
eine  Primitivzahl  nach  p,   und  e  einen  Teiler  von  p —  i   bedeutet.     Die 

f)( n  ^^    I  j 

Gruppe  G  hat  dann  die  Gradzahl  ^-^ -. 

Die  Grösse  e  =  c''  bestimmt  bekanntlich  über  den  Körper  der  ratio- 
nalen Zahlen  einen  Körper  k{s)  vom  Grade  p — i,  dessen  Gruppe  durch 
die  Substitution  U  =  {s  :  s^)  erzeugt  wird.  Der  Einfachheit  halber  machen 
wir,  falls  nicht  ausdrücklich  anderes  vorausgesetzt  wird,  die  Annahme,  im 
Kationalitätsbereiche  B  sei  kein  höherer  Unterkörper  von  k{e)  als  der 
Körper  der  rationalen  Zahlen  enthalten.  Der  Körper  R{e)  über  R  hat 
dann  ebenfalls  den  Grad  p  —  i ,  und  die  Gruppe  JT  dieses  Körpers  lässt 
sich  durch    U  erzeugen. 

Den  gemeinsamen  Unterkörper,  welchen  die  über  R  aufgebauten  Körper 
R{x)  und  R{s)  gemein  haben,  bezeichnen  wir  mit  R{o')y  wo  treme  den  Körper 
bestimmende  Grösse  bedeutet.  Dieser  Körper  muss  zu  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen von  sowohl  G  ah  r  gehören,  welche  je  von  gleichem  Index  sein 
sollen.     Die    ausgezeichneten    Untergruppen    von   G  sind   nun  den  Teilern 

von    -       zugeordnet,  so  dass  zu  jedem  solchen  Teiler  e^  eine  durch  S  und 

T'»  erzeugte  Gh^ppe  gehört.  Den  gleichen  Index  e^  besitzt  die  durch  Z7'* 
erzeugte  Untergruppe  von  T.  Sowohl  durch  T  als  durch  U  wird  offenbar 
die  Eeihe  der  zu  a  conjugierten  Grössen  ö-,  ^,  ,  . . . ,  ^^^-i  cyklisch  verschoben, 
und  es  giebt  für  ß,  >  i  immer  eine  Operation  U\  wo  l  eine  relative  Prim- 
zahl gegen  e^   sein  muss,  welche  dieselbe  Verschiebung  wie  T  bewirkt. 

Die  Gruppe  A  des  Körpers  R{Xj£)  lässt  sich  durch  die  Substitutionen 
ausdrücken,  denen  bei  ihr  die  den  Körper  bestimmenden  Grössen  x  und  e 
unterworfen  werden.     Wie  sofort  ersichtlich,  dürfen  bei  A  nur  solche  Sub- 

*  Vergl.  Oalois,  oeuvr.,  p.  47. 
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stitutionen  in  R{x)  und  jB(s)  gleichzeitig  ausgeführt  werden,  bei  denen 
die  Ghrösse  tr  in  dieselbe  conjugierte  Grösse  übergeführt  wird.  Umgekehrt 
muss   auch    A    alle    Operationen    von    dieser    Eigenschaft   enthalten,    denn 

anderenfalls    wäre    der    Grad    von    A    nicht mal  so  gross   als  der 

Grad  von   G.     Dies  muss  aber  der  Fall  sein,  weil  der  Körper  R{x ,  s)  in 

Bezug  auf  B{x)  den  Eelativgrad besitzt,   welche  Tatsache  aus  dem 

Umstände  folgt,  dass  R{x)  keinen  höheren  Unterkörper  von  R{£)  ah  R{(t) 
vom  Grade  e^  enthalten  darf.  Bezeichnen  S  bez.  Sj  die  beiden  oben 
besprochenen   ausgezeichneten  Untergruppen  von  G  bez.  F,  so  lassen  sich 

die  —^ Operationen  von  A  in  der  folgenden  Weise  darstellen: 

(.)  (Z ,  r,)  ;  {TT ,  r/'r.)  ; . . .  (T-'-T ,  ^/'("-»sj , 

wo  die  Substitutionen  von  ^  und  S,  auf  alle  möglichen  Weisen  kom- 
biniert werden.  ^ 

§  3.    IHe  Resolventen. 

Vermittelst  der  symmetrischen  Funktion 

^0  +  ^1   +    .  .  .   4-  ^;>-l  =  ^ 

und  der  sogenannten  LAGRANGE'schen  Eesolventen 

{e\  x)  =  .To  +  s'x,  +  . . .  +  e'^^-'^x^_, 
giebt  man  bekanntlich  die  Wurzeln  der  Gleichung  in  der  Gestalt: 

Pl-  (=1  J 

Man  hat  also  in  diesen  Ausdrücken  die  p*^""  Wurzeln  aus  den  Grössen 


*  In    dem    allgemeineren    Falle,   wo   jR  einen  Unterkörper  von  Ä:(e)  vom  Grade  d 

.     Es   mui 


p  —  I  p  —  I 

enthält,  hat  man  — - —  als  Grad  von  -ß(£).     Es   muss  dann  e^  auch  Teiler  von  — ^ — 


sein,  und  die  Gruppe   A  besitzt  den  Grad 


eej 
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zu  ziehen.  Wir  wollen  nun  zunächst  die  Oi^uppe  des  durch  diese  Grössen  p 
heslimmten  Körpers  B{p)  ermitteln  und  dann  nachweisen,  wie  die  Eadikale 
{e\  x)  durch  ein  einziges  von  ihnen  und  Grössen  im  Körper  R[p)  sich 
rational  ausdrücken  lassen. 

Erstere  Aufgabe  erledigen  wir,  indem  wir  untersuchen,  welchen  Ein- 
fluss  die  Substitutionen  von  A  auf  diese  Grössen  p  ausüben.  Bleiben 
nämlich  alle  Grössen  p  bei  einer  Untergruppe  A,  ,  welche  innerhalb  A 
ausgezeichnet  sein  muss,  invariant,  so  ist  die  fragliche  Gruppe  als  Faktor- 
gruppe —   zu  charakterisieren.     Hierbei  haben  wir,   da   8  offenbar  keine 

Vertauschung  unter  den  p  bewirkt,  nur  Substitutionen  von  der  Gestalt 
T^V^  in  Betracht  zu  ziehen.     Eine  solche  Operation  führt 

(3)  p,=  [x,  +  i:e''x,Y 

in 

(3')  [X,  +  Ts^^'^x^xY  =  K  +  'Lt*'^-"x,Y  =  Pi^-"^ 

über.  Nehmen  wir  noch  auf  den  später  zu  beweisenden  Satz  Bezug,  dass  [für 
ß  —  eX^o  (mod  p  —  i  )]  wenigstens  zwei  Grössen  p^  und  Pigfi-ex  von  einander 
verschieden  sind,  so  können  wir  jetzt  den  Satz  aussprechen,  dass  die  Gruppe 

von  R{p)  cyklisch  ist  und  den  Grad besitzt ,  wo  e^  den  grössten  Teuer 

von  p  —  I  bedeutet,  welcher  bei  jeder  zulässigen  Kombination  von  p.  und  X 
in  p  —  eX  aufgeht.  Nach  (i)  ist  p  =  kl  +  k^e^ ,  A  =  A  +  *2^i  >  also  p  —  eX 
=  k{l  —  e)  +  kyCi  —  k^eci,   wo  die  ganzen  Zahlen  k^ki  und  k^  nach  den 

an J  f)    J 

bezüglichen  Moduln  Ci , und beliebig  genommen  werden  können. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  e^  den  grössten  gemeinsamen  Teuer  von  e^  und 
e  —  /  darstellen  muss.     Die   Grössen  p  zerlegen  sich  in  e,  Systeme  von  je 

conjugierten  Grössen,   so   dass  die  Grössen  /O, , /^v'«  j  •  •  •  ^0*«?^-*-*«  .l^des- 

mal  zu  demselben  Systeme  gehören,  wobei  natürlich  die  Indices  i,ig'^j  ... 
nach  dem  Modul  p  zu  nehmen  sind. 

Bei  der  Auflösung  einer  metacyklischen  Gleichung  vom  Grade  p  sind 
also  von  Bedeutung: 

i)  die  Gradzahl  ^^ der  Gruppe  der  Gleichung;  hier  giebt  es  so 

viele  Möglichkeiten,  wie  p — i   Teiler  besitzt; 
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2)  der  Grad  e^  des  gemeinsamen  Unterkörpers  von  R{x)  und  -B(e); 
die  Anzahl  der  Möglichkeiten  ist  hier  gleich  der  Anzahl  der  verschiedenen 

Teiler   von ; 

3)  für  e^  >  1  der  Exponent  /  in  der  Operation  TU',  welche  in  der 
Grruppe  des  Körpers  R{x ,  e)  auftritt;  da  l  nach  dem  Modul  e, ,  und  zwar 
als  relative  Primzahl,  zu  nehmen  ist,  so  giebt  es  hier  fp(e,)  Möglichkeiten. 

Ist  eine  Grösse  />  =  o ,  so  verschwinden  nach  den  Grundsätzen  der 
GALOis'schen  Gleichungstheorie  auch  die  übrigen  Grössen  p,  welche  dem- 
selben conjugierten  Systeme  angehören.  Es  muss  aber  mindestens  ein 
System  von  Grössen  p  geben,  dessen  Glieder  nicht  identisch  verschwinden; 
anderenfalls  wären  ja  nach  (2)  die  Wurzeln  x  gleich  gross  und  rational. 
Es  lässt  sich  immer  durch  geeignete  Wahl  der  Indices  der  Wurzeln  er- 
reichen, das  p^  =  (s ,  xY  nicht  verschwindet. 

Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  die  nicht  verschwindende  Grösse  p^  bei 
keiner  Operation  von  A,  welche  in  A,  nicht  enthalten  ist,  ungeändert 
bleiben  kann,  also  eine  primitive  Grösse  in  dem  zu  A^  gehörigen  Unter ^ 
körper  von  It{x ,  e)  darstellt,  so  dass  alle  Grössen  des  fraglichen  Unterkörpers 
sich  rational  durch  p^   ausdrücken  lassen. 

Nach  (3)  und  (3')  genügt  es  für  unseren  Beweis,  falls  wir  nachweisen 
können,  dass  p^  von  jeder  anderen  Grösse  /?,  verschieden  sein  mtiss.  Nun 
bleibt  der  Ausdruck 

(4)  --'^- 

sowohl  bei  S  als  bei  jeder  Operation  von  der  Gestalt  T^U^^,  also  bei  allen 
in  A^  enthaltenen  Operationen,  invariant.  Es  gelten  mithin  Belationen 
von  der  Gestalt 

(5)  {e\x)  =  r,{B,x)\ 

WO  die  r,  solche  Grössen  des  Körpers  R{x^  e)  bedeuten,  welche  die  Opera- 
tionen von  A,   zulassen.     Wäre  nun  für  ein  besonderes  i 

{s\xY  =  {s,xr, 

80  hätten  wir  eine  Itelation 

{s\x)  =  e^{e,x), 
woraus  nach  (5) 
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Da 

f  ^  1  (mod  p) 

so  lassen  sich  die  ganzen  Zahlen  k  und  k^   so  hestimmen,  dass 

k{i —  i)  =  I  +  k^p. 

Aus  der  Belation 

würde  man  dann  erhalten 

(6,a;)=/>r*'rr*e*'. 

Man  hätte  ako  für  {e ,  x)  einen  Ausdruck,  dessen  sämmtliche  Paktoren  bei 
der  Operation  5  ungeändert  bleiben  sollten.  Dasselbe  würde  dann  auf 
Grund  der  Eelationen  {5)  für  sämmtliche  Eesolventen  (e* ,  x)  gelten,  und 
mithin  nach  (2)  für  die  Wurzebi  x.  Wir  sind  also  durch  unsere  Annahme 
p^  =  p^  auf  die  Ungereimtheit  gestossen,  dass  die  Wurzebi  x  die  Operation 
S  zulassen  sollten. 

Nach  der  jetzt  bewiesenen  Eigenschaft  der  Grösse  />, ,  dass  sie  eine 
primitive  Grösse  des  zur  Gruppe  Aj  gehörigen  Unterkörpers  von  R{x,e) 
liefert,  können  wir  den  Eelationen  (5)  die  folgende  Form  geben: 

(6)  {s\tc)  =  f,{p,){e,xy, 

wo  die  fi  rationale  Funktionen  bedeuten.  Führt  man  in  einer  Eelation  (6) 
die  Substitutionen  von   A  aus,  so  erhält  man 

(7)  {s""\x)=A{p^r)iB^',Xy  (v  =  0,I,...,^-l), 

und  zwar  hat  man  p — 2  solche  Systeme  von  Eelationen  (7),  da  man  in 
(6)  für  *  irgend  eine  von  den  Zahlen  2,  3,  ...,|? — 2  setzen  kann. 


Acta  mathematiea.    27.    Imprimé  le  5  janvier  1908.  22 
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§  4.    IHe  Würfelformen. 

Die  folgenden  Belationen   erhält  man  direkt  aus   (6)  und  (7)^  indem 
man  die  Bezeichnungsweise  etwas  ändert: 

(8)  (e'^  o^Xe'",  xr"    =A,; 

Hierbei  ist,  wenn  K^=k[p^  gesetzt  wird, 

80  dass  die  k^  ein  System  von  conjugierten  Grössen  des  Körpers  Ii{p)  bilden. 
Wenn  wir  diese   Funktionen  Äq  ,  Atj  ,  . . . ,  hp__^  —  i    der  £eihe  nach  zu 

den  Potenzen  ö''""'"'' ,  5'''"^"''%  . . .  i  erheben  und  dann  multiplizieren,  so 
heben  sich  im  Produkt  der  linken  Seite  von  (8)  alle  Eesolventen  mit  Aus- 
nahme von  (s ,  x)  heraus,  und  man  bekommt 


(9)  {B,xr^'-'=k^:-'-'X' 


•  .  •  "'•—1 

«2     ~ 


Wir  wählen  g^  was  immer  möglich  ist,  so,  dass 

g^"^  —  I  ^  — p     (mod  p^). 
Es  sei  nämlich  für  eine  besondere  Primitivzahl  ^^  nach  p 

^"■^  —  i  ^Ip     (mod  p^) . 

Wir  setzen  dann 

9=9i  +  ^W^ 
so  dass 

g'-'—i  =f-'—i  +  m{p—  i)g^'p  =  [l-mg\-'^)p     (mod  ;>*), 

und   es   lässt  sich  immer  eine  ganze  Zahl  m  so  bestimmen,  dass  die  Kon- 
gruenz 

/  —  vng^^  ^  —  I    (mod  p) 

befriedigt  wird. 
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Nachdem  wir  durch  die  Belationen: 

I  —f^  =  P  —  hp^  ;  ff"  =  pq,  +  r, ,  o  <  r,  <p       (v-o.i p-1) 

die  ganzen  Zahlen  h,  q^  und  r^  ermittelt  haben,  setzen  wir 

(e,  a;)*'Ajr-i-..Aj^.-.e. . . .  =  K,{p,). 

Es  geht  dann  (9)  in 

(10)  (e ,  x)'  =  [K,{p{)YklP-^-'.k[p-^-'',  •••*?=}_» 

Über. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Grössen  k^  primitive  Grössen  des  Kör- 
pers R{p)  darstellen f  so  dass  keine  zwei  unter  ihnen  einander  gleich  sein 
können.     Gehörten  nämlich  diese  Ghrössen  schon  zu  einem  Unterkörper  von 

D  ——  I 

R{p)  vom  etwaigen  Index ,  so  würden  sie  die  Substitution  [pi'-Pg^^^ 

zulassen.     Man  hätte  also 

wo  wir  i  <  6j  annehmen  wollen.     In  (9)  wäre  mithin  &<  zu  der  Potenz 

erhoben.  Diese  Summe  ist  aber  durch  p  teilbar.  Es  sind  ja  die  betreffenden 
Glieder  Wurzeln  der  Kongruenz 

p-\  (<,-0(p-i) 

ic'«*«  =.(7      '•        (mod  p). 
Offenbar  ist  dann  auch  die  Summe  der  zugehörigen  Beste 

durch  p  teilbar.  Man  würde  also,  falls  man  in  (10)  beiderseits  die  p^^ 
Wurzeln  auszieht,  für  {s ,  x)  einen  rationalen  Ausdruck  durch  e  und  Grössen 
des  Körpers  B[p)  erhalten.  Wir  hatten  aber  schon  im  vorigen  Para- 
graphen Gelegenheit,  den  Widerspruch  bei  einer  solchen  Folgerung  hervor- 
zuheben. 
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Werden  in  (lo)  die  Substitutionen  von  A  aasgeführt,  so  erhält  man 
I   neue  Eelationen: 

(II)  (6'"%  xY = [Äo(/>,.,)]^fc:'--u:'^7'-'" ...  K_,  (v= 1 , 2 , ...  ,^ - 1) , 

wo  die  Indices  v  +  ^  nach  dem  Modul genommen  werden. 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung 

(12)  r,  =  if, 

so    ergiebt   sich   aus    (lo),    indem   man  rechts  und  links  die  p^^  Wurzeln 
auszieht, 


-1. 


(13)  (s .  X)  =  EM  r;.-'-..^;''-'--« . . .  r,_, 
In  entsprechender  Weise  erhalten  wir  aus  (  1 1  ) 

(14)  {e'"\x)  =  K,{p^.yr'-"<lT'"-  ^«-1         (v=  1,2,  ...,^-i), 

WO  die  Badikale  r^  in  derselben  Weise  genommen  werden  können  wie  in 
(13).     Nach  (8)  hat  man  ja 

Man  ersieht  aber  aus  den  in  diesem  Paragraphen  gegebenen  Eelationen 
leicht,  dass  diese  Identität  nicht  bestehen  würde,  falls  bei  der  obigen 
Wahl  der  r,  auf  der  rechten  Seite  von  (14)  noch  eine  Potenz  von  s  als 
Faktor  hinzukäme. 

Einen    ähnlichen    Ausdruck    erhält   man    für   jede   Resolvente    {s\  x) . 
Zunächst  lässt  sich  setzen 

i=g^-^''^  (mod  p)      \o</jL<e,,  o<i;<^^"]  . 

Aus  den  Eelationen  (6),  (7),  (13)  und  (14)  erschliesst  man  dann,  dass 
Identitäten  von  der  Gestalt 

(i  5)  U''"''"\  x)  =  KJp^ue,) r^p-i-'.+/i  r^p->-2e.+;. . . .  r^^ 

V  v+1  v—l 
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bestehen  müssen,  wo  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen  den  eg  Funk- 
tionen Äo ,  Ä, ,  . . . ,  if^^i  nicht  stattfindet.  Der  Wurzelausdruck  (2)  nimmt 
jetzt  die  folgende  Gestalt  an: 

(16)        l\^+  ^     t  ^Åp.-^)  n   r:--^'^'>-^M . 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,   dass  (16)  in  einen  Ausdruck  von  der- 
selben Schreibweise  übergeht,  falls  man  irgend  eine  Operation  der  Gruppe 

A  ausführt.     Man  findet  auch,  dass  der  Ausdruck  nur  p  Werte  annehmen 

1 
kann,   wie   man  auch   die  fiadikale  Af  =  r^  bestimmen  mag.     In  der  Tat, 

multipliziert  man  das  Badikal  r»,  mit  dem  Faktor  6  **  ,  so  hat  dies  dieselbe 

Wirkung,  als  ob  man  dem  Eadikale  Tq  den  Faktor  e  ^  ^  '^'^  hinzufügt. 
Man  erMlt  mithin  alle  möglichen  Werte  von  (16),  indem  man  tinter  beliebiger 
Fixierung  der  übrigen  Radikale  dem  Radikal  Tq  seine  p  verschiedenen  Werte  beilegt. 
Bei  seiner  Herleitung  der  Wurzelform  betrachtet  Herr  Weber  zu- 
nächst rTp ,  a?! ,  . . . ,  Xp_^  als  unabhängige  Variable.  Erst  nachdem  die  nötigen 
Sätze  über  die  LAGRANGE'schen  Resolventen  entwickelt  worden  sind,  macht 
er  die  Festsetzung,  dass  die  Variablen  x  die  Wurzeln  einer  irreduktibeln 
metacyklischen  Gleichung  vom  Grade  p  sein  sollen.  In  solcher  Weise  er- 
hält er  eine  in  allen  Fällen  gültige,  von  der  Bolle,  welche  die  p^^"^  Einheits- 
wurzeln gegenüber  dem  Körper  R{x)  spielen,  unabhängige  Wurzelform, 
und  zwar  von  der  Gestalt  (  1 6)  für  den  speciellen  Fall  62  =  1 .  Diese  Ver- 
schiedenheit in  den  Endresultaten  darf  natürlich  nur  scheinbar  sein.  Bei 
Herrn  Weber  sind  die  p  —  i  Grössen  Ä^o ,  A*i , . . . ,  kp_i  die  Wurzeln  einer 
cyklischen  Gleichung.  Diese  Gleichung  braucht  aber  nicht  irreduktibel  zu 
sein,  sondern  kann  in  e^  verschiedene  Faktoren  zerfallen,  wo  e^  einen  be- 
liebigen   Teiler    von    p  —  i    bedeuten    kann.     Der    Körper,    welchem    die 

Grössen  Ä,   angehören,   besitzt  mithin  den  Grad  --     — .     Wollte   man   nun 

die  in  der  Wurzelform   des  Herrn  Weber  auftretenden  Grössen  Ä"<  und  jff< 

durch  ein  conjugiertes  System  von Grössen  des  fraglichen  Körpers 

darstellen,  so  würde  man  eben  auf  unsere  Fallunterscheidungen  gelangen, 
so  weit  sie  in  (16)  ihren  Ausdruck  finden. 


Digitized  by 


Google 


174  A.  Wiman. 

Es  drangt  sich  noch  die  Frage  auf,  wie  man,  wenn  die  Grössen  k^ 
oder  />,  gegeben  sind,  also  aus  der  Beschaffenheit  einer  Wurzelform  (i6), 
die  Eigenschaften  des  zugehörigen  Körpers  R{x)  ablesen  kann.     In  erster 

Linie   handelt  es  sich  dabei  um  den  Grad  ^^ der  Gruppe  6r,  sowie 

um  den  Grad  e^  des  gemeinsamen  Unterkörpers  B{a)  von  R{x)  und  -B(e). 
Die  Erledigung  dieser  Fragen  beruht  auf  zweierlei  Erwägungen.    Zu- 
nächst  lässt   sich   beweisen,    dass   der   gemeinsame    Unterkörper  R{yj)  von 

R{p)   und    R{e)   den    Grad    -  besitzt.     In   der  Tat  muss  jede  Operation 

derjenigen  Untergruppe  Aj  von  A,  zu  welcher  der  Körper  R{y])  gehört, 
sich  durch  Kombination  zweier  Operationen  erzeugen  lassen,  von  denen 
eine  auf  die  Grössen  in  Ä(/>),  die  andere  auf  die  Grössen  in  B(s)  keinen 
Einâuss  übt.    Hieraus  erschliesst  man,  dass  A2  sich  durch  Kombination  von 

Aj  und  T'»  erzeugen  lässt  und  folglich  als  Untergruppe  von  A  den  Index  -^ 

besitzen  muss.  Diesen  Umstand  können  wir  benutzen,  um  das  Produkt  ee, 
zu  ermitteln. 

Als  Unterkörper  von  R{p)  gehört  R{7j)  zu  der  durch  die  Substitution 
0^1  -yö/'i)  erzeugten  Gruppe.  Nun  wissen  wir  aus  §  3,  dass  eine  Operation 
T^  ü^y  welche  ja  s  durch  e^  ersetzt,  pi  in  pg!i-ex  überführt.  In  Bezug  auf 
die  Grössen  des  Körpers  5(iy)  ist  also  die  Operation  nur  dann  mit  {pi-Pg^) 
äquivalent,  wenn  X  durch  e,  teilbar  ist.  Dann  soll  aber  6,  ebenfalls  Teiler 
von  ß  sein,  und  wir  haben,  um  e^  zu  bestimmen,  nur  darauf  Eücksicht 
zu  nehmen,  dass  die  Operationen  {piipgt,)  und  (s  :  e^**)  dieselbe  Umordnung 
unter  den  Grössen  des  Körpers  R{yj)  bewirken,  und  dass  es  für  d  <  e^  kein 
Paar  in  solcher  Weise  äquivalenter  Operationen  (^1  :  p^s)  und  (e  :  e^)  giebt.^ 

§  5.    Rationale  Transformation  der  Wurzeln. 

Wir  können  die  K^  und  k^  als  ganze  Funktionen  der  jedesmal  zu- 
gehörigen Grrösse  p  annehmen;  nach  bekannten  Methoden  kann  man  ja  die 
Nenner  rational  machen.  Etwaige  Faktoren,  welche  zur  p*^°  Potenz  in  den 
ky  auftreten,  lassen  sich  aus  dem  Wurzelzeichen  entfernen  und  den  Funk» 
tionen  K^  zufügen.     Allerdings  erreicht  man  hiermit  nicht  immer  eine  ein- 

*  Vergl.  Kroneckeu,  Berl.  Ber.  (1856),  p.  214. 
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zige  bestimmte  Normalform  für  die  Punktionen  h\^  wie  Verhältiiisse  bei 
Zahlkörpem  lehren,  welche  ausser  Hauptidealen  noch  Nebenideale  besitzen. 

Da  die   Grössen  p  eine   Grleichung  von   Grade befriedigen,   so  kann 

man  die  Funktionen  K^  und  Jc^  als  höchstens  vom  Grade i  betrachten. 

Die  ^2  Funktionen  K^  enthalten  also  als  Koefficienten  der  Potenzen  der 
bezüglichen  Grössen  p  insgesammt  p  —  i   rationale  Parameter. 

Unterwirft  man  nun  die  Wurzeln  x  einer  rationalen  Transformation 

(17)  y  =  a^  +  a^x  +  ,,.  +  ap_i.T'-\ 

so  ersieht  man  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  y  sich  in  eben  derselben  Ge- 
stalt (16)  wie  die  x  ausdrücken  lassen,  doch  so,  dass  bei  imgeändert  ge- 
bliebenen Jl\  die  Kj^  in  andere  Funktionen  übergeführt  werden.  Da  die 
Transformation  {17)  p  rationale  Parameter  enthält,  so  kann  man  dem  Aus- 
druck, in  welchen  (16)  übergeht,  p  Bedingungen  auferlegen,  z.  B.: 

{18)  A  =  o;K,=  i;K,  =  K,^...  =  K,^_,  =  o. 

In  der  Tat  hat  man,  um  diese  Bedingungen  zu  erfüllen,  nur  ein  System 
von  p  linearen  Gleichungen  für  «o  j  «i ,  •  •  •  >  «p-i  aufzulösen,  und  die  Deter- 
minante dieses  Systems  darf  nicht  verschwinden,  weil  dann  eine  Wurzel  x 
einer  Relation  von  niedrigerem  als  dem  p^^  Grade  genügen  sollte.  Da 
also  die  metacyklischen  Körper  von  Primmhlgrad  nur  von  de^^  Art  abhängen, 
wie  das  conjugierte  System  von  Funktionen  k^  gewählt  wird,  welche  ihrerseits 
m  cyklischen  Körpern  niedrigeren  Grades  gehören,  so  haben  wir  hier  ein  ge- 
eignetes Mittel,  um  alle  metacyklischen  Zahlkörper  von  Primzahlgrad  aufzustellen 
und  zu  klassifizieren,  sowie  die  Kompositionseigenschaften  zweier  Körper  zu 
studieren,  welche  in  Bezug  auf  einen  gemeinsamen  Unterkörper  relativ- Abj^l' seh 
sind.  Bei  Benutzung  dieses  Ausgangspunktes  wird  man  ohne  Zweifel  die 
schönen  Eesultate  verallgemeinem  können,  welche  zuerst  von  Kronecker 
und  dann  von  den  Herren  Weber  und  Hilbert  über  die  ABEL*schen  Zahl- 
körper gegeben  worden  sind. 
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DEUX  THÉORÈMES  D'ABEL  SUR  LA  CONVERGENCE  DES  SÉRIES 


PAR 

M.    HADAMAED 

à  PARIS. 


On  sait  comment  Abel  a  fait  entrer  Tétude  de  la  convergence  des 
séries  dans  ime  voie  nouvelle  en  montrant*  l'impossibilité  d'obtenir,  par 
une  règle  unique,  une  condition  nécessaire  et  suffisante  de  convergence. 

Le  résultat  qu'il  a  établi  peut  s'énoncer  ainsi: 

I.  Etant  donnée  la  série 

(i)  W0  +  W1+  ...  +  w,  +  ... 

à   termes   positifs    et   divergentee,    on    peut   toujours  trouver  une  suite  de 
nombres  positifs 

(2)  fo,  fi,..-,  ?«,... 

tendant  vers  zéro,  par  lesquels  on  peut  multiplier  respectivement  les  termes 
de  cette  série,  sans  que  la  nouvelle  série  ainsi  obtenue 

soit  convergente. 

Inversement,  d'ailleurs, 

II.  Etant  donnée  une  série  convergente  à  termes  positifs,  on  peut 
toujours  trouver  une  suite  de  nombres  positifs  indéfiniment  croissants  par 
lesquels  on  peut  multiplier  respectivement  les  termes  de  cette  série  sans  la 
rendre  divergente. 


*  Noie  sur  le  mémoire  n^  4   du  second  tonte  du  journal  de  M,   Grelle,  ayant  pour 

titre   -»Remarques  sur  les  séries  infinies  et   leur  convergence^,  —  Oeuvres,   tome   I,   pp. 
III  — 113  de  la  première  édition. 

Ada  matfumatiea.    27.    Imprimé  le  7  janvier  1903.  23 


Digitized  by 


Google 


178  M.  Hadamard. 

Et  ces  deux  propositions  admettent  à  leur  tour  la  réciproque  commune 
III.     A  toute  suite 

(2)  ^0  )  Cl ,  <r2  )  •  •  •  j  s» ,  • . . 

de  nombres  positifs  qui  croissent  indéfiniment,  on  peut  faire  correspondre  une 
suite  de  nombres  positifs  w^  7  ^^1  »  •  •  •  >  w«  >  •  •  •  >  ^^^^  ^^^  1^  ^^^^^  ^h  +  ^^1  +  •  •  • 
+  w»  +  ...  soit  convergente  et  la  série  Co^^o  +  fi^i  +  •  •  •  +  f«w«  +  . . . 
divergente. 

Il  est  d'ailleurs  clair  que  ceci  resterait  vrai  lors  même  qu'une  partie 
seulement  de  c  irait  en  croissant  indéfiniment,  les  autres  restant  finis. 

Je  me  suis  occupé  précédemment  *  de  généraliser  ces  résultats  à  Taide 
de  ceux  qu'a  obtenus  nu  Bois-Krymond  ;  et  Ton  sait  que,  depuis,  M.  Borel 
a  repris  avec  succès  cet  ordre  de  recherches.^  Je  ne  sais  s'il  a  été  remarqué 
que  la  question  peut  recevoir  une  extension  de  nature  différente.  Si,  en 
effet,  on  remarque  que  la  convergence  absolue  de  la  série 

(1)  Wo  +  Wi  +...+«,+  ... 

entraîne  celle  de  la  série  (1')  lorsque  les  f  sont  finis,  on  voit  que  la  pro- 
position m  peut  s'énoncer  ainsi: 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  que  doivent  remplir  les  nombres 
Coj  fi ,  •  •  •  j  fn)  •  •  •  pour  que  la  convergence  absolue  de  la  série  (i)  entraîne 
nécessairement  celle  de  la  série  (l'j,  est  que  tous  ces  nombres  f„  soient  in- 
férieurs en  valeur  absolue  à  une  limiie  fixe. 

Cette  proposition  conduit  dès  lors  à  poser  la  question  suivante: 

Comment  doit  être  choisie  la  suite 

(2)  fo,  fi,...,  ?«,... 

pour  que  toute  série  (i)  convergente  (absolument  ou  non)  donne,  lorsqu'on 
multiplie  ses  termes  respectivement  par  fo»  Ci ,  • . . ,  f«,  . . .  une  série  (1') 
également  convergente? 


'  Acta  Mathematica,   tome   18;    1894. 

'  Indépendamment  des  résultats  que  M.  Borel  avait  obtenu.s  dans  ses  travaux 
précédents,  ses  récentes  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs  contiennent  un  ensemble 
de  vues  nouvelles  et  importantes  sur  c(^s  questions. 
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Or   un   autre   théorème    bien    connu    cI'Abel,    le  théorème  III  de  ses 

Recherches  sur  la  série  i  +  -  rr  +  —^ -x^  +  ^^^ '-  x^  +  . . .  / 

'i*        1.2  *  1.2.3 

montre  immédiatement  la  catégorie  des  suites  (2)  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété en  question  comme  bien  plus  étendue  qu'on  n'aurait  pu  le  supposer 
au  premier  abord.  Il  fait  voir,  en  effet,  que  la  convergence  est  toujours 
conservée  si  les  multiplicateurs  (2)  sont  des  nombres  positifs  décroissants; 
et  la  même  transformation  qui  conduit  Abel  a  ce  résultat  montre^  que 
cette  propriété  subsiste  dès  que  la  série 

(3)  fo  +  (Cl-Co)  +  (e,-f,)  +   .  .  .  +  (fn,l-0  +   .  .  . 

est  absolument  convergente. 

Au  reste,  il  faut  remarquer  que  ce  résultat  n'est  pas  essentiellement 
distinct  de  celui  d'ABEL;  car  si  la  série  (3)  est  absolument  convergente,  la 
quantité  c«  (supposée  réelle)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  ç,  =  A  +  $',-ç: 

où  ci  d'une  j)art,  fi'  de  l'autre,  désignent  des  nombres  positifs  décroissants 
pendant  que  A  est  une  constante. 

Je  dis  que  la  condition  ainsi  trouvée  comme  suffisante  est  en  même  temps 
nécessaire. 

Supposons,  en  effet,  qu'elle  ne  soit  pas  remplie  et  que  la  série  (3)  ne 
soit  pas  absolument  convergente.  Nous  pouvons,  néanmoins,  admettre  que 
f„  reste  fini  (sans  quoi  nous  savons  que  la  suite  (2)  ne  posséderait  pas  la 
propriété  qui  nous  intéresse,  même  pour  les  séries  à  termes  positifs).  Alors, 
si  nous  désignons  par  /,  d'une  manière  générale,  les  valeurs  de  n  pour 
lesquelles  f«+i  —  c»  est  positif,  et  par  k  celles  pour  lesquelles  cette  même 
quantité  est  négative,  la  série  à  termes  positifs 

et  la  série  à  termes  négatifs 

^  Oeuvres,  tome  I,  page  69  de  la  première  édition;  page  222  de  l'édition  Sylow 
et  Lie. 

*  Dikichlet-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  3**  édition,  suppl. 
IX,  §  143.  —  Voir  Pbingsheim,  Encyclopadie  der  Mathem.  Wissenschaften, 
I  A3,  p.  94. 
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seront  divergentes.  D'après  le  théorème  I,  nous  pourrons,  sans  les  rendre 
convergentes,  multiplier  les  termes  de  la  première  par  des  quantités  posi- 
tives /,  qui  tendent  vers  zéro,  et  les  termes  de  la  seconde  par  des  quantités 
négatives  tf,  qui  tendent  également  vers  zéro.  Dans  ces  conditions,  la 
somme 

(C.  —  ^o)^«  +  (C,  —  C,)<,  +  .  .  .  +  (f«  +  ,  -  O'n 

augmeniera  indéfiniment  avec  n. 

Or  par  la  transformation  (I'Abkl,  cette  somme  s'écrit 

—  fo^o  +  ^.(^0  —  t,)  +  C,(^  —  /,)  +  ...+  f„(d  —  Q  +  f.+.<. 

et  Ton  peut  y  faire  abstraction  du  premier  terme  ainsi  que  du  dernier, 
puisque  c„  est  fini  et  t^  infiniment  petit.  Il  apparaît  alors  que  la  suite 
(2)  ne  répond  pas  à  la  question,  puisque  la  série  ^[tn-\  —  0  ^^^  ^^^" 
vergente  et  la  série  Yi^n{K-\ — ^J  divergente. 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  est  que  la  série  (3) 
soit  absolument  convergente, 

Eien  n'est  d'ailleurs  changé  à  cette  conclusion  si  Ton  suppose  ^, 
imaginaire,  soit 

f«  =  î?«  +  «C. 

D'une  part,  en  effet,  la  convergence  absolue  de  la  série  5ü(?«+i  —  fn)  ^i^- 
traîne  celle  des  séries  S(7«+i  —  ^0  j  S(Ci+i  —  O-  D'autre  part,  lorsqu'on 
suppose  les  u  réels,  la  convergence  de  la  série  Yi^n'^n  exige  celle  des  séries 
S^«^*n,  SC^«)  dö  sorte  que  la  suite  des  îy„  et  celle  des  C«  doivent  satis- 
faire séparément  à  la  condition  qui  vient  d'être  trouvée. 

En  demandant  que  la  convergence  de  la  série  (i)  entraîne  celle  de  la 
série  (i')  on  peut  aussi  demander,  en  outre,  que,  réciproquement,  la  con- 
vergence de  celle-ci  entraîne  celle  de  la  série  (i).  Alors,  à  la  condition 
que  la  série  (3)  soit  absolument  convergente,  il  faudra  évidemment  ajouter 
celle  que  sa  somme  soit  différente  de  zéro.  La  double  condition  ainsi  ob- 
tenue est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si  lim  f „  4=  o ,  la  convergence  absolue 
de  la  série  (3)  entraîne  la  convergence  absolue  de  la  série 


^  U+i     ej  ~    ■^ 


*>i+i 


f«f, 


«+i 
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(D'une  manière  générale,  si  la  fonction  ^(c,  î?,  C)  admet  des  dérivées  finies, 
la  convergence  absolue  des  séries  Z(fii+i  — c«),  Z(7«+i— 7«)>  Z(Cfi  — C) 
entraîne,    en  vertu  de  la  formule  des  accroissements  finis,  celle  de  la  série 

Considérons,  par  exemple,  la  série  qu'a  formée  Abel  dans  son  Mémoire 
sur  les  fonctions  génératrices  et  leurs  déterminantes^  et  qui  a  été  étudiée 
par  Halphen  dans  le  tome  i8  du  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de 
France.'' 

Halphen  constate  (au  n**  3  de  son  Mémoire)  que  le  terme  général  de 

cette  série   est  de   la   forme   (-4  H f--î)**«ï  où   A  est  indépendant  de  n 

et  où  b^  reste  fini,  les  nombres  -4  et  J5  étant  d'ailleurs  fonctions  de  la 
variable  x]  et  il  en  déduit  que  la  série  STw^  est  nécessairement  convergente 
si  la  série  d'ÀBKL  converge  pour  deux  valeurs  de  x  qui  donnent  au  rapport 

B 

-  des  valeurs  différentes. 

A 

Nous  voyons  qu'une  telle  restriction  est  inutile.     La  série 

2:[(-+.^+^.)-(-+.^+(..-^f)] 

étant  absolument  convergente,  la  convergence  de  la  série  donnée  ne  pourra 
avoir  lieu  pour  aucune  valeur  de  x  n'annulant  pas  A  (c'est  à  dire,  ici, 
pour  aucune  valeur  de  x  différente  de  zéro),  si  la  série  S  w„  n'est  pas  con- 
vergente. Comme  la  particularité  A  ^=  o  qui  se  présente  pour  x  =  o  est 
due  à  ce  que  tous  les  termes  de  la  série  d'AsEL  (à  l'exception  du  premier) 
contiennent  x  en  facteur,  si  nous  supprimons  ce  facteur,  nous  voyons  que 
la  série  converge  alors  pour  toutes  les  valeurs  données  à  :r  ou  ne  converge 
pour  aucune. 

Nous  sommes  d'ailleurs  à  même  d'indiquer  tous  les  cas  où  la  série 
de  polynômes 

(dans  laquelle  les  P„  sont  des  polynômes  déterminés  et  les  a„  des  con- 
stantes arbitraires)  possède  cette  propriété  de  la  série  d'ABEL:  je  veux  dire 

*   Oeuvres,  tome  II,  p.  82  de  la  1®  édition;  p.  73  de  la  2®, 
'  p.  67   et  suiv.  ;   1882, 
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OÙ,  pour  tout  choix  des  a„,  il  y  a  nécessairement,  soit  converj^cnce  pour 
toute  valeur  de  x,  soit  divergence  pour  toute  valeur  de  x.  C'est  ce  qui 
aura  lieu  lorsque  la  série  dont  le  ternie  général  est 

sera  absolument  convergente,  quels  que  soient  x  et  x\  11  est  évidemment 
nécessaire,  pour  cela,  que  P„{x)  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

n 

le«  /i„  étant  des  constantes  quelconques  et 

2h{x)+p,{x)  +  ...  +2K{^)  +  ... 

une  série  de  polynômes  absolument  convergente  dans  tout  le  plan  et  dont  la 
somme  ne  s'annulle  jamais.  Cette  condition  est,  d'ailleurs,  suffisante.  Car, 
d'après  une  remarque  faite  plus  haut,  la  convergence  absolue  des  séries 
Y,[Pn+i{x)  —  P„(ir)],  S[P^^.i(cc')  —  Pn{^')]  (les  sommes  de  ces  séries  étant 
différentes  de  zéro)  entraîne  la  convergence  absolue  de  la  série  (4). 

Quoiqu'il  soit,  comme  on  le  voit,  bien  aisé  d'obtenir  la  forme  générale 
des  polynômes  P„,   ceux-ci   présenteraient  peut-être  quelques  propriétés  in- 

teressantes:    le    fait    que    ^        a  une  limite  semble,  par  exemple,  montrer 

que  leurs  zéros  vont,  en  général,  en  augmentant  tous  indéfiniment,  ainsi 
qu'il  arrive  pour  la  série  d'AsEL. 

On  peut  remarquer  que,  si  les  quantités  réelles  c»  tendent  vers  une 
limite  f ,  on  peut  toujours  les  ranger  dans  un  ordre  tel  que  la  série  S(ç„^.i  —  f^) 
soit  absolument  convergente.  Cela  est  évident  si  les  Ç„  tendent  vers  f  par 
valeurs  toutes  inférieures  ou  toutes  supérieures;  dans  le  cas  contraire,  il 
suffira  (c  étant  supposé  égal  à  zéro  pour  simplifier  le  langage)  de  ranger 
par  ordre  de  grandeur  décroissante  les  termes  positifs,  par  ordre  de  grandeur 
croissante  les  termes  négatifs  et  de  ne  passer  de  l'un  des  groupes  à  l'autre 
qu'à  des  intervalles  assez  éloignés  pour  que  la  série  formée  par  les  termes 
de  passage  soit  absolument  convergente. 

n  en  est  tout  autrement  dans  le  domaine  complexe.  Soient,  par 
exemple,  Ei,  E^y  . .  • ,  Ej,,  . . .  les  termes   (constamment  décroissants)   d'une 
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série  divergente  à  termes  positifs.  Décrivons,  d'un  même  point  comme 
centre,  des  cercles  C, ,  63 ,  . . . ,  C^^ ...  de  rayons  respectifs  E^,  E^,  .,,  y  Ep^  ...^ 
et,  dans  le  cercle  (7^,  inscrivons  un  polygone  régulier  d'un  nombre  de  côtés 
assez  grand  pour  que  chaque  côté  soit  inférieur  à  la  plus  petite  des  différences 
Ej,_i  —  Ep ,  Ep  —  JSp+, .  Alors,  si  nous  désignons  par  Co ,  ?  m  •  •  ■ ,  c^r ,  •  •  • 
les  sommets  de  ces  différents  polygones,  rangés  dans  un  ordre  quelconque, 
toute  ligne  brisée  assujettie  à  la  condition  de  passer  par  tous  ces  points 
devra  avoir  une  longueur  supérieure  à  la  somme  des  périmètres  des  polygones, 
laquelle  croît  indéfiniment. 

Par  contre,  il  peut  se  faire  que,  pour  n'importe  quel  ordre  assigné 
aux  c,  la  série  (3)  soit  absolument  convergente.  C'est  ce  qui  aura  lieu 
évidemment  si  la  série  ^{^  —  ç„)  converge  absolument,  et  dans  ce  cas  seulement. 
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QUELQUES  PROPRIETES   ARITHMETIQUES  DES  INTEGRALES 

ELLIPTIQUES   ET   LEURS   APPLICATIONS   A   LA   THÉORIE 

DES   FONCTIONS   ENTIÈRES   TRANSCENDANTES 

PAR  , 

CARL    STÖRMER . 

à   CHRISTIANIA. 

Dans  plusieurs  recherches  des  mathématiques  modernes  concernant  la 
théorie  des  fonctions,  la  théorie  des  équations  différentielles,  même  la 
géométrie  et  la  mécanique  on  est  souvent  arrêté  par  des  difficultés  con- 
sidérables provenant  de  questions  d'une  nature  purement  arithmétique  qui 
paraissent  au  premier  abord  tout-à-fait  étrangères  au  sujet. 

Il  est  aisé  d'en  donner  des  exemples.  Le  plus  célèbre  est  ce  problème 
géométrique  de  la  quadrature  du  cercle  dont  la  solution  définitive  fut 
donnée  en  1882  par  la  démonstration  de  la  transcendance  du  nombre  tt, 
question  d'une  nature  exclusivement  arithmétique. 

Pour  en  rappeler  d'autres,  citons  le  problème  de  la  réduction  des 
intégrales  abéliennes,  problème  abordé  par  Abel^  et  traité  depuis  par 
plusieurs  des  mathématiciens  les  plus  célèbres,  et  dont  l'importance  est 
bien  mise  en  évidence  p,  ex.  dans  les  recherches  modernes  sur  les  équations 
différentielles.  Ainsi  on  y  revient^  quand  on  cherche  la  condition  pour 
que  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  algébrique  du  premier  ordre 

F{y\y)  =  o_ 


'  Journal  de    Grelle,  T.  L,   18^26. 

*  Voir  Painlevé:    Cours  professé  à  Stockholm ^  p.   138 — 141, 

Acta  fnaihematiea.    27.    Imprimé  le  Hl  décembre  1902.  24 
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où  la  variable  x  ne  figure  pas  explicitement,  soit  une  fonction  de  a;  à  un 
nombre  fini,  non  donné  de  déterminations.  D  après  M.  Painlevé\  ce 
problème  est  bien  loin  d'être  résolu;  on  est  arrêté  ici  par  des  obstacles 
insurmontables,  dus  à  des  questions  d'une  nature  arithmétique  et  c'est 
seulement  dans  les  cas  très  particuliers  traités  par  Tchébycheff*  et  Zolo- 
ïAREFF^,  qu'on  a  réussi  à  en  triompher. 

De  même  la  question  de  décider  si  une  équation  différentielle  admet 
des  solutions  périodiques,  question  qui  se  pose  p.  ex.  dans  les  recherches 
de  la  mécanique  céleste  (Problèmes  des  trois  corps  etc.)  revient  à  des  con- 
sidérations analogues.  Pour  voir  comment  s'introduisent  ici  des  recherchas  ! 
arithmétiques  il  suffit  de  renvoyer  au  mémoire  de  M.  Ivar  Bendixson:  ' 
Sur  les  équations  différentielles  à  solutions  périodiques^. 

On  doit  à  M.  Borel  plusieurs  exemples  qui  mettent  en  évidence  le 
rôle  que  peuvent  jouer  les  constantes  d'une  nature  arithmétique  particulière. 
Ainsi,  l'équation  aux  dérivées  partielles 

où  f{x ,  y)  est  une  certaine  fonction  analytique  de  a;  et  de  y  et  où  a  est 
un  nombre  transcendant  convenablement  choisi,  peut  avoir  cette  propriété 
remarquable,  qu'elle  n'admet  qu'une  seule  solution  périodique  u  et  cett« 
solution  est  une  fonction  non  analytique^  de  x  et  de  y. 

La  théorie  de  la  convergeuce  des  séries,  p.  ex.  la  théorie  du  déve- 
loppement des  fonctions  méromorphes  en  série  de  fonctions  rationnelles, 
donne  naissance  à  des  considérations  analogues*. 

En  tout  cas,  l'étude  des  nombres  incommensurables  surtout  au  point 
de  vue  de  leur  transcendance  forme  une  des  branches  les  plus  difficiles  mais 

*  Voir  1.  c.  p.   II   et  141. 

*  Journal   de  Liouville  1884. 

'  Bulletin   des  Sciences  mathématiques   1879,  p.  475 — 47^* 

*'  Öfversigt  af  Kongl.  VetenskapsAkad.  Förhandlingar   1896.  Stockholm. 

^  Voir  diverses  notes  de  M.  Bobel  dans  les   Comptes  Rendus  1895  ^^  1^99»  ^^ 

aussi  E.   Picard:    Sur  le  développement  depuis  un  siècle  de  quelques  théories  fondamentales 

dans  V analyse  mathématique  Paris   1900,  p.  22. 

*  Voir  Hadamard:  L'intermédiaire  des  mathématiciens  1900,  p.  32,  et  Borel: 
Contribution  h  V étude  des  fondions  mérom<>rphes,  Annales  de  l'Ecole  Normale  1901, 
p.  234  etc. 
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aussi  des  plus  attrayantes  de  rarithmétique  moderne.  Dans  ce  qui  suit 
nous  allons  donner  une  petite  contribution  à  cette  théorie  en  développant 
quelques  propriétés  arithmétiques  des  fonctions  et  des  intégrales  elliptiques. 

I.  Limite  supérieure  de  l'expression  |^.|  dans  la  théorie  de  la  fonction 
elliptique  p{u)  de  Weieretrate. 

Considérons  la  fonction  p{u)=y  de  Weierstrass,  définie  par  Téquation 
diJEférentielle 

avec  la  condition  initiale  y  =  oo  pour  «  =  o. 

Comme  on  le  sait,  la  formule  de  multiplication  de  largument  donne, 
pour  n  entier,  p{nu)  comme  fonction  rationnelle  aux  coefficients  commen- 
surables  de  (p{u) ,  g^  et  g^.     En  effet,  on  a^ 

OÙ  les  expressions  <p  sont  définies  par  les  relations  récurrentes 

jointes  aux  relations  initiales 

^1=1  ,</>*  =  —P' 

<pt  =  3P*  —  6.9ip'  —  3ffzP—fft 

^«  =  —  p'  [2/)«  —  I  ogip*  —  1  og,p*  —  I  off'^^p*  —  2</,^,p  —gl—  2g','] 
où  nous  avons  mis  pour  abréger: 

p{u)=P,         ''^  =  P',        %=9'.. 

On  voit  par  ces  formules  que  ^  et  ^jn+i  sont  des  polynômes  à 
coefficients  entiers  de  p ,  ^i  et  g^ . 

*  Voir  p.  ex.  Halphen:   Traité  des  fonctions  elliptiques  I,  chapitre  IV. 


Digitized  by 


Google 


188  Carl  Störmer. 

Supposons  que  ^  ^  g^  et  g^  aient  des  valeurs  finies  données  et  cherchons 
une  limite  supé'tieure  pour  le  module  (^„|  de  ^„. 
Appelons  r„  le  plus  grand  des  nombres 

et  soit  d*abord  p'  différent  de  zéro.    Alors  les  formules  (3)  donnent  immé- 
diatement 


OÙ  X  est  une  constante  indépendante  de  n .     On  en  tire  que  r^n+i  <  Aî'i+2  » 
d*où  en  remplaçant  n   par  n  +  i    et  en  prenant  les  logarithmes  népériens 

(4)  log  r,„+8  <  log  A  +  4  log  r„+8  • 

Dans  le  cas  où  p'=  o,  tous  les  ^^n  seront  nuls  et  TinégaUté  |î^2n+i|  *^  2ri+2 
conduit  au  même  résultat. 
Cela  posé,  soit 

2"-^+  3<w<2"+  3, 

m  étant  entier  positif.     L'inégalité  (4)  donne  successivement 

log  T^+z    <  log  A  +  4  log  ra^i+8 

log  r2«-i+8  <  log  A  +  4  log  r2-,+8 


log  r«  <  log  A  +  4  log  r^ . 

En   multipliant   ces   inégalités  respectivement  par  i  ,  4  ,  4*,  . . .  ,  4"*""^  et  en 
ajoutant  on  obtient 

log  r,.+8  <  ^^  log  A  +  4*"  log  r,  <K.  2'-, 

K  étant  indépendant  de  n. 
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Mais 

et 

ce  qui  donne  Imégalité  cherchée 

(5)  |î^«|<r.<e--^ 

a  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  des  valeurs  données  à  /? ,  5^,  et  ^, 
et  non  de  w. 

2.  Limites  supérieures  et  inférieures  de  |j?(nM)|,  quand  g^  y  g^  et  'p{u)  sont 
des  nombres  algébriques  donnés. 

Supposons  que  g^^g^  et  p{u)  soient  des  nombres  algébriques  donnés, 
racines  d'équations  algébriques  à  coefficients  entiers.  Comme  on  le  sait\ 
il  est  toujours  possible  d'assigner  un  nombre  algébrique  auxiliaire  V  tel  que 
5^2  j  5^8  ^*  F(^)  soient  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients  entiers  de  F. 
Comme  d'ailleurs  tout  nombre  algébrique  devient  un  nombre  entier  algé- 
brique en  le  multipliant  par  un  nombre  entier  convenable  ',  on  voit  facile- 
ment qu'on  peut  supposer: 


(6) 


9z  =  -^  W  +  M[p  +  ilf^^«  + . . .  +  Mur') 
(«)  =  ^  (iv.  +  N,p  +  iv,^'  + . . .  +  Jv;_,^->) 


où  les  Jfo ,  -M,  . . .  ^^_i  sont  des  nombres  entiers  ou  nuls,  où  M  est  un 
nombre  entier  positif  et  où  p  est  un  nombre  entier  algébrique  racine  d'une 
équation  irréductible  à  coefficients  entiers 

(7)  ^"  +  «i^^'"'  +  «2^;'-'  +  . . .  +  «r-i^^  +  a,  =  o. 


*  Voir  p.  ex.:  Picard:  TraM  d'Analyse  III,  p.  436. 

'  Voir  p.  ex.:  Lejeuäe-Dirichlet:  Zahlenlheorie  (1894),  p.  525. 
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Beprenons  la  formule  (2): 

D  après   les   propriétés   connues  des  ^,,  les  fonctions  p^\  —  ^m^\4\-\ 

et  ip\  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  de  p,.?«  et  .9,,  homogènes 

2  )_ 

et  de  degré  n'  et  n'  —  i  respectivement  en  p ,  g',^^  et  g^ .    Par  conséquent, 

si  Ton  introduit  pour  ^3,^,  et  p  les  expressions  (6),  les  nombres 
et 

seront  des  nombres  entiers  algébriques  appartenant  au  corps  algébrique 
construit  sur  la  racine  p  de  Téquation  (7). 

Cherchons  des  limites  supérieures  de  1 17.  |  et  |  F.  | .  En  appliquant 
Imégalité  (5)  on  voit  tout  de  suite  qu'on  peut  assigner  un  nombre  positif  X 
indépendant  de  n  et  tel  que 

(8)  '    "' 

et  cela  quelqu'une  des  r  racines  p  qu'on  choisisse  dans  les  expressions  (6). 
H  est  &cile  d'en  tirer  des  limites  inférieures  de  |  Î7,  |  et  de  |  F.  |  dans 
les  cas  où  ils  ne  sont  pas  nuls.  En  effet,  supposons  que  f7.  ne  soit  pas 
nul  et  désignons  par  U^^^ ,  U^^^ ,  . . .  ü^^~'^^  ses  r  expressions  conjuguées 
obtenues  en  substituant  dans  les  expressions  (6)  pour  p  les  r  —  i  autres 
racines  de  Téquation  (7).     On  aura 

Mais  le  dénominateur  est  la  norme  de  U^  et  comme  U^  est  un  nombre 
entier  algébrique  différent  de  zéro,  le  module  de  ce  norme  sera  >  i  \ 
En  appliquant  les  inégalités  (8)  on  aura  donc 

Ü  \^ 


*  Voir  p.  ez.  Dirichlbt,  Zahlentheorie  (1894),  p.  535. 
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c'est  à  dire 

|î7.|>e-^'- 

(9)  et  de  même,  si   F,  n'est  pas  nul 

/'  étant  un  nombre  positif  indépendant  de  n. 
Comme 

(10)  F(«tt)  =  ^^ 

on  en  tire  immédiatement  le  résultat  suivant: 

Supposons  que  ^{u) ,  g^  et  g^  sont  des  nombres  algébriques  donnés. 
Alors,  si  p{nu)  n'est  pas  infini  on  aura 

\p{nu)\<e"^' 

et  si  p{nu)  nest  pas  nul,  on  aura 

\p{nu)\>e-'" 
OH  Å  et  A'  sont  des  constantes  positives  indépendantes  de  n. 

3.     Limitos  supérieures  et  inférieures  du  module  d'une  fonction  algébrique  de 

ip{n,u^  +  n^u^+  ...  +  n,tt,). 

Le  résultat  trouvé  dans  la  section  précédente  est  susceptible  d'une 
généralisation  très  étendue,  que  nous  allons  développer  rapidement. 

Soit  Ä{u)  une  fonction  algébrique  de  piu)^  définie  par  une  relation 
algébrique 

(11)  F,{A{u),^?(u))==o 

où  F^  est  un  polynôme  de  A{u)  et  de  p{u),  dont  les  coefficients  sont 
des  nombres  algébriques  données.  En  éliminant  ces  coefficients  entre 
l'équation  (11)  et  les  équations  qui  les  définissent  comme  des  nombres 
algébriques  on  en  déduit  une  relation  algébrique 

(12)  F,{A{u),^(u))  =  o 
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OÙ    2^,   est   un    polynôme  de  A(u)  et  de  ^(m),   dont  les  coefficients  sont 
des  nombres  entiers. 
Posons 

u  =  w,w,  +  n^u^  +  . . .  +  n,u^ 

où  î*j  ,  w, , . . .  ,  w^  sont  des  variables  indépendantes,  et  où  w, ,«,,... ,  n^  sont 
entiers  ou  nuls  (non  nuls  tous  à  la  fois). 

D'après  le  théorème  d'addition  de  p(w),  il  existe  une  relation  algé- 
brique à  coefficients  entiers  entre  p{u) ,  p{n^u^) ,  .  .  .  ,  ie?(n^Wy) ,  g^  et  ff^. 
Supposons  que  ff^  et  g^  soient  des  nombres  algébriques  donnés.  En  éli- 
minant ff^  et  g^  entre  la  relation  ci-dessus  et  les  équations  qui  les  définissent 
comme  nombres  algébriques  on  obtient  une  relation  algébrique 

(i3J  F^(9(u)  ,  p{n,u^) ,  . . . ,  p{n,uj))  =  o 

où  F^  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  de  p{u) ,  p{n^u^) ,  . . .  ,  p(n^u^). 
Enfin,  rélimination  de  piu)  entre  les  équations  (12)  et  (13)  donne 

(i4j  F{A(ti} ,  p(n^u^) ,  . . .  ,  p(n,uj})  =  o 

où  F  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  de  ^(t*) ,  j?(WjW,),  . . .  ,  p(w^wj> 
et  où 

u  =  w^Uj  +  n^u^  +  . . .  +  w,tt,. 

Les   coefficients    de   F  et  son  degré   en  chacune  des  variables  A  (a)  y 
^(WjWj ,  ...  ,  p{n^uj}  sont  naturellement  indépendants  de  n^  ^  n^,  . .  .n^. 
Cela  posé,  apphquons  la  formule  de  multiplication  (2)  et  posons: 

où 


pour  u  =  Uf. 


En    substituant    ces    valeurs    et   en   chassant    les  dénominateurs   ^«.(uj 
l'équation  (14)  peut  s'écrire: 

(15)  B.Aiu)"  +  B,Ä{ur'  +  . . .  +  Ü,  =  o 

OÙ     les     -R     sont    des     polynômes     à    coefficients     entiers     des     quantités 

p„(M,),  (?„(«,),...,  p.>y,  a>,). 
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Supposons  maintenant  qu'on  donne  aux  variables  Wj  ,  w, ,  . . .  ,  w^  de 
telles  valeurs  que  p{u^) ,  . . .  ^  p{u^)  soient  égaux  à  des  nombres  algébriques 
donnés.  Gomme  il  en  est  de  même  de  g^  et  g^  d  après  Thypothèse  faite 
plus  haut,  on  comprend  qu'on  peut  supposer  comme  auparavant: 


(i6) 


_  Sx  _ 


et 


M 


('=1,2,3, 


où  les  Mq  ,  ibfj  ,  . . .  ,  JV^-i  sont  des  nombres  entiers  ou  nuls,  où  M  est 
entier  positif  et  où  p  est  un  nombre  entier  algébrique  racine  d'une 
équation  irréductible  à  coefficients  entiers 

x''  +  a^x"^^  +  . . .  +  a^^^x  +  a^  =  o. 

Considérons  une  des  branches  de  la  fonction  algébrique  Ä{u)  et 
supposons  qu'elle  prend  une  valeur  finie  A ,  pour  les  valeurs  de  g^ ,  g^ , 
F(^i)  j  •  •  •  j  Pi'^v)  données  plus  haut.  Cette  valeur  A  sera  racine  de  Téquation 
(15),  quand  on  substitue  pour  g^  y  g^  j  Pi^i)  ^^c.  les  valeurs  en  question. 
Cherchons  d'abord  des  limites  supérieures  et  inférieures  du  module  d'un 
coefficient  quelconque  22,  de  cette  équation. 

En  se  rappelant  la  définition  des  R,  et  en  appliquant  les  résultats 
de  la  section  précédente,  on  voit  que 

sera  un  nombre  entier  algébrique  appartenant  au  corps  algébrique  construit 
sur  la  racine  p,  pourvu  qu'on  choisisse  les  nombres  entiers  A,  qui  sont 
indépendants  de  Wj  ,  . . .  ,  n^ ,  assez  grands.  En  désignant  par  n^  le  plus 
grand  des  nombres  Wi ,  Wj ,  . . .  ,  nj  on  voit  que 

R',  =  ilf ^'"'  .  R,  (i  =  0,l,5,..,7) 

sera  entier  algébrique,  A'  étant  un  nombre  entier  indépendant  de  n  et  de  5. 

Aetn  wuUhtmatiea.    27.    Imprimé  le  31  décembre  1902.  25 
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Cela  posé,  en  appliquant  les  inégalité  (8),  on  aura  cV abord 

(î7)      '  \R.\<^"'' 

X  étant  indépendant  de  «  et  de  5,  et  si  R,  n'est  pas  nul,  on  trouve  comme 
auparavant  pour  le  nombre  entier  algébrique  iî,'  que 

|b:|>c-^«' 

c'est  à  dire 

(i8)  |i2.|>e-'"". 

JUL  étant  indépendant  de  n  et  de  s. 

Cela  fait,  il  est  facile  de  trouver  une  limite  supérieure  de  |^|.  En 
effet,  comme  A,  qui  est  supposé  fini,  est  racine  de  Téquatiou  (15),  il  faut 
que  Tun  des  coefficients  iî^ ,  22^ ,  . . .  ,  iî^_i  soit  différent  de  zero;  soit  R^ 
le  premier  de  ces  coefficients  qui  n'est  pas  nul. 

Alors  une  formule  connue  ^  donne 

où   R  est  le  plus  grand  des  nombres  |  -R^  I  >  •  •  •  »  l^A-     -^^  appliquant  les 
inégalités  (17)  et  (18)  on  en  déduit 

K  étant  indépendant  de  n. 

Dans  le  cas  où  A  n'est  pas  nul,  on  trouve  de  la  même  manière  poiu- 
\A\  une  limite  inférieure   de  la  forme  c""^"',  K'  étant  indépendant  de  n. 

Nous  avons  ainsi  le  théorème: 

Théorème  1. 

Soit  p{u)  la  fonction  elliptique  de  Weierstrass  construite  avec  des  in- 
variants g^  et  g^  qui  sont  des  nombres  algébriques  donnés ^  et  soit  A{u)  une 
fonction  algébrique  de  p[u),  liée  à  celle-là  par  une  équation  algébrique 

F{A{u),p{u))=^o, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  algébriques. 


'  Voir  p.  ex.  Serret:    Cours  d'Algie  supérieure  I,  chapitre  III. 
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Enfin  soient  Uj ,  w, , . . . ,  ti^  des  valeurs  de  u  telles  que  p{u^) ,  p{,u^) , .  • . , 
p{u^)  ont  des  valeurs  algébriques  (finies)  données^  et  soient  n^ ,  w, , . . . ,  n^ 
des  nombres  entiers,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls;  désignons  enfin  par  n'  le 
plus  grand  des  nombres  nj ,  »î ,  . . . ,  »î . 

Cela  posé,  si  A{n^u^  +  ...  +  n^uj)  n'est  pas  infini  on  aura 

(19)  MK^x  +  ^,w,  +  • .  •  +  ^vî*.)  I  <  ^"' 

et  si  cette  quantité  n'est  pas  nulle,  on  aura 

(20)  MK»!  +  %^,  +  . . .  +  n,w,)  I  >  c-^'-' 

où  Å  et  X  sont  des  constantes  positives  indépendantes  de  n^. 

Comme  on  le  sait,  toute  fonction  analytique  qui  possède  un  théorème 
d'addition  algébrique,  est  une  fonction  algébrique  de  la  fonction  p{u),  corree- 
pondant  à  des  invariants  g^ ,  g^  convenablement  choisis.  On  conçoit  alors 
comment  le  théorème  I  peut  être  appliqué  à  de  telles  fonctions. 

Dans  le  cas  beaucoup  plus  simple  où  Ä{u)  est  une  fonction  algé- 
brique de  sin  u,  cas  qui  peut  être  regardé  comme  cas  particulier  du  cas 
général,  la  même  méthode  donne  aisément  le  résultat  plus  simple: 

Soit  A{u)  une  fonction  algébrique  de  sin  u,  liée  à  cette  fonction  par  une 
équation  algébrique  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  algébriques  donnés. 
Soient  de  plus  Wj ,  . . . ,  «^  des  valeurs  de  u,  telles  que  sin  m,  ,  sin  if, , . . . ,  sin  «#^ 
sont  égaux  à  des  nombres  algébriques  donnés.  Enfin,  soient  nj ,  . . .  ,  n^  des 
nombres  entiers  non  tous  nuls  et  destinons  par  n  le  plus  grand  des  nombres 
|wj,|n,|,...,|w,|. 

Alors,  si  -4(n,«j  +  n^u^  +  . . .  +  n^uj)  n'est  pas  infini,  on  aura 

(2 1)  I  ^(»1^1  +  n^u^  +  . . .  w,w,)  I  <  c^" 


^  On  pourrait  sans  doute  appliquer  ce  théorème  aux  recherches  arithmétiques  des 
courhes  algébriques,  commencées  par  M.  Poincabé.  (Journal  des  Mathématiques 
pures   et  appliquées,    1901). 
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et  ^i  cette  quantité  nest  pas  nulle,  on  aura 

(22)  \A{n,u^  +  n^u^  +  . . .  +  Ku,)  \  >  e-*'" 

ou  X  et  k'  sont  des  constantes  indépendantes  de  n. 

4.     Appiication  aux  intégrales  elliptiques  et  abéliennes. 

Considérons  Tintégrale  elliptique  correspondant  à  z  =  p{u): 


00 
u=  f-        ^^- 


rintégrale  étant  prise  le  long  d  un  chemin  d'intégration  allant  du  point  z  a 
rinfini  et  évitant  les  points  critiques,  racines  de  Téquation  4y' — g^y — g^=io. 
Supposons  de  plus  que  le  chemin  d'intégration  n'entoure  ces  points  critiques 
qu'un  nombre  fini  de  fois. 

Alors,  comme  on  le  sait,  l'intégrale  sera  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  z. 

D'un  autre  côté,  u  =  o  est  un  pôle  de  second  ordre  pour  la  fonction 
p{u)y  et  dans  le  voisinage  de  «  =  0,  on  aura 

E^  tendant  vers  zéro  avec  u.     On  en  tire 

(23)  u  =  -;.(i  +  je:)  =  y  (I  +  e:) 

yjz  )/p{u) 

où  e:  tend  vers  zéro  avec  w,  et  où  la  racine  carrée  est  choisie  avec  une 
détermination  convenable. 

Cela  posé,  supposons  que  g^  et  g^  soient  des  nombres  algébriques 
donnés  ainsi  que  z^,  z{y  z^,  z^,  ., ,  ,  z^,  zl,  et  considérons  la  somme 


y/E 


OÙ  E  =  4s*  —  ff,s—g^. 
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En  posant 


Cdz  ,         Cdz 


on  aura 

U=  n^Ui  —  »i^î  +  . . .  +  n^u„  —  »/<  . 

Supposons  que  Wj ,  w^ ,  . . .  ,  n^  soient  des  nombres  entiers,  non  tous  nuls,  et 
soit  n*  la  plus  grande  des  quantités  n^ ,  w^ ,  . . , ,  wj .  Cherchons  une  limite 
inférieure  de  |  U\  dans  le  cas  où  U  n'est  pas  nul.  Alors  pour  U  assez 
petit,  on  aura  d'après  l'équation  (23): 

\u\>-^r 

K  étant  une  constante  finie  >  o. 

Mais  en  choisissant  dans  le  théorème   i  ,'  A{u)  =  p{u)  on  a 


U^ 


ce  qui  donne 

\U\>Ke  '^'^ 

et  nous  avons  ainsi  démontré  le  théorème: 

Théorème  2. 

Soient   g^ ,  g^ ,  z^ ,  z[  ^  z^ ,  z'^ ,  , . , ,  z^ ,  z[    des   nombres   algébriques  donnés^ 
.  parmi  lesquels  un  ou  plusieurs  des  nombres  z{,  z'^,  . , .  ,  zl peuvent  être  infiniSy 
et  soit 

R  =  4z^  —  g^z—g,. 

Considérons  la  somme 

/  '  dz  C  dz  C  dz 

v  ^6  +  "']^^  + ■■■  +  ••■]  ^ 
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OÙ  w, ,  n, ,  . . . ,  n.,  sont  des  nombres  entiers.     Si  cette  somme  n'est  pas  ntdle, 
on  aura 


(24) 


ds 

y/R 


>e 


-A«2 


où   V?   désigne   Je  plus  grand  des  nombres  n? ,  nj ,  . . .  ,  nj  et  où  A  est  indé- 
pendant de  n. 

En   appliquant   le    théorème   correspondant  sur  la  fonction  sin  Uy  on 
obtient  de  même  le 


Théorème  3. 

Soient    sfi  y  z[ ,  z^  ^  z'^  ^  ,  .  .  y  z^  ,  zl    des    nombres    algébriques,    et    soient 
tîi ,  Wj  j  .  .  .  ,  Wy  des  nombres  entiers.     Alors 


(2  5) 


/dz        .         c     dz        ,  ,         r     dz 

y]i—z^         V  \li—z^  J  y/i—z' 


>e 


-Xn 


s'il  n'est  pas  nul;  n  désigne  le  plus  grand  des  nombres  |  ^^i  | ,  |  Wj  | ,  . . . ,  |  Wy  | 
et  X  est  indépendant  de  n. 

En  appliquant  le  théorème  général  I  on  pourrait  étendre  ces  théorèmes 
aux  intégrales  abéliennes  dont  la  fonction  inverse  admet  un  théorème  d'addi- 
tion algébrique.  Comme  une  fonction  analytique  admettant  un  théorème 
d'addition  algébrique  n  aura  qu'un  nombre  fini  de  déterminations  dans  tout 
le  plan  et  comme  elle  est  liée  avec  sa  dérivée  par  une  équation  algébrique 
à  coefficients  constants,  on  voit  quelle  liaison  intéressante  il  y  a  entre  ces 
questions  et  le  problème  sur  Téquation  différentielle  algébrique 

dont  nous  avons  parlé  dans  l'introduction. 

Cependant,  nous  omettons  ici  ces  recherches,  qui  nous  entraîneraient 
trop  loin. 
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Des   théorèmes   2   et   3   on  peut  tirer   des  conséquences  intéressantes 
pour  de  grandes  classes  de  nombres  incommensurables. 
On  en  tire  en  effet: 

Corollaire  1: 

Soit   a   un   nombre  réel  et   incotnmefisurable   défini   comme   rapport  de 
deux  intégrales  elliptiques: 


a  = 


J  '>/4z'- 

«1 

de 

-y. 

4 

dz 

-9^ 

H 


^à  ffijffs,  ^i,  ^i,  ^i,  z'i  sont  des  nombres  algébriques  donnés  y  ^grj  =  00  et  j^i  =  cx) 
y  compris.  Soient  de  plus  w,  et  Wj  deux  nombres  entiers  qui  ne  sont  pas  nuls 
tous  les  deux  et  désignons  par  n^  le  plus  grand  de  leurs  carrés  n\  et  «2- 

Alors  on  aura 
(26)  |w^a_w,|>c-^"' 

X  étant  une  constante  indépendante  de  n. 
La  même  inégalité  subsiste  si 

r         d0 

J  ^(i_^«Xi-*V) 

a_^«  , 


r         dz 


^i,  b\j  Z2,  ^2  et  k  étant  des  nombres  algébriques. 
Du  théorème  3  on  tire  de  la  même  manière: 

Corollaire  2: 

Si  a  est  un  nombre  réel  et  incommensurable   défini  comme  le  rapport 
entre  deux  arcs  dont  les  sinus  sont  des  nombres  algébriques  donnés,  on  a^ 
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»i  et  fi^  étant  des  nombres  entiers  non  nuls  tous  les  deux  et  n  désignant  le 
plus  grand  des  modules  |  n  J  et  |  w,  | ,  que 

(2  7)  \n^^  —  n^\^e-^\ 

X  étant  une  constante  indépendante  de  n. 

On  en  tire  aisément  que  la  même  inégalité  subsiste  quand  a  est  le 
rapport  entre  deux  logarithmes  de  nombres  algébriques,  en  particulier  si  a 
est  le  logarithme  vulgaire  d'un  nombre  algébrique  \ 

En  général,  on  pourrait  étendre  les  résultats  des  deux  corollaires  à 
toutes  les  intégrales  abéliennes  définies  plus  haut. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  rappelons  le  résultat  dû  à  Liou ville',  que 
si  a  est  un  nombre  réel  racine  d'une  équation  irréductible  de  degré  r 
(r  >  i)  à  coefficients  entiers,  on  a  l'inégalité 

(28)  ha«  — ^|>^,> 

n(>o)  désignant  le  plus  grand  des  modules  des  nombres  entiers  n^  et  w, 
et  A  étant  indépendant  de  n. 

D'après  les  indications  de  M.  Bökel  ^,  il  sera  possible  d'établir  des 
inégalités  analogues  quand  a  est  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les 
coefficients  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  en  e  ou  bien  en  ef*  ^  p 
étant  algébrique.  De  même,  si  a  est  le  logarithme  népérien  d'un  nombre 
algébrique  p.  ex.  si  a  =  r  etc.* 

Les  inégalités  (26)  et  (27)  donnent  tout  de  suite  des  théorèmes  analogues 
sur  le  développement  de  a  en  fraction  continue 

•  A 


*  Voir    mon    mémoire:    Sur  une  propriété  arithmétique  des  logarithmes  des  nombres 
algébriqnes.     Bulletin  de  la   Société  Mathématique  de  France  1900. 

*  Voir  p.  ex.     Borel:    Leçons  sur  la  Théorie  des  Fonctions,  p.  27. 

*  Voir    les    Comptes    Rendus,    6    mars   1899  et  le  mémoire  précédemment  cité, 
dans  les  Annales  de  l'École  Normale   1901,  p.  236. 

*  Voir    aussi    diverses    notes    de    M.   E.  Maillet    dans    les    Comptes  Rendus, 
1900— 1901, 
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En  effet,  en  posant 


««.+1  +  • . . 
et 

-Pi    =  «0  >  ^î   =  «1«0   +    ï    >         •     •     •     .        Pn  =  ««-li"«-!  +  -P«-î,     .     .     . 

on  a  comme  on  le  sait: 

On  en  dédnit  que  si  le  nombre  incommensurable  a  est  i°  racine  d'une 
éqîiation  irréductible  de  degré  r  à  coefficients  entiers  y  ou  2°  défini  par  le 
corollaire  2  ou  bien  3°  défini  par  le  corollaire  i ,  on  a  respectivement  les 
inégalités  suivantes,  dont  la  première  est  due  à  Liouville^ 

a-<A«;-%         «•<e^''-     et     a,<e^"^ 

A,  A'  et  A"  étant  des  constantes  indépendantes  de  n.  On  en  tire  pour 
les  nombres  transcendants  des  conséquences  analogues  à  celles  dans  mon 
mémoire  précédemment  cité*. 

5.  Application  à  ia  théorie  des  fonctions  entières  transcendantes  à  distri- 
bution ordinaire  des  zéros. 

Dans  un  mémoire  récent',  M.  Borel  a  introduit  pour  les  fonctions 
entières  transcendantes  une  notation  importante.  Soit  F{0)  une  telle  fonc- 
tion, de  genre  fini,  et  soient  0, ,  aj ,  . . .  ,  a„ ,  . . .  ses  zéros,  pour  plus  de 
simplicité   supposés  simples  et  rangés  dans  Tordre  des  modules  croissants. 

Soit  p  Vordre  réel  de  la  fonction  F{z),  c'est  à  dire  un  nombre 
positif  tel  que  la  série 


*  Journal  de   Liouville  t.  XVI. 

*  Voir  1.  c.  p.   156. 

*  Contribution    à    Vétude    des   fonctions    méronwrphes.     Annales  de   l'École  Nor- 
male içoi,  p.  221  etc. 

Aeta  mathêmaHea.    27.    Imprimé  le  2  janvier  1908.  '26 
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est  convergente,  tandis  que  la  série 

est  divergente  quelque  petit  que  soit  s. 

Posons  pour  abréger  |a,|^r,.     Alors  M.  Borel  dit,  par  déânitîon, 
que  la  distribution  des  zéros  est  ordinairey  si  Ton  a 

(29)  \F'{a^)\>e^^ 


^+« 


quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  à  partir  du  moins  d*une  cer- 
taine valeur  de  n\  Dans  le  cas  ou  une  telle  inégalité  n*aura  pas  lieu, 
la  distribution  est  dite  extraordinaire. 

Diaprés  M.  Borel  la  distribution  des  zéros  est  ordinaire  pour  toutes  les 
fonctions  entières  usuelles.  Cependant  la  fonction  très  simple  sin  ;ri? .  sin  tijrz 
aura  une  distribution  ordinaire  ou  extraordinaire  selon  la  nature  arithmétique 
de  la  constante  a,  comme  il  le  fait  voir  par  des  exemples. 

Kous  nous  permettons  de  citer  les  passages  suivants  qui  terminent  le 
mémoire  de  M.  Borel  et  qui  mettent  en  évidence  l'utilité  des  recherches 
arithmétiques  pour  ce  genre  de  questions: 

»Parmi  les  sujets  de  recherches  suggérés  naturellement  par  ce  qui 
précède  il  en  est  un  sur  lequel  je  n'insisterai  pas,  à  cause  de  sa  difficulté: 
la  distribution  des  zéros  est-elle  ordinaire  pour  le  produit  de  fonctions 
usuelles,  par  exemple  pour  le  produit  de  deux  fonctions  6  correspondant 
toutes  les  deux  à  des  invariantes  g^  et  g^  qui  soient  des  nombres  rationnels 
ou  algébriques?» 

Nous  allons  appliquer  les  résultats  précédents  pour  aborder  du  moins 
des  cas  assez  généraux  de  ce  dernier  problème. 

Considérons  en  effet  la  fonction 


où  nous  avons  posé: 


%)(Z)  =  <o(z    (Oi.Wi) 


^  Dans  le  cas,  où  a.  est  on  zéro  de  multiplicité  m ,  on  aura  seulement  à  remplacer 
dans  TinégaHté  F'(a«)  par  F'-^Ca.).     (Bökel). 
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la  fonction  entière  transcendante  ö  de  M.  Weierstrass  étant  définie  comme 
d'ordinaire  ^ . 

Pour  plus  de  simplicité  supposons  que 

-i  =  a  et  —  =  Ä 

soient  réels. 

Nous  allons  trouver  des  conditions  suffisantes  pour  que  la  distribution 
des  zéros  de  la  fonction  F[z)  soit  ordinaire.  Comme  nous  allons  le  voir, 
ces  conditions  s'expriment  exclusivement  par  des  propriétés  arithmétiques  des 
nombres  a  et  ß. 

Comme  tous  les  zéros  de  la  fonction  6  sont  simples,  les  zéros  de  F{z) 
seront  simples  s'ils  ne  sont  pas  communs  à  ö^i)(i?)  et  ö(2)(^)  ©t  doubles  dans 
le  cas  contraire.     Par  conséquent,  on  aura  pour  un  zéro  simple  z  =  a: 

(30.1)  F\a)  =  6(',)(a) .  6^^^{a)  ou  bien  =  6^,^{a)6l,^{a) 
et  pour  un  zéro  double 

(30.2)  i?"'(o)=2Ö(',)(a).Ö^3)(o). 

Considérons  d'abord  la  fonction  ö(,)(^!).     On  a  comme  on  le  sait: 

(3 1  )  %){'  +  2Ä.)  =  ±  e'^"'^^'^" .  6^,M 

en  posant 

r  Wi  =  miCDi  +  «lûij 

où  7j^  et  7j[  sont  les  valeurs  de  la  dérivée  logarithmique  de  ö(i)(^)  pour 
z  =  (Ol  et  z  ^  (o[  respectivement,  et  où  wij  et  n^  sont  entiers  ou  nuls.  Comme 
on  le  sait  tous  les  zéros  de  ö(i)(2f)  s'obtiennent  en  donnant  à  m^  et  «j 
toutes  les  valeurs  entières  ou  nulles.     On  en  tire,  puisque  ö(',)(o)  =  i,  que 

Posons  20,  =  fi-^-  iv  ,  (A  et  v  étant  réels,  d'où  1 2ôj  |^  =  /i*  +  v*.  En 
substituant  pour    20,,   sa  valeur  tirée  de   (32)  et  en  remarquant  que  —  a 


*  Voir  p.  ex.  Halphen:   Traité  des  fonctions  elliptiques  I,  p.  378. 
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sa  partie  purement  imaginaire  différente  de  zéro,  on  voit  qu'on  peut  trouver 
pour  m,   et  n^   des  expressions 

(33)  \ 

[  ^1  =  1>>  +  î'ï^ 

p,  q  y  p'  et  g'  étant  finis. 

Considérons  maintenant  2^1  a,  .    En  y  substituant  les  valeurs  de  ^j  et  ôj 

tirées   des   équations   (32)   et  en   appliquant  les   relations  (33)  on  voit  que 

la   partie   réelle   de    2^^ft;,    aura    la   forme   A[x^  +  B/xv  +  CV*,  A  ,  B  et  C 

étant  indépendants  de  /i  et  de  v  et  finis.     Comme  d  autre  part  le  quotient: 

Afji^+  B/iv  +  CVM 


fi'  +  u' 


pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  /i  et  p  ne  surpasse  pas  une  quantité  fixe, 
on  aura 

(34)  |o(,)(2Ôj|  =  e^^Hi^;*.+  cv.>  ^-/r,.|2cDJ.^ 

K^  désignant  un  nombre  fixe  indépendant  du  zéro   2G)^   choisi  \ 

De  la  même  manière  on  trouve,  si  2©^  désigne  un  zéro  de  ö(3)(^): 

(35)  |<3(;,(2àj|  >«-''••»*•'', 

K^  étant  indépendant  du  zéro   2œ^  choisi. 

On  en  tire  immédiatement  que  la  distribution  des  zéros  doubles  de  F{z) 
est  ordinaire.  En  effet  soit  a„  =  20^  =  2d>j  un  zéro  double  et  posons 
^n\  =  '^n  alors  la  formule  (30,2)  donne 

quelque  petit  que  soit  s,  du  moins  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 
Comme  d'autre  part  l'ordre  réel  de  F{z)  est  égal  à  l'ordre  réel  de  6,  c'est 
à  dire  à  2,  l'énoncé  se  trouve  démontré. 

Considérons  maintenant  les  zéros  simples  et  cherchons  une  limite 
inférieure  des  modules  |0(,)(2û)J|  et  |6(5)(2ft>j)|.  Prenons  la  fonction  6(,)(0) 
et  posons 

2â>2  =  2m^o)^  +  2n2û>i  =  2miû>i  +  2niû>î  +  s 


*  On  tire  de  l'inégalité  (34)  le  résultat  indiqué  par  M.  Borel,  que  la  distribution 
des  zéros  de  la  fonction  6  est  ordinaire. 
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OÙ   mj  ,  m^ ,  Wj   et  «,   sont   entiers   ou   nuls   et   où   s  est  différent  de  zéro 
parceque  2â>^  est  supposé  zéro  simple  de  F  {g).     Introduisons  les  notations 


m^^  —  Wj  =  m^a  —  m^  =e^ 


(36) 

ce  qui  donne: 

£  =  2a>iS„ -I- 2<o;e,  . 

La  formule  (31)  nous  donne 

Or,  a  et  y9  étant  supposés  réels,  les  nombres  entiers  m^  et  n^  peuvent 

être   choisis  tels  que  |s„|  et  \e^\  ne  surpassent  pas  -.     Par  conséquent  le 

point  e  ne  sortira  pas  du  parallélogramme  dont  les  sommets  sont  les  points 
+  û>i  ±  oij  et  par  suite  on  peut  écrire  : 

Ö(.,(e)>i^/.|e|, 

M  étant  une  constante  indépendante  de  e. 

D'un   autre  côté,  —   ayant   sa   partie    purement    imaginaire  différente 
de  zéro,  on  voit  aisément  que 

\e\>M\B\ 

où  M'  est  indépendant  de  e  et  où  s'  désigne  la  plus  grande  des  quantités 
U-|et|e,|. 

Enfin   en   tenant  compte   des  relations  (33)  et  (36)  on  trouve  comme 
auparavant 

IC  étant  indépendant  du  zéro   2ffij   choisi. 
En  résumant  ces  résultats,  il  vient 

(37)  |oo)(2ô>,)|>e-^'i'*'''.£', 

i/j    étant  une  constante  indépendante  du  zéro  au,  choisi. 
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Nous  aurons  à  discuter  trois  cas  différents: 

i^.    a  et  ß  sont  comniensurables  tous  les  deux. 

Alors  |s^|  et  |£„|  sont  nuls  ou  plus  grands  qu'un  nombre  fixe.  Comme 
2ô,  est  supposé  zéro  simple  de  F{z),  ils  ne  sont  pas  nuls  tous  les  deux 
et  par  conséquent  s'  sera  plus  grand  qu'un  nombre  fixe  /a^  et 

et  de  même  on  trouve 

|6,,)(2ôJ|>/i,.a-''.l«'i' 

si  2û>j  est  un  zéro  simple  de  F{z)  appartenant  à  6^,^{z).  En  combinant 
ces  inégalités  avec  les  inégalités  (34)  et  (35)  on  aura,  si  a^  est  un  zéro 
simple  de  F{z)  que 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  du  moins  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  de  n. 

Dans  ce  cas,  la  distribution  des  zéros  de  F{z)  sera  par  conséquent 
ordinaire. 

2°.  L'un  des  nombres  a  ^  ß  ^  p.  ex.  ß  est  commensurable,  Vautre  in- 
commensurable. 

Supposons  que  le  nombre  incommensurable  a  satisfasse  à  la  condition 

\m^a  —  mj|>e-^*"^ 

où  m  est  le  plus  grand  des  nombres  |m,|  et  |m,|  et  où  6 {m)  est  une 
fonction  positive  non  décroissante  do  m(m>o).  Comme  s«  peut  être  nul 
on  aura  en  tout  cas 

D'un  autre  côté,  les  formules  (32),  (33)  et  (36)  font  voir  que  le  rapport 
,    ^   I  ne  surpasse  pas  une  limite  fixe  A  de  manière  que 

d{m)  <  0{Xr) 
en  désignant  |2ô,|  par  r.     Cela  donne 
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et  pour  (r^<2){2(o^)  une  inégalité  pareille.  Par  conséquent  si  â{m)<AfH^ 
où  A  est  une  constante  positive,  on  voit  en  combinant  ces  inégalités  avec 
les  inégalités  (34)  et  (35)  que  la  fonction  F{z)  aura  une  distribution 
ordinaire  de  ses  zéros. 

3°.  Enfin  soient  a  et  ß  incommensurables  tous  les  deuXy  et  soit  0^{m) 
et  d^{m)  les  fonctions  correspondantes,  de  manière  que 

Alors  on  trouve  sans  difficulté  que  F{z)  aura  une  distribution  ordi- 
naire des  zéros,  si  Tune  des  fonctions  0{m)<Äm^^  A  étant  une  constante 
positive. 

Far  ces  calculs,  qui  sont  très  simples  en  principe  mais  qui  ont  exigé 
des  développements  peut-être  fatigants,  nous  sommes  arrivés  au  théorème 
suivant: 

Théorème  4. 

Considérons  le  produit  de  deux  fonctions  ö  de  Weierstrass 

F[z)  =^  6{z\<o, ,  (ü\)  ,6{z\ù}^ ,  oij) 
où  les  rapports 

^  =  a     et     ^,==ß 

sont  supposés  réels  et  finis. 

La  distribution  des  zéros  de  F{z)  sera  ordinaire: 

A.  Si  a  et  ß  sont  commensurables. 

B.  Si  Vun  des  nombres  a  y  ß,  p.  ex.  ß  est  commensurable  et  Vautre  a 
incommensurable  de  manière  que 

(38)  \n,a  —  n,\>e''^' 

pour  toutes  les  valeurs  entières  n^ ,  n,  qui  ne  sont  pas  nuls  à  la 
foiSy  n  désignant  le  plus  grand  des  nombres  |nj  et  |n,|  et  X 
désignant  un  nombre  indépendant  de  n. 

C.  Si  a  et  ß  sont  incommensurables  tous  les  deux  et  l'un  d'eux,  p.  ex. 
a,  satisfait  ù  V inégalité  (38). 
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En  appliquant  les  résultats  des  sections  précédentes  on  aura  ainsi  le 

Corollaire  3: 

La  (listrilmtion  des  zéros  de  la  fonction  F[z)  sera  ordinaire,  si  V  un  des 
nombres  a ,  y9 ,  p.  ex.  a  est  incommensurable  et 
1°  égal  à  un  nombre  algébrique, 
2°  égal   au    rapport    de   deux   logarithmes   de   nombres   algébriques,    en 

particulier  égal  au  logarithme  vulgaire  d'un  nombre  algébrique, 
3°  égal  au   rapport   de   deux  arcs  dont  les  sinus  ou  les  tangentes  sont 

algébriques, 
4°  égal  au  rapport  de  deux  intégrales  elliptiques 

r       dz  r dz 

J  ^4z'  —  g,z  —  g,  '  J  \lÄ^—g,z  -g, 

^i ,  ^î ,  ^a  >  ^2  i  9^  ^^  9z  étant  des  nombres  algébriques,  parmi  lesquels  z[  et  z'^ 
peuvent  aussi  être  infinis. 

Les  cas  2°  et  3®  peuvent  être  regardés  comme  cas  particuliers  du  cas  4°. 
En  appliquant  un  résultat  dû  à  Hermiïe  sur  la  fonction  exponentielle', 
j  ai  pu  suppléer  les  cas  précédents  par  les  suivants 

5°  égal  au  logarithme  népérien  d'un  nombre  commensurable, 
6°  égal  à  ef ,  p  étant  commensurable; 

cependant,  cela  m'entraînerait  trop  loin  d'en  donner  les  démonstrations. 
En  appliquant  les  recherches  bien  connues  sur  la  fonction  exponentielle  de 
Hbrmite,  de  Lindemann  et  d'autres  et  en  suivant  un  procédé  indiqué  par 
M.  Borel'  on  arriverait  sans  doute  à  compléter  les  cas  5°  et  6°  par 
d'autres  cas  très  généraux. 

On  voit  nettement  ici  quel  rôle  joue  la  nature  arithmétique  des 
constantes  a  et  y9. 


*  Cours  lithographiéf  IV®  édition,  p.  73. 
'  Comptes   Rendus,  6  mars    1899. 
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ON  THE  INTEGRATION  OF  SERIES 

BY 

E.  W.  HOBSON 

of  CAMBRIDGE   (England). 

Since  Abet/s  researches  in  the  theory  of  infinite  series,  some  of  the 
most  important  investififations  on  the  subject  have  been  concerned  with 
the  uniformity  and  non-uniformity  of  the  convergence  of  such  series.  It 
was  first  pointed  out  by  Seidel,  and  by  Stokes  independently,  that  a 
discontinuity  in  the  sum  of  a  convergent  series,  of  which  the  terms  are 
continuous  functions  of  a  real  variable,  is  due  to  the  non-uniform  converg- 
ence of  the  series  in  the  neighbourhood  of  points  at  which  such  discon- 
tinuity exists.  It  is  further  known  that  non-uniformity  in  the  convergence 
of  such  a  series  does  not  necessarily  involve  discontinuity  in  the  sum. 
The  theory  is  of  special  importance  in  connection  with  the  question  re- 
garding the  conditions  under  which  the  series  may  be  integrated  term  by 
term  so  that  the  series  arising  from  such  integration  may  have  for  its 
sum  the  integral  of  the  sum  of  the  original  series. 

If 

u,{x)  +  ii,{x)  +  .  .  .  +  k{x)  +  .  .  . 

is  a  series  which  converges  everywhere  in  an  interval  (a  ,  b)  of  the  real 
variable  x,  and  if  Ui{x) ,  u^{x) ,  , . . ,  u^{x) . . .  are  each  continuous  through- 
out the  interval,  it  is  well  known  that  a  sufficient  condition  that  the  sum 
of  the  integrals  of  the  terms  of  the  series  taken  through  («,&),  or  through 
an  interval  which  is  part  of  (a  ,  ft),  may  be  represented  by  the  integral 
of  the  sum- function  s{x)  taken  through  the  same  interval,  is  that  the 
series    be    uniformly    convergent   through    the   interval   of  integration.     It 

Acta  inntheinalica.    27.    Imprimé  Ic  H  janvier  lîKKi.  27 
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has  been,  however,  shewn  by  Osgood,^  that  in  the  case  in  which  the 
sum-function  s{x)  is  continuous  through  the  interval  {x^,  x^)  of  integration, 
a  sufficient  condition  for  term  by  term  integration  is  that  tliere  should 
be  in  the  interval  (r^ ,  rrj  no  point  at  which  the  measure  of  non-uniform 
convergence  is  indefinitely  great. 

It  has  been  shewn  by  Baihk'  that  the  sum-function  s{x)  is  at  most 
a  point-wise  discontinuous  function.  In  the  present  communication  the 
properties  of  the  remainder-function  i?„(a?)  =  s[x) — s„{x),  are  considered 
on  the  lines  of  Baire's  memoir,  and  the  results  are  applied  to  prove  that 
for  the  most  general  function  s{x)  which  is  the  sum  of  a  series  of  the 
above  type,  the  series  may  be  integrated  term  by  term  and  gives  a  series 
of  which  the  sum  is  the  integral  of  5(rr),  provided  (i)  that  s{x)  is  inte- 
grable  through  the  interval  of  integration,  and  (2)  that  in  that  interval 
there  is  no  point  at  which  the  measure  of  non-uniform  convergence  is 
indefinitely  great. 

If    w  =  - ,    we    may   consider  s„{x)  ,  B'„{x)   as  functions  of  x  and  !/, 

defined  for  all  values  of  a;  in  the  interval  {a  ,  6),  and  for  values  of  y 
which  are  the  reciprocals  of  any  positive  integer  m.  Following  Baires 
procedure,    the    functions    may    be    defined    for    values   of  y  intermediate 

between  the  values  y^  =  - ,  and  y„,^.,  =  — — -  ,  so  that  writing  s{x,  ?/) ,  Tt{x,y) 

for  s,{x)  ,  B^{x\ 

s[x,y)  =  -^\s{x,y^^,)    +  |iii±i^,(^  ,  yj 

^m+l  y  m  ym  +  1  .V« 

Vin^l  —  y  m  ym+1  V  m 

If  we  further  define  s{x  ,  o) ,  E{x  ,  o)  to  be  s{x),  and  zero  respect- 
ively, the  two  functions  s{x  ,  y)  ,  R{x  ,  y)  are  defined  for  every  point  in- 
side and  on  the  boundary  of  the  rectangle  contained  by  the  four  straight 
lines  X  =  a,  x  =  b,  y  =  o,  y  =  i. 

The  function  s{x ,  y)  is  everywhere  continuous  with  regard  to  y, 
and   is   continuous   with  respect  to  rr,  everywhere  except  upon  the  bound- 


*  American  Journal  of  Mathematics,  Vol.  XIX,    1897. 

•  Soo  Annali  di  Math.  (3)  III,    1899. 
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ary  y  =  o,  Baike  has  shewn  that  this  function  is  at  most  a  point-wise 
discontinuous  function  with  respect  to  {x ,  y),  on  any  continuous  curve  within 
the  rectangle,  and  in  particular  on  the  boundary  y  =  o.  We  shall  here 
consider  the  function  R{x,y)^  which  does  not  come  under  B aike's  general 
case,  as  although  it  is  everywhere  continuous  with  regard  to  y,  it  is  in 
general  a  point- wise  discontinuous  function  of  .r,  for  any  constant  value 
of  y  between  o  and  i,  the  value  y  =  o  excepted,  for  which  the  function 
vanishes. 

At  any  point  F{.c  ,  r/),  let  a  straight  line  of  length  2p  be  drawn 
with  P  as  middle  point,  and  parallel  to  the  y  axis,  and  let  (o{p)  be  the 
fluctuation  (Schwankung)  of  the  function  R[x ,  y)  in  the  line  2/>;  the 
function  û>(/>)  is  a  continuous  function  of  />,  and  corresponding  to  an 
arbitrarily  assigned  positive  number  a,  let  a^{x  ,  y)  be  the  upper  limit  of 
the  values  of  p  which  are  such  that  (o{p)<a\  if  P  is  in  the  boundary 
y  =  o,  it  will  be  sufficient  to  take  the  straight  line  of  length  p  within 
the  rectangle.  The  function  a„{x  ,  y)  is  thus  defined  for  every  point  in 
the  rectangle  and  is  an  essentially  positive  function.  Moreover  since 
-^(^  )  y)  =  ^(^)  —  ^(^>?/))  and  since  s[x)  is  independent  of  y,  the  func- 
tion a^{x ,  y)  is  the  same  as  the  con-esponding  function  introduced  by 
Bathe  for  the  function  s{x  ,  y). 

It  has  been  shewn  by  Baire  that  a„{x  ,  y)  is  a  8emi-contin.uous  func- 
tion, that  is,  that  corresponding  to  an  arbitrarily  assigned  positive  number  s, 
a  neighbourhood  of  the  point  P  can  be  found  such  that  for  all  points  P' 
in  this  neighbourhood  ol„[P')  <  a^(P)  +  e. 

If  P  be  a  point  {x  ,  o)  in  the  boundary  y  =  o,  and  a  semi-circle  of 
radius  />,  and  centre  P,  be  drawn  within  the  rectangle,  the  lower  limit 
of  |2?(a;,y)|  in  this  semi-circle  is  zero,  and  the  upper  limit  may  be  de- 
noted by  ß{p).  The  limit  of  ß[p)  when  p  is  indefinitely  diminished  may 
be  called  the  measure  of  the  non-uniform  convergence  of  the  given  series 
at  the  point  P;  if  this  limit  is  zero,  the  convergence  of  the  series  at  P 
is  uniform.  If  we  divided  the  semi-circle  into  quadrants  by  means  of  a 
radius,  the  limits  when  p  =  o,  of  the  upper  limits  of  |iî(rr,  y)|  in  the 
two  quadrants,  may  be  called  the  measures  of  non-uniform  convergence 
at  P,  on  the  right  and  on  the  left,  respectively;  these  two  measures  are 
equivalent  to  Osgood's  indices  of  the  point  P,  of  which  he  gives  a  diflfer- 
rent    definition.     The    measure   of   non-uniform   convergence   of  the  given 
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series  is  in  accordance  with  the  above  definition,  the  saltus  (Spining)  of 
the  function  |i2(aj,y)|  at  the^  point  P{x  ^  6)  with  respect  to  the  conti- 
nuum {x  ,  y). 

The  minimura  of  a^(.r  ,  y)  at  the  point  P(;r  ,  o),  of  the  boundary 
?/  =  o,  with  respect  to  that  boundary,  is  the  limit  when  d  diminishes  to 
zero,  of  the  lower  limit  of  a„  in  the  neighbourhood  {x  —  r/ ,  a;  +  <?)  of 
the  point  P.  If  this  minimum  at  the  point  P  is  positive,  a  neighbour- 
hood of  P  in  the  continuum  {x  ,  y)  can  be  found,  such  that  the  fluctua- 
tion (Schwankung)  of  R{x  ,  y)  in  that  neighbourhood  is  <2(t^  and  hence 
the  saltus  of  |ß(^,2/)|  at  P  is  <  2^.  To  prove  this  we  observe  that  a 
neighbourhood  pp'  of  P  can  be  found  such  that  ß„  at  every  point  in  pp' 


is  greater  than  a  fixed  number  oy  which  is  less  than  the  minimum  of  ß^ 
at  P.  Let  X ,  y  be  any  two  points  in  the  rectangle  whose  base  is  pp' 
and  height  ly,  and  let  Xm  ,  Ym'  be  perpendicular  to  the  boundary.  We 
have  then 

\R{X)  —  R{Y)\<\R[X)  —  R{m)\  +  \R{Y)  —  R{m')\ 

<2(T 

thus  the  required  neighl)Ourhood  has  been  found. 

It  follows  that  if  the  saltus  of  |i2(-^,2/)|  at  P,  is  greater  than  2(t, 
the  minimum  of  oia{P)  at  P,  must  be  zero. 

Now  it  has  been  shewn  by  Baire  that  in  every  sub-interval  of  the 
boundary  y  =  o,  points  exist  at  which  the  minimum  of  a^(P)  with  re- 
spect to  the  straight  line  is  positive,  and  this  is  the  case  however  small 
(T  may  be. 

It  thus  appears  that  in  the  interval  (a  ,  h)  the  points  at  which  the 
given  series  is  uniformly  convergent  are  everywhere  dense,  and  thus  that 
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the  fimction  |/^(iC,  y)|  is  on  the  boundary  y  =  o,  a  point- wise  disconti- 
nuous function  with  respect  to  the  continuum  {x  ^  y).  It  follows  that  the 
points  of  (a  ,  h)  at  which  the  measure  of  non-uniform  convergence  of  the 
given  series  exceeds  an  arbitrarily  fixed  positive  number  form  a  closed 
and  non-dense  aggregate. 

Let  it  now  ])e  assumed  that  the  point-wise  discontinuous  function  s(;x) 

is  an  integrable  function.  The  condition  that  the  series  ^  ju^{x)dx  govl- 
verges    to    the    value     fs{x)dx^    is    that  a  value  y^    of  y,  can  be  found 


j  R{x  ,  y)dx 


<e, 


corresponding  to  a  given  positive  number  e,  such  that 

for  any  fixed  value  of  y  which  is   ^y^- 

It  will  be  proved  that  this  condition  is  satisfied,  provided  there  is 
no  point  in  the  interval  (a;^ ,  x^)  at  which  the  saltus  of  |B(^,y)|,  the 
measure  of  non-uniform  convergence,  is  indefinitely  great.  If  the  saltus 
of  |2î(ir,y)|  is  at  every  point  finite,  then  |72(a;,y)|  has  a  finite  upper 
limit  for  every  point  within  the  fundamental  rectangle;  this  follows  from 
the  fact  proved  above,  that  the  points  on  y  =  o,  at  which  the  saltus  of 
|jR(a;,y)|  exceeds  a  fixed  number,  form  a  closed  aggregate,  and  thus  if 
at  a  converging  series  of  points  ^i  ,  a?^ ,  .  .  .  ,  ic„  ,  .  .  .  the  values  of  this 
saltus  formed  a  sequence  of  increasing  numbers  which  had  no  finite  upper 
limit,    the  saltus  at  the   limiting  point   L  x„,  would  be  indefinitely  great. 

Let  ^  be  a  fixed  positive  number,  then  the  aggregate  G  of  points 
at  which  the  saltus  of  |/2(a;,y)|  exceeds  Ay  is  closed  and  non-dense.  It 
is  well  known  that  the  aggregate  G  consists  of  the  extremities  of  an 
enumerable  aggregate  of  sub-intervals  öj  ,  ^.^ ,  Ö3 ,  .  .  .  ,  together  with  the 
limiting  points  of  these  extremities.  Let  /  be  the  content  of  G,  then  if 
I  =  x^—x^,  /  —  /  is  the  limit  oi  0^  +  0^  +  6^  +  ,  .  . 

A  number  /i  can  be  found  corresponding  to  any  fixed  arbitrarily  small 
number  e^ ,  such  that  0^  +  6^  +  ...  +  0^  >  /  —  I  —  ^i ,  and  is  <  /  —  /. 
Inside    each    of  the   intervals   0,   take  an  interval  d\  this  can  be  done  so 

that  ^0'  =  ^0  —  £3,  where  e^  is  an  arbitrarily  assigned  positive  number. 
The  sum  S^'  lies  between  /  —  1  —  b^  —  e^,  and  /  —  /  —  e,, 
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Jjct  the  interval  /  be  devided  into  /i  +  5-  sub-intervals  of  which  ji 
consist    of    the    intervals   d\   and   the   other  s  are  ^i  ,  ^^ ,  ^j  ,  •  •  •  ,  ^,1  thus 

I  ^^Y.t  -\-^0'  \  all  the  points  of  G  arc  in  the  intervals  t . 

We  first  consider  the  integral  taken  through  the  intervals  6' \  on  0'^ 
as  base  a  rectangle  of  height  y^  can  be  drawn  so  that  in  that  rectangle, 
|jR(ir  ,  ?/)|  < -4  +  ly,  when  yj  is  an  arbitrarily  small  prescribed  number. 
For  if  this  is  not  the  case,  there  would  be  points  of  the  a;-axis  in  Ö,',  such 
that  the  fluctuation  of  |/?(a;,?/)|  in  areas  containing  them  are  >A^  how- 
ever small  y  may  be  taken,  contrary  to  the  hypothesis  that  at  every  point 
of  d\.  the  saltus  of  |jR(a; ,  ?/)|  is  <  -4,  hence  y^  can  be  found  corresponding 
to  a  given  rj\  if  y  is  the  greatest  of  the  fx  numbers  y^  ^  y^ ,  . . . ,  y,t  >  then 
if    y^Vi    for    every   x   in  the   intervals  Ö',   1 2l(a; ,  «/)|  < -4  +  ?•     I*  tl^^s 


appears  that 


fR{x,  y)dx 


,  taken  through  the  intervals  0\  is  <^[A'\-rj)^& 


or  <  (^  —  / —  ^2)(^  +  7))  provided  y  <y.  The  numbers  y  ,  y  converge 
to  zero  together. 

Next  consider  the  5  intervals  ti  ,  (2 ,  ...,<,;  for  any  point  x  of  (9, 
there  is  a  value  of  y  such  that  for  it  and  all  smaller  values,  |  Z2(ic,  ?/)|  <  ^, 
where  ö-  is  a  fixed  positive  number  which  we  take  <  A\  this  arises  from 
the  continuity  of  R[x  ,  y)  with  respect  to  y,  at  the  point  (x  ,  o).  Take 
jf/j  a  value  of  y,  and  let  Gy^  be  the  aggregate  of  points  belonging  to  C, 
such  that  \Ii{oo  ,  y)\  <  (Tj  provided  y~<y^.  The  points  of  G^^  may  be  put 
into  a  finite  number  of  intervals  Ti  ,  Ta ,  .  .  .  ,  r^^,  where  Sr  <  /^^  +  ^, 
ly^  denoting  the  content  of  öy^  and  d  an  arbitrarily  chosen  positive 
number.  The  complementary  intervals  whose  sum  is  S^  —  ^z  contain 
only  such  points  of  G  as  do  not  belong  to  G^,^ .  Since  there  are  by  hypo- 
thesis no  points  of  G  at  which  the  upper  limit  of  the  fluctuation  of 
R(x ,  y)  in  {x  ,  y)  is  not  finite,  and  this  upper  limit  is  everywhere  less 
than  some  fixed  finite  number,  there  exists  a  finite  upper  limit  of  |ß(.r,  ?/)| 
for  all  values  of  x  which  are  in  the  intervals  t  but  not  in  the  intervals  r; 
let  this  be  B.  The  integral  taken  through  those  parts  of  the  intervals  t 
which  are  not  in  the  r,  is  not  greater  than  B{^t — ^rj  or  is 
<  B{I  +  ^1  +  ^-2  —  Ifj)'y  R  cannot  increase  as  y  is  diminished. 

It  now  remains  to  consider  the  integral  taken  through  the  intervals  r; 
since  R{x  ,  y)  or  s{x)  —  ^(.r  ,  y)  is  integrable  in  {x^  ^  x^),  these  intervals  r 
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may  be  divided  into  a  finite  number  of  sub-intervals  such  that  the  sum 
of  those  sub-intervals  in  which  the  fluctuation  of  R  is  >;  an  assigned 
number,  is  as  small  as  we  please.  Tt  thus  appears  that  the  intervals  r 
can  be  further  sub-divided  so  that  Sr  =  ^f  +  St",  where  r'  are  inter- 
vals  m  wdiich  the  fluctuation  of  R  for  a  fixed  y,  is  >a,  and  the  t"  ai-e 
intervals  in  which  the  fluctuation  is  <  a,  where  a  is  an  arbitrarilj'  chosen 
number;  this  can  be  done  so  that  ^f  is  arbitrarily  small.  Let  a-{-  (r<A, 
then  r7{(a;  ,  yj^/u;  through  the  intervals  r',  is  not  greater  than  ßSr'. 
Of  the  intervals  r",  some  contain  points  of  G^^,  and  others  may  not  do  so; 
let  X  be  the  sum  of  the  latter,  then  through  these  intervals  the  integral 
is  not  greater  than  xB.  For  any  interval  r"  which  contains  a  point  of  G^,^ 
\R{x,y)\  is  everywhere  less  than  u -f- a,  where  y<yi;  hence  the  inte- 
gral through  these  intervals  r"  is  <  (/r  +  a)2.r"  <  A^z".  It  has  now 
been  shewn  that 


fn[x,  y)(h 


<  (/  _  Z_  s,X/l  +  ^)  +  B{I—  l,^  +  c,  +  e,) 

+  B[Yx'  +  x)  +  AUt" 


where    ^4  ,  ?/j  ,  ;/  are  fixed,  and  So  ^^  arbitrarily  small;  y  is  _<  ,yo  where  y^ 
is  the  smaller  of  the  numbers  y,  ,  y. 


Thus  the  value  of 


y'/?(.r  ,  y]dx 


IS 


<{Ä  +  yi)[l  -  Z  +  ^r-)  +  B{1  -  I,^  +  £,)  +  «(r-'  +  x) 
or,  since  Sr'  is  arbitrarily  small, 

<  (^  +  ,)(/  _  Z  +  Zr)  +  ß(Z  -  Z,,  +  e,)  +  Bx 

<  (.4  +  rj){2l  -  Z)  +  B(Z-  Z,.  +  £,)  +  ^x. 

Now    it    has    been    shewn    by    Osgood,    that  y^  may   be  chosen  so  small 
that    / — I,,^<Å,    where  A  is   arbitrarily  small;    we  have  then  also,  x  <  Å. 

The   integral   is    <  (^  +  ^)2Ü  +  B{2Å  +  £,);  let  A  <--.,  and  choose  y  so 
that  Tj<—^y  and  //,  so  that   2BX<i\,  and  let  the  fl'  intervals  be  so  chosen 
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that    Bsi  <  5i,    where    p  ^  q  ^  v^  ^  s,    are    positive    numbers    such    that 
P  +  ?  +  ^'i  +  ^1  =  ^-      We    now    see    that   f/o    can    be    found    such    that 


J  Rix  ,  y)dx 


<£,    if  y  <  2/0;    it   liî^s  thus  been  established  that  the  term 


jy  term  integration  of  the  series  gives  the  siinie  result  as  the  integration 
of  the  sum  s(x)  provided  s{x)  is  integrable  through  the  interval  of  inte- 
gration, and  also  the  measure  of  non-uniform  eonvergenee  is  everywhere 
finite  in  that  interval. 
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ON  SOLUBLE  IRREDUCIBLE  GROUPS  OF  LINEAR  SUBSTITUTIONS 
IN  A   PRIME  NUMBER  OF  VARIABLES 

BY 

W.    BÜRNSIDE 

of  OHEBNWICH,  England. 

It  is  well  known  that  if  a  transitive  permutation  group  of  prime 
degree  is  soluble  it  must  be  cyclical  or  metacy clical  ;  so  that  if  the  degree 
be  jp,  the  order  of  the  group  is  pr,  where  r  is  equal  to  or  is  a  factor 
of  ^  —  I . 

I  propose  here  to  consider  the  corresponding  question  for  an  irre- 
ducible group  of  linear  substitutions  in  a  prime  number  of  variables;  and 
in  particular  to  determine  the  numbers  which  may  be  the  order  of  such 
a  group  when  it  is  soluble. 

I .  A  group  of  linear  substitutions  in  p  variables  is  called  irreducible 
when  it  is  impossible  to  find  q{<p)  linear  functions  of  the  variables  which 
are  transformed  among  themselves  by  every  operation  of  the  group.  It 
has  recently  been  shown  by  Herr  Frobeniüs^  that  if  a  group  6r,  of  finite 
order,  is  isomorphic  (simply  or  multiply)  with  an  irreducible  group  of 
linear  substitutions  in  p  variables,  then  p  must  be  a  factor  of  the  order  of  G, 

A  group  of  linear  substitutions  in  p  symbols,  which  is  of  finite  order 
and  Abelian,  is  always  completely  reducible*^;  i  e.,  a  set  of /;  independent 

*  Berliner  Sitzungsberichte,    1896,  p.    1382. 

*  I  am  not  aware  whether  a  separate  proof  of  this  statement  has  been  published; 
but  it  is  contained  as  a  special  case  in  Herr  Fkobeniits's  investigations  in  the  Berliner 
Sitzuffgsberichie  on  the  representation  of  a  group  by  means  of  linear  substitutions. 

Acta  mathenuUiea,    27.    Imprimé  le  8  Janvier  VJOii.  OH 
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linear  functions  of  the  variables  can  always  be  found  each  of  which  is 
changed  into  a  multiple  of  itself  by  every  operation  of  the  group. 

If  an  irreducible  group  G  in  p  variables,  where  jp  is  a  prime,  has  a 
self -conjugate  subgroup  H,  then  H  must  be  either  irreducible  or  Abeltan. 
In  fact,  if  H  is  reducible,  new  variables  may  be  chosen  Avhich  are  trans- 
formed among  themselves  in  sets  of  n^ ,  n^ ,  . . . ,  n^  by  77,  where 

Since  77  is  a  self-conjugate  subgroup  of  ö,  every  operation  of  G  must 
replace  the  variables  of  one  of  these  sets  by  linear  functions  either  of  them- 
selves or  of  the  variables  of  another  set;  and  since  G  is  irreducible,  it  must 
contain  operations  replacing  the  variables  of  any  one  set  by  linear  functions 
of  those  of  any  other  set.  Hence  n^ ,  w.^ . . . ,  n^  must  all  be  equal,  and  since 
p  is  prime  they  are  all  therefore  unity;  in  other  words  H  must  be  Abelian. 

2 .  Suppose  now  that  6?  is  a  soluble  irreducible  group  in  p  variables, 
where  jo  is  a  prime.  Let  /  denote  the  self -conjugate  subgroup  of  G  which 
is  constituted  of  its  self-conjugate  operations.  Every  operation  of  /  re- 
places each  variable  by  the  same  multiple  of  itself;  and  /  is  therefore 
necessarily  cyclical.  If  n  is  its  order,  any  one  of  its  operations  may  be 
represented  by 

where  lo  is  an  n^  root  of  unity. 

Let  J  be  the  greatest  self -conjugate  Abelian  subg^roup  of  (7,  so  that 
J  contains  7,  and  suppose  first  that  J  contains  operations  which  do  not 
belong  to  7.  Choose  new  variables  so  that  J  is  represented  as  completely 
reduced,  and  let 

be  any  operation  of  J,  which  does  not  belong  to  /;  so  that  Sj ,  Sj  >  •  •  »  ^^ 
are  roots  of  unity  which  are  not  all  the  same.    If,  for  every  operation  of  /, 

e,  ==ea  =  ...  =  £,, 

while  Sr+*(^  =  Ï  >  2  ,  . . .  JP  —  r)  is  not  equal  to  ei  for  every  operation,  then 
every  operation  of  G  must  either  transform  z,^  z^^  . , ,  ^  z^  linearly  among 
themselves,  or  must  change  them  into  linear  functions  of  another  distinct 
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set  of  r  ^'s.  Since  p  is  a  prime  and  G  is  in-educible,  this  is  impossible 
if  r  is  greater  than  unity.  Hence  no  two  e's  are  the  same  for  every 
operation  of  J ,  There  is  therefore  no  linear  functions  of  the  ;8?*s,  except 
the  p  zs  themselves,  which  is  changed  into  a  multiple  of  itself  by  every 
operation  of  J.  Every  operation  of  G  must  therefore  permute  the  ^'s 
among  themselves,  at  the  same  time  multiplying  them  by  certain  constant 
factors.  If  S  and  T  are  two  operations  of  G  which,  apart  from  these 
factors,  give  the  same  permutation  of  the  zs,  then  5T"'  replaces  each  z 
by  a  multiple  of  itself  and  therefore  belongs  to  J.  Hence  the  factor 
•  group  G^J  is  simply  isomorphic  with  a  permutation  group  of  the  p  zs. 
Since  G  is  in-educible  this  permutation  group  must  be  transitive;  and  since 
G  is  soluble  the  permutation  group  must  be  soluble.  It  is  therefore  a 
cyclical  or  a  metacyclical  group  of  degree  p.  If  the  order  of  J  be  w, 
the  order  of  G  is  prpn ,  while  r  is  equal  to  or  is  a  factor  of  p  —  i . 

Also,  if  G  is  transformed  so  that  J  shall  be  completely  reduced, 
every  operation  of  G  is  of  the  form 

(*  --   I  ,    2  ,  .  .  .  ,  p) 

where  the  wh  are  roots  of  unity,  and  the  suffixes  are  reduced,  mod.  p. 
A  group  of  linear  substitutions  in  which  every  operation  replaces  each 
symbol  by  a  multiple  of  itself  or  of  another  symbol,  I  call  a  permutation 
group  with  factors.  The  result  of  the  present  section  then  is  that  when 
/  is  not  the  greatest  self- conjugate  Abkltan  subgroup  of  G,  it  is  possible  to 
represent   (r   as  a   cyclical   or  metacyclical  permutation  group  with  factors. 

3.  It  remains  to  consider  the  case  in  which  the  group  /,  formed  of 
the  self -conjugate  operations  of  (?,  is  the  greatest  Abelian  self-conjugate 
subgroup  contained  in  6\  Of  the  self -conjugate  subgroups  of  G  which 
contain  i,  let  //  be  one  whose  order  is  as  small  as  possible.  The  order 
of  H\I  is  then  a  power  of  a  prime.  Since  by  supposition  H  is  no^ 
Abelian,  it  must  be  irreducible.  The  order  of  /Z,/  being  a  power  of  a 
prime,  it  must  have  self-conjugate  operations  other  than  identity.  Hence 
H  must  have  an  Abelian  self-conjugate  subgroup  (iontaining  and  of  greater 
order  than  I.  Let  J  be  the  subgroup  of  greatest  order  of  this  kind  con- 
tained in  E,     The  operations  of  J  cannot  all  multiply  each  z  by  the  same 
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factor,  for  they  would  then  all  be  self-conjugate  in  G,  Hence  the  operations 
of  J  are  not  all  self-conjugate  in  H\  and  therefore  H  is  an  actual  sub- 
group of,  and  is  not  identical  with,   G, 

Since  H  is  irreducible  and  has  an  Abklian  self -con jugate  subgroup  J, 
whose  operations  are  not  all  self-conjugate,  it  can  be  represented  as  a  cyclical 
or  metacyclical  permutation  group  with  factors;  and  since  the  order  oî  H\l 
is  the  power  of  a  prime,  that  of  H\J^  which  is  at  once  a  factor  oî  p{p —  i) 
and  of  the  order  of  H\I^  must  be  p.  Hence  H  can  be  represented  as  a 
cyclical  permutation  group  with  factors. 

Now  .  G  can  certainly  not  be  so  represented.  For  in  such  a  group 
the  totality  of  the  operations  which  replace  each  symbol  by  a  multiple  of 
itself  constitute  an  Abklian  self -conjugate  subgroup;  and  if  every  one  of 
these  operations  replaces  each  symbol  by  the  same  multiple  of  itself,  G 
would  not  be  irreducible.  Hence  since  //,  which  is  a  self-conjugate  sub- 
group of  ff,  can  be  represented  as  a  permutation  group  with  factors  while 
G  cannot,  it  must  be  possible  to  represent  H  in  more  than  one  way  as 
such  a  group. 

Let  (c,-?!,  £5-^2,  . . .,  Sj,z^ 

represent  any  operation  P  of  J  which  does  not  belong  to  /,  so  that 
£, ,  £5 ,  . . . ,  s^  are  roots  of  unity  which  are  not  all  equal  to  each  other. 
Further  let 

be  an  operation  S  of  /f,  not  belonging  to  J.  It  may  be  assumed  without 
loss  of  generality  that  a,  ,  a, ,  . . . ,  ap_j  are  all  unity  ;  for  this  is  equivalent 
to  taking  ;2^i ,  «,-2?, ,  «lOtaJ^s  >  •  •  as  variables  in  the  place  of  ^j ,  ^2 ,  i^s ,  . . . , 
and  does  not  affect  the  form  of  the  operations  of  J.  The  operation  -ft? 
may  therefore  be  written  in  the  form 

].et 

C-=ßiZ,  +  ß^z^  +  ...  +ßpZj, 

be  one  of  a  second  set  of  p  linear  functions  of  the  ^'s  which  are  permuted 
among  themselves  with  factors  by  II.  When  the  operation  F  is  carried 
out  on  the  ^'s,   C  becomes 
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and  this  is  not  a  multiple  of  C.  Hence  when  all  the  operations  of  J  are 
carried  out  on  the  variables  the  number  of  distinct  linear  functions  which 
arise  from  C,  no  one  of  which  is  a  multiple  of  any  other,  is  equal  to  the 
order  of  J  I-  This  is  a  power  of  p  in  any  case,  and  must  be  equal  to 
p  if,  as  supposed,  H  can  be  represented  as  a  permutation  group  with  factors 
in  the  C's. 

Since  the  order  of  «7  /  is  jo,  the  p^^  power  of  P  must  belong  to  1. 
Hence  P  must  be  of  the  form 

where  a  is  a  //'*  root  of  unity. 

Further  P'^S'^FS  must  for  the  same  reason  belong  to  /,  and  there- 
fore (li^^  —  (li  is  independent  of  i.  The  operation  P  is  therefore  of  the 
form 

The  p  linear  functions  that  arise  from  C  by  the  operations  of  J  are 
therefore 

(^  =  o,  I  ,...,p_i). 

These  must  be  permuted  among  themselves  Avith  factors  by  S.  They  are 
«ilso  permuted  by  P;  and  therefore  it  must  be  possible  to  determine  m  so 
that  SP'"  changes  one  of  the  C  s,  and  therefore  all  of  them,  into  a  multiple 
of  itself.  The  conditions  that  C  niay  be  changed  into  a  multiple  of  itself 
by  SP"*  are 

r-i   r3  ^—m  Pi  ^—-îm  . .     rp        'Im .»«-    1/  1  «wt 

d  =      r.      OL  ^—      ...      O'^  7  qO^« 


ß~ßr   ~ßr    -■■•-ß,-r  -•'  ß> 


'p 


When    m    is    assigned    these    equations    determine   the   ratios    of   the   ^'s 
uniquely,  and  give 


Digitized  by 


Google 


222  W.  Burnside. 

Hence  if 

each  of  the  p  sets  of  jo  linear  functions 

(m-=o,  I,  ...,/?— i) 

is  such  that  H  can  be  represented  as  a  permutation  group  with  factors  in 
terms  of  them.  Further,  these  and  the  ^'s  themselves  are  the  only  sets 
of  linear  functions  of  the  ^'s  in  respect  of  which  H  can  be  so  represented. 
There  are  therefore  just  p  +  i  sets  of  linear  functions  in  terms  of  which 
H  can  be  represented  as  a  permutation  group  with  factors. 

Since  the  p^  powers  of  both  S  and  P  belong  to  7,  the  factor  group 
HI  is  a  non-cyclical  group  of  order  p^ .  H  has  therefore  p  +  i  self- 
conjugate  Abelian  subgroups  of  index  p  containing  /;  and  the  p  +  i  sets 
of  linear  functions  give  the  variables  in  terms  of  which  each  of  these 
subgroups  can  be  represented  in  completely  reduced  form. 

4.  To  every  operation  of  G  there  corresponds  an  isomorphism  of  //, 
and  therefore  also  of  H\I,  The  totalit}»^  of  the  operations  of  G,  which 
give  the  identical  isomorphism  of  II\Iy  constitute  a  self -conjugate  subgroup 
K  oi  G\  and  I  have  shown  elsewhere^  that  the  order  of  Ä^|//  is  a  poAver 
of  p.  But  «7  is  a  self-conjugate  subgroup  of  K^  and  from  §  2  it  follows 
that  the  order  of  K  J  is  equal  to  or  is  a  factor  of  p{p —  i).  More- 
over the  order  of  H  J  has  been  shewn  to  be  /?.  Hence  K  must  be 
identical  with  7/,  and  therefore  the  only  operations  of  G  which  give 
the  identical  isomorphism  of  7/  7  are  those  of  77.  The  factor  group  G  |  H 
is  therefore  simply  isomorphic  with  a  (solul)le)  subgroup  of  the  group  of 
isomorphisms  of  a  non-cyclical  Abeltan  group,  order  p^ ,  Moreover  this 
group  of  isomorphisms  can  leave  no  subgroup  of  order  p  of  the  Abelian 
group,  order  p^^  invariant;  for  if  it  did,  H  would  have  a  subgroup  of 
index  p^  containing  7,  and  self -con  jugate  in  G,  which  is  not  the  case. 
Hence  the  group  of  isomorphisms,  with  which  G  77  is  simply  isomorphic, 
must   contain   at  least  one  operation  which  permutes  the  p  -f-  i   subgroups 

*  Theory   of   Ç^roupa    of   finite   order  (Cambridge),  p.   253, 
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of  order  p  of  the  Abeltan  group,  order  p^,  regularly.  Now  the  operations 
of  the  group  of  isomorphisms  of  a  non-cyclical  Abeltan  group  of  order  p^, 
may  be  divided  into  sets  which  (i)  permute  the  p  +  i  subgroups  of  order 
p  regularly,  (ii)  leave  one  such  subgroup  invariant  and  permute  the  remaining 
p  cyclically,  (iit)  leave  every  operation  of  one  subgroup  invariant,  change 
every  operation  of  a  second  subgroup  into  a  power  of  itself  and  permute 
the  remaining  subgroups  cyclically;  and  (iv)  change  every  operation  into 
its  x^  (ic  =  I  ,  2  ,  . . . ,  jp  —  i)  power. 

Gierster's^  discussion  of  the  modular  group  shows  that  no  group 
containing  operations  from  sets  (i)  and  (ii)  can  be  soluble.  Hence,  since 
G I H  contains  operations  belonging  to  (i) ,  it  can  have  none  belonging  to 
(ii).     Suppose  now  that  G  has  an  operation  -4,  given  by 

p 

which  gives  rise  to  an  isomorphism  of  Z^  |  /  belonging  to  (iii) .  We  may 
then  suppose  that 

A~'PA  =  P'R, 

A-'SA  =  SR  , 

where  R  and  R  belong  to  7.  The  resulting  conditions  for  the  coefficients 
in  A  are  found  to  be 

where  k  and  I  are  the  same  for  all  t  s  and  fs.  These  conditions  are  in- 
consistent, unless  X  is  unity;  in  which  case  the  isomorphism  is  the  identical 
isomorphism.  Again  if  A  gives  rise  to  an  isomorphism  belonging  to  set  (iv), 
we  have 

A-'PA  =  I^R, 

A-'SA  =  S'R\ 
and  the  resulting  conditions  for  the  a,y's  are 


*  Math.    Ann.      Vol.  XVIII,  pp.   319—365. 
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These  again  are  inconsistent  unless  a;^^  i,  mod.  ^.  Hence  öjZf  con- 
tains no  operation  of  set  (in)  and  the  only  operation  it  can  contain  of 
set  (iv)  is  the  one  which  replaces  every  operation  by  its  inverse.  Finally 
therefore  every  operation  oi  G\H  must  either  permute  the  p  +  i  subgroups 
of  order  p  regularly,  or  must  leave  them  all  invariant;  and  the  subgroup  of 
G\H  which  leaves  them  all  invariant  consists  either  of  the  identical 
operation  only  or  is  of  order  two.  The  order  of  G\H \^  therefore  a  factor 
of  2(2?+  i).  The  order  of  G  itself  is  then  p^sn^  where  5  is  a  factor  of 
2(j^+  0  ^^^  w  is  tte  order  of  the  subgroup  constituted  by  the  self- 
conjugate  operations  oi  G,  It  should  be  noticed  that  n  is  necessarily 
divisible  by  jp,  since  P^^Sr^FS^  which  multiplies  each  z  by  a,  belongs  to  7. 

5.  {Summary).  Soluble  irreducible  groups  of  linear  substitutions  in 
a  prime  number  of  variables  may,  from  the  preceding  investigation,  be 
divided  into  two  classes  according  as  they  do  or  do  not  contain  self- 
conjugate  Abelian  subgroups  other  than  that  formed  of  their  self-conjugate 
operations. 

Those  of  the  first  class  are  multiply  isomorphic  with  a  cyclical  or 
metacyclical  permutation  group  of  prime  degree  in  respect  of  the  self- 
conjugate  Abelian  subgroup  of  greatest  order  which  they  contain.  The 
order  of  such  a  group  is  pr7n^  where  p  is  the  number  of  variables,  r  a 
factor  oi  p —  i  and  m  the  order  of  the  greatest  self -conjugate  Abelian 
subgroup.  It  can  be  represented  as  a  cyclical  or  metacyclical  permutation 
group  with  factors.  A  group  with  no  self-conjugate  operations,  except 
identity,  necessarily  belongs  to  this  class. 

Those  of  the  second  class  are  multiply  isomorphic,  in  respect  of  the 
subgroup  formed  of  their  self-conjugate  operations,  with  a  soluble  subgroup 
of  the  holomorph  of  a  non-cyclical  Abelian  group,  order  p^.  The  order 
of  such  a  group  is  p^sn\  where  p  is  the  number  of  variables,  s  a  factor 
of  2(2?+  i),  and  n  (which  must  be  divisible  by  p)  is  the  order  of  the 
subgroup  formed  of  the  self-conjugate  operations.  Such  a  group  cannot 
be  represented  as  a  permutation  group  with  factors. 
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ÜBER  ABEL'S  SUMMATION  ENDLICHER  DIFFERENZENREIHEN. 


VON 

HEINRICH  WEBER 

in   «TRASSBURO. 


In  der  Abhandlung  V integrale  finie  ]C*^(a;)  exprimée  par  une  inté- 
grale définie  simple  (Bd  TI,  N°  VII  der  Holm  bo  Ersehen  Ausgabe  von 
Abel's  Werken,  Bd  I,  S.  34  der  neuen  Ausgabe)  giebt  Abel  einen  häufig 
angewandten  sehr  eleganten  Ausdruck  für  das  Integral  einer  Differenzen- 
gleichung. Er  benutzt  bei  der  Ableitung  dieser  Formel  gewisse  bestimmte 
Integrale  über  reelle  Variable.  Aber  schon  die  äussere  Form  des  Itesultates 
weisst  uns  auf  die  Integration  über  complexe  Variable  hin,  und  in  der 
That  erhält  man  auf  diesem  Wege  die  AßEL^sche  Formel  fast  unmittelbar. 
Dieser  Weg  soll  hier  eingeschlagen  und  dann  noch  einige  Anwendungen 
des  Eesultates  hinzugefügt  werden. 


I. 

Die  Aufgabe,  um  die  es  sich  handelt,  lässt  sich  so  aussprechen: 

Es  soll  eine  Function  f{x)  der   Variablen  x  gefunden  werden,  die,  tvenn 
<p{x)  eine  gegebene  Function  derselben   Variablen  ist,  der  Gleichung 

(1)  f{x+  i)-f[x)  =  ip{x) 

genügt, 

Ada  mafitematica.     27.     Iiiipriiuë  le  8  janvier  19o:j.  29 
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Wenn  man  x  durch  x  +  i,iC  +  2,  ...,a;  +  n  —  i  ersetzt  und  dann 
die   Summe  aller  so  gebildeten  Gleichungen  nimmt,  so  erhält  man  aus  (i) 

«-1 
(2)  f{x  +  n)  —  f{x)  =  Z  jp(x  +  v). 

v  =  0 

Jede  der  Bedingung  (i)  genügende  Function  f{x)  heisst  ein  Integral 
der  BifferenzengUkhung  (i).  Ist  f{x)  ein  solches  Integral,  und  P{x)  eine 
willkürliche  periodische  Function  mit  der  Periode  i,  so  ist  f(x)  +  P{x) 
das  allgemeinste  Integral  dieser  Gleichung. 

Mit  Hilfe  des  CAUCüY'schen  Satzes  über  die  Integration  auf  einem 
geschlossenen  Wege  lässt  sich  nun  ein  solches  Integral  f{x)  leicht  bilden. 

Man  markire  in  der  Ebene  einer  complexen  Variablen  e  den  Punkt, 
der  dem  Werthe  rr,  der  auch  complex  sein  kann,  entspricht,  und  die 
Punkte  .'P  ±  I  ,  .T  +  2  ,  .T  +  3 ,  .  .  .  ,  die  alle  auf  einer  zur  reellen  Axe 
parallelen  Geraden  liegen,  die  ich  die  Linie  X  nennen  will.  Durch  diese 
Linie  X  wird  die  Ebene  £f  in  zwei  Halbebenen  getheilt,  die  ich  die  nega- 
tive und  die  positive  nennen  will,  jenachdem  sie  die  negativ  oder  die 
positiv  unendlichen  imaginären  Werthe  von  js  enthält. 

Nun  kann  man  auf  folgende  Weise  ein  Integi-al  f{x)  bilden:  Man 
nehme  einen  Punkt  a  auf  der  negativen,  einen  Punkt  b  auf  der  positiven 
Seite  von  X  an,  und  verbinde  diese  beiden  Punkte  durch  irgend  einen 
Weg,  der  die  Linie  X  in  einem  Punkt  c  schneidet,  der  zwischen  x  und 
X  —  1   liesrt.      Dann  ist 


*'??'■ 


(3)  n^) 


c     <p{e)dz 


Man  erhält  daraus  /*(.r  -f-  i)  wenn  man  denselben  Integranden  auf  einem 
anderen  Weg  nimmt,  der  die  Linie  X  in  emem  zwischen  .r  und  x  +  i  ge- 
legenen Punkt  c'  schneidet,  und  für  f{x  +  i)  —  f[x)  erhält  man  dann  ein 
Integral,  über  einen  geschlossenen  Weg,  der  von  den  Polen  des  Integranden 
nur  den  einen,  .r,  umschliesst,  das  also  nach  dem  CAUCiiY'schen  Satze  den 
Werth  fr(.r)  hat,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  man  sich  auf  ein  Gebiet 
der  ^-Ebeue  l)esehränkt,  in  dem  y{x)  stetig  ist. 

AVenn  man  in  der  Formel  (3)  die  l^mkte  a  ,  h  verändert,  ohne  sie 
die  Linie  X  überschreiten  zu  lassen,  so  ändert  sich  die  Function  (3)  nur 
um  eine  periodische  Function   7^.r). 
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IL 

Von  clem  fifevvonnenen  Resultat  soll  zunächst  eine  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  der  Gauss  sehen  Summen  aus  der  Kreistheilungstheorie  gemacht 
werden,  die  sich  daraus  in  sehr  einfacher  Weise  ableiten  lässt. 

Wenn  es  die  Convergenz  des  Integrals  gestattet,  so  können  wir  in  (3) 
die  Grenzen  a  und  b  nach  der  negativen  und  positiven  Seite  ins  Unend- 
liche hinaus  rücken  lassen,  und  erhalten 


+  *ao 


(4) 


t\x) 


=  /r^ 


(p{z)dz 


ß2Ki{x—t)  J 


worin  der  Integrationsweg  immer  noch  zwischen  den  Punkten  x  und  x —  i 
hindurchgehen  muss,  während  z,  mit  endlichem  reellem  ïheil  nach  der 
Seite  des  positiven  und  negativen  Imaginären  ins  Unendliche  geht.  Für 
/'(.c  +  1)  erhält  man  dieselbe  Form,  nur  dass  der  Integrationsweg  zwischen 
X  und  X  +  I    hindurchgeht. 

Macht  man  in  dem  Integral  für  f{x)  die  Substitution 

X  —  ;?  =  —  it 

und  in  dem  für  /*(.c  +  i)  die  Substitution 

X  —  z  =^  ü 

so  erhält  man 


(4) 


/w=i/qii^?^, 


+« 


n^  + 1) 


=-'/ 


e^'ip(x  —  it)dt 


wobei  aber  die  Integration  nach  t  nicht  auf  reellem  Wege  genoiumen 
werden  darf,  weil  sie  sonst  über  den  Pol  <  =  o  führen  würde,  sondern 
sie    geht    über   eine   Linie   in   der  f-Ebene,  die  mit  endlichem  imaginärem 
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Th''il  von  ri'ftrutiv  iin^n^ll^hen  Zîi  prrsitiv  an^fmilich^rn  retrllen  Werthtm 
fiihrt,  iirj<l  oaJj^i  d»-ifl  Xullpunkt  na^:h  der  St-ite  Wer  p>sil'iK  imaçinàren 
Werthe  auAWT-ir-ht.  • 

\iin   i.nt  aJi^r  na^rh    'i^ 

uihI  ffian  iffhalt  al*i^j  aas  ''4/ 


r.  -  •;f-+;/ 


und    da    hif'rin    d^r   Punkt    t    ^  o  nicht  mehr  Pul  dos  Intoirranden  ist.  so 
dni'f    *l'it    Integration  jftzt  auf  reellem    Wege  von  —  oc  nnch   +  co  geh^i, 
I>ii;  Anw<fnduntr  von  -2;  erçiebt,  wenn   w  eine  ganze  Zahl  ist: 
«  1 

-4-« 

.-f(-f7»). 


,    f     /*  e-'^'Cf  (n  +  i'O  —  if  (it))  —  e'^için  —  H}  —  f  (- 


— •» 
S^itwMi   wir  hierin 

H^>  t'oly-t  unt<;r  der  Voraussetzung  dass  n  eine  gerade  Zahl  ist: 

^6""^  =  —i  f  e'^cU, 

00 

und  durch  die  Substitution   von  y/nt  für  t: 

(7 j  J^  e"^  =  —  V«  /  «""di , 

—  00 

worin   y/n  positiv  zu  nehmen  ist. 

Um   das    Integral,    was   hier   noch   steht,  zu  bestimmen,  brauchen  wir 
nur  n  =  2   zu  nehmen,  und  erhalten 
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woraus  sich  also 

(8)  Ze^^i-pV^ 

ergiebt. 

Aus  diesem  spcciellen  Fall  lässt  sich  der  allgemeine  Fall  der  Gauss  sehen 

Summe  c  "  ,  in  der  5  ein  volles  Kestsystem  nach  dem  Modul  n  durch- 
läuft und  n  eine  beliebige  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist,  wie  Dikiciilet 
gezeigt  hat,  durch  elementare  Hilfsmittel  ableiten  (Dihichlet's  Werke, 
Bd  I,  S.  477,  Dihichlkt-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlenfheorie,  Supple- 
ment I).  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  sich  schon  Kuoneckeu  der  Integra- 
tion auf  complexem  Wege  bedient  hat,  um  den  Werth  der  (xAUSs'schen 
Summe  zu  ermitteln  (Crelle's   Journal,   Bd    105,  S.    167). 


III. 

Der  Übergang  zu  unendlichen  (jrenzen,  von  dem  im  V^orhorgehenden 
Gebrauch  gemacht  ist,  ist  in  der  Formel  (3)  nur  unter  ganz  besonderen 
Voraussetzungen  über  die  Function  f^{cc)  gestattet,  die  in  dem  vorigen 
Beispiel  erfüllt  sind.  Zu  einer  viel  allgemeineren  Anwendbarkeit  dieses 
Verfahrens  gelangt  man  aber  durch  eine  kleine  Umformung. 

Ist  wie  früher  c  der  Durchschnittspunkt  des  Integrationsweges  mit 
der  Linie  X,  so  können  wir  den  Ausdruck  (3)  so  zerlegen: 


A.)  =  /,(,)* -/^^^^,  +  /^ 


<p{x)dz 


ß2riix-z)  » 


und  wir  ändern  nun  f{x)  nur  um  eine  additive  Constante,  wenn  wir  in 
dem  ersten  dieser  drei  Integrale  die  untere  Grenze  a  durch  einen  beliebigen 
anderen  festen  Werth  ersetzen.  Dann  können  Avir  in  den  beiden  anderen 
Integralen  a  nach  —  ico,  b  nach  +  ico  wachsen  lassen,  selbst  dann  noch 
wenn  die  Function  (p{z)  mit  unendlich  wachsendem  z  wie  irgend  eine 
Potenz  von  z  unendlich   wird.     Wir  erhalten  dann,  wenn  wir  in  dem  ersten 
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Intf^iP^nl    die    untere    ürenze,   als   ganz   beliebig,   in   der  l^zeiehniing  weç- 

e  €  Ix. 


oder  wenn   wir  im  zweit4'n   und   dritten    Int<-;rnil  2       x  -^  —  it  und  z  —  x 
il  Hulmtituieren  : 

c  'S,  X 

uj)  fix,.  ■  J  ^izu/z  —  i  J  ^----^ir-  +  «    J  --T->'-  • 

I'm  fix  +  ij  zu  crhalh'H,  haben  wir  den  Punkt  c  dureh  den  Punkt  c'  zu 
erm'tz(?n,  der  zwisehc-n  x  und  iK  +  1  Hei^.  Es  hindert  uns  aber  niehts, 
c  X  ■  X  c'  il.  h.  c  und  c'  <^leieh  weit  von  x  entfernt  anzunehmen. 
Dadurch   ersieht  Hieb 

ho)        l(x+x)     ■  jifizuh    -t    J  ?'^_^J--+»   J  ^  ^_J^  , 

-  i{c—x)  i{c—x) 

und   wenn  man  wieder  f{X'\-  i)  +  f{x)  =  2f\x)  +  ^{^^)  setzt,  so  ergiebt  sich 

f.  c' 

2f{x)  =  (p{x)  +  J  ^(Z)(IZ  +  J  (p{z)(lz 

-Li      r f [?  +  it)  — fix  —  it) ^n    y    jj^       f <pi^  +  it)  —  ip{x  —  it)  . 

*(c-x;  —i{c-x) 

und  hierin  kann  man  nun,  da  i  =  o  wieder  kein  Pol  der  Integranden  ist, 
c  und   folglieh  auch  &  mit  x  zusammenfallen  lassen.     So  erhält  man 


«0 


{±zJÈdt. 


0 


Dies  ist  di(*  von  Ahkl  gegebene   Formel.     Von  ihren  zahlreichen  An- 
wendungen  sollen  nur  einige  liier  angeführt  werden. 
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Macht  man  die  Annahme  f){x)  =  c*',  so  wird  nach  (2) 

und  aus  (11)  foljjft: 

smvtdt        I  c"  +  I        II 


j 


4  e"  —  I       2  V  *  ^ 


Dieses    von   Cauciiy   auf  anderem  Wege  abgeleitete  Integral  ist  für  Abkl 
der  Ausgangspunkt  des  BcAvcises. 

Die  Entwicklung  nach  dem  TAYLOu'schen  Lehrsatz  ergiebt: 

i(^{x  +  it)  -  <f{T  -  it))  =   2  V  (-  I)-Ö^, 

""^^  ll(2n — I) 

worin    n    die    Kcihe    der    natürlichen    Zahlen    1,2,3,4,...    durchläuft 
Wenn  man  also  noch 


4n 


setzt,  so  folgt  aus  (11) 

(•3)  /•(>)  =  -lf{x)  +ff{x)dx  +  £  (-  i)"  "^»^l^)''^- 

Diese  Reihe  ist  freilich  im  allgemeinen  divergent,  da  die  Bernouillt  sehen 
Zahlen  B„,  für  die  man  aus  (12)  auch  den  Ausdruck 

^2n(2n)y^     1 

findet,  mit  unendlich  wachsenden  n  wie  2ll(2w)(2;r)""^''  unendlich  werden. 
Will  man  also  die  Eeihe  (13)  benutzen,  so  muss  man  sich  auf  eine  end- 
liche Anzahl  von  Gliedern  beschränken  und  den  dabei  begangenen  Fehler 
abschätzen,   was  für  jede  Function  ^{x)  besonders  geschehen  muss. 

In  d(*m  besonderen  Fall  aber,  wenn  ^{x)  eine  ganze  rationale  Function 
von  X  ist,  ist  die  Formel  (13)  genau  richtig,  denn  die  Reihe  Innclit  dann, 
wenn  m  der  (irad   von  jp(.t)  ist,  ab,  sobald   2n —  i  >  m  wird. 
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Setzt  man  ^{x)  =  x'",  so  ergiebt  sich  aus  (i  i)  und  (13)  ein  Polynom 
(m  +  i)*^''   Grades   S„,{x),   das  nach   (2)  für  ein  ganzzahliges  x  den  Werth 

s„.{^')  =  i"*  +  2-  +  3'"  + . . .  +  (.^  —  ir  +  sjo) 

darstellt  : 


(.4)  5„.(.r)=-'.^™+^+ir(-^-'^^-ä-^ 


I  yj«m  +  1  ^ . 

2        '   m  4-  .1    '    ■^  ^        '' 


n(w) 


J?.« 


m-2n  +  I 


+  .1    '     /^\        ^       n(2n)n(m  — 2»+  1) 

worin  die  Summe  so  weit  fortzusetzen  ist,  als  m  —  2w  +  ^  nicht  negativ 
wird.     Es  ist  daher 

5^(0)  =  o     für  ein  gerades  m 

(15)  S„,{o)  =-'  \^~_^  i' ^In^      fi'i'  ^"1  ungerades  m. 

Aus  der  Formel 

SJx  +  i)  -  S.(.r)  =  X- 

ergiebt  sich,  Avenn  man  .t  =  o  setzt,  S„,{\)  ^  S'„,(o)  und  folglich  aus  (14) 
für  X  =  i  : 

^     ^  Z^V         ^      n(2w)n(w-2n  +  i)    "       2       m  +  i' 

worin  aber  die  Summe  nur  so  weit  auszudehnen  ist,  als  tn  —  2/i  +  i 
positiv  bleibt,  also  im  Falle  eines  ungerades  m  das  Glied  2W  =  m  +  i 
wegzulassen  ist. 

Hieraus   ergeben   sich,    wenn  man  fu  =  2«  oder   =2^+1   annimmt, 
für  jedes  n  zwei   lineare  Delationen  zwischen  den  BEHNOULLi'schen  Zahlen 

aus  denen  man  diese  Zahlen  successive  berechnen  kann,  und  zwar  jedes- 
mal zwei  neue  aus  den  schon  gefundenen.  Jieispielsweise  für  m  ^^  4  und 
w?  =  5  : 

2B,  —  B^  =  -^-,  B,  —  B,  =  -^  , 
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woraus 

man 

erhält: 

Bi 

I 

~6' 

B,= 

I 
~3Ö" 
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Wenn  man  in  der  Formel  (13)  ^{x)  =  lof^x  setzt,  so  erhält  man  die 
Stirling 'sehe  lleihe 

(17)    log  rix)  =  -  iiogf- +  ..aog^  -  I)  + 1  (-  i)"-'  ,-;i(^),^, 

worin  die  additive  periodische  Function  aus  dem  Verhalten  von  r{x)  im 
Unendlichen  bestimmt  wird. 

Eine  allgemeinere  Entwicklung  erhält  man  aus  (11),  wenn,  man 
jp(rr)  =  log  (.T  +  c)  setzt,  worin  c  eine  willküriiche  Constante  bedeutet, 
und  dann  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt. 

Man  erhält  so  zunächst 

r{x)  =  -  l  log  (x  +  c)  +  (x  +  c)(log  (;r  +  c)  -  i) 

0 

und  dies  giebt  nach  (14) 

f{.r)  =  - 1  log  (.r  +  c)  +  (:r  +  c)(log  (.r  +  r)  —  i) 

Wenn  man  aber  noch  log  (rc  +  c)  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
und  ein  additive  Constante  aus  x  =  cx)  bestimmt,  so  folgt  endlich: 

(18)        logr(.r  +  c)  =  _logy/-^^+  (rr +  .)loga;-.'r-£^"5„(c). 

Die  Abschätzung  des  Eestes  dieser  Entwicklung,  wenn  man  bei  irgend 
einem  Gliede  abbricht,  ist  von  Heumite  gegeben  (Crelle's  Journal, 
Bd.   115). 

Strassburg,   Weihnachten    1 90 1 . 


Aeta  matkematiea.    27.    Imprimé  le  10  Janvier  VM^.  30 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


235 


OBER  DIE  MODULN  DER  THETAFÜNCTIONEN 

VON 

F.   SOHOTTKY 

in  MaBBÜBG. 

Die  ABEL*8chen  Functionen  von  p  Variabein,  welche  durch  die  Theta- 
functionen    definirt    werden,    hängen    ausser    von    den    Variabein    ab    von 

-/)(/>  +  i)  Parametern,  den  Periodicitätsmoduln.  Die  ABEL*schen  Func- 
tionen der  KiBMANN'schen  Theorie  enthalten  nur  3/>  —  3  wesentliche  Para- 
meter. Sie  sind  demnach,  sobald  p  den  Werth  3  übersteigt,  specieller 
Natur,  und  damit  der  Riem  ann 'sehe  Fall  eintritt,  müssen  zwischen  den 
Periodicitätsmoduln  eine  Anzahl  von  Gleichungen  stattfinden. 

Für  />  =  4  besteht  eine  solche  Relation.  Diese  habe  ich  in  einer 
früheren  Arbeit  aufgestellt  (Crelle's  Journal,  Bd.  102).  Auf  einem  andern 
Wege  ist  Herr  Poincabe  zu  ihr  gelangt  (Journal  de  Math.,  (5)  I),  so- 
dass für  die  merkwürdige  Formel  zwei  Beweise  vorliegen.  Es  ist  natür- 
lich eine  transcendente  Relation  zwischen  den  10  Periodicitätsmoduln,  aber 
sie  erscheint  als  algebraische  GHeichung  zwischen  den  Anfangswerthen  von 
24  geraden  Thetafunctionen.  Da  diese  24  Functionen  auf  sehr  ver- 
schiedene Arten  gewählt  werden  können,  so  ist  damit  ein  System  von  sehr 
vielen  Gleichungen  zwischen  den  Anfangswerthen  der  geraden  Theta  ge- 
geben, charakteristisch  für  den  RiEMANN'schen  Fall  der  AnEL'schen  Func- 
tionen von  vier  Variabein. 

Zunächst  erwartete  ich,  nach  der  Analogie  der  Fälle  ^=2  und/)  =  3, 
dass  sich  dieses  Gleichungssystem  würde  auflösen  lassen,  dass  sich  für  die 
einzelnen  Moduln  algebraische  Ausdrücke  aufstellen  lassen  würden,  die  das 
System  identisch  befriedigen.     Diese  Erwartung  wurde  nicht  ohne  weiteres 

Åein  mniOmvaiA,    37.    Imprima  le  10  janvier  1903. 
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erfüllt.  Um  das  Problem  nicht  ungelöst  zulassen,  war  ich  genöthigt,  die 
Anzahl  der  unbestimmten  Grössen  zu  vermehren,  und  nicht  nur  jedem  ge- 
raden 0^  eine  bestimmte  Constante  c^  zuzuordnen  —  das  Anfangsglied  in 
der  Entwickelung  von  8^  nach  homogenen  Functionen  der  Variabein  — , 
sondern  ebenso  auch  jedem  ungeraden  Theta  eine  Constante  u^.  Diese 
Constante  u^  ist  gleichfalls  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelung  der  un- 
geraden Function  0^,  aber  es  ist  der  Werth  dieser  linearen  Function  für 
specielle  Werthe  der  vier  Variabein.  Diese  vier  Werthe  lassen  sich  so 
wählen,  dass  zwischen  den  c  einerseits  und  den  u  andrerseits  ein  Gleichungs- 
system besteht,  scheinbar  complicirter  als  das,  welches  die  c  allein  unter 
sich  verbindet,  für  das  sich  aber  eine  algebraische  Lösung  ungezwungen 
darbietet.  Allerdings  werden  die  u  und  die  c  nicht  durch  unabhängige 
Hülfsgrössen  ausgedrückt,  aber  sie  werden  in  Verbindung  gesetzt  mit  einem 
System  von  zehn  Punkten  im  Eaume,  die  durch  eine  geometrisch  über- 
sichtliche Bedingung  verknüpft  sind. 

Es  zeigen  sich  bei  diesen  Betrachtungen  so  viele  Analogien  mit  den 
AßEL'schen  Functionen  von  zwei  und  drei  Variabein,  sogar  mit  den  ellip- 
tischen, dass  ich  es  für  richtig  halte,  die  ganze  Untersuchung  im  vollen 
Zusammenhange  mit  den  Theorien  der  Functionen  von  weniger  als  vier 
Variabein  zu  fähren,  auch  wenn  ich  dadurch  vielfach  auf  bekanntes  Gebiet 
komme. 


Für  das  System  der  geraden  und  ungeraden  Theta,  die  einer  Klasse 
AßEL'scher  Functionen  zugeordnet  sind,  ist  charakteristisch,  dass  in  den 
Hälften  der  Perioden  zugleich  eine  Gruppe  von  Permutationen  der  Grössen 
des  Systems  gegeben  ist.  Vermehrt  man  das  Argument  u  —  ich  verstehe 
darunter  das  System  der  p  Variabein  —  um  eine  ganze  Periode  2û>,  so 
geht  jede  Thetafunction  in  sich  selbst  über,  multiplicirt  mit  einem  Ex- 
ponentialfactor.  Vermehrt  man  aber  u  nur  eine  halbe  Periode  cd,  so  entsteht 
eine  Permutation.  Da  bei  einer  Addition  mehrerer  halben  Perioden  die  Bei. 
henfolge  gleichgültig  ist,  da  femer  die  Addition  zweier  gleichen  halben  Pe- 
rioden eine  ganze  Periode  hervorbringt,  so  ist  auch  bei  der  Zusammensetzung 
der  Permutationen  die  Eeihenfolge  gleichgültig,  und  die  Wiederholung  der- 
selben Permutation  führt  zur  ursprünglichen  Gruppirung  zurück. 
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Wir  müssen  mit  diesen  Permutationen  so  rechnen,  als  ob  es  Grössen 
wären.  Die  Grundgesetze  sind  sehr  einfach.  Es  ist  xA  =  A;f,  ferner  ;f;f  =  o, 
wenn  mit  dem  Symbol  o  bezeichnet  wird,  dass  keine  Änderung  eintritt. 
Ist  xXfx  =  o,  so  ist  X  =  Xfiy  X  =  xfiy  etc.  Wenn  wir  die  Permutation  >o» 
mit  einrechnen,  so  ist  die  Anzahl  der  Permutationen  ebenso  gross,  wie 
die  der  Theta. 

Nun  findet  aber  eine  Complication  statt,  die  daher  rührt,  dass  die 
Thetafunctionen  theils  gerade  theils  ungerade  sind.  Es  werde,  wenn  x 
das  Zeichen  für  eine  beliebige  Permutation,  und  6a  irgend  eins  der  4^* 
Theta  ist,  mit  9^  dasjenige  Theta  bezeichnet,  das  aus  6^  durch  die  Per- 
mutation X  hervorgeht.     Der  Quotient 

ist  dann  eine  gerade  oder  ungerade  Function  von  «,  aber  keine  AßEL'sche 
Function  der  Klasse  —  abgesehen  natürlich  von  dem  Falle  ;f  =  o.  Da- 
gegen gehört,  wenn  X  eine  neue  Permutation  bedeutet,  und  man 


bildet,  der  Quotient  beider  /': 


Ja  Oax  ^a, 


A 


ZU  den  Functionen  der  Klasse.  Ob  diese  ÄBEL^sche  Function  y^  gerade 
oder  ungerade  ist,  hängt  ab  von  den  beiden  Permutationen  ;f,  A,  aber  nicht 
von  der  gewählten  Function   da-     Denn  bildet  man  ebenso: 


Vß 


Sß  9ßxX 


SO  entspringt  5^^  aus  ^^  durch  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  halbe 
Periode.  Es  geht  aber  offenbar  durch  Vermehrung  von  ti  um  eine  halbe 
Periode  eine  gerade  Function  wieder  in  eine  gerade  über,  und  eine  un- 
gerade in  eine  ungerade. 

Zwei    Permutationen    können    sich    demnach  verschieden   zu  einander 
verhalten;   wir  führen  das  Zeichen 
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ein,  welches  +  i  oder  —  i  sein  soll,  jenachdem  die  oben  gebildeten 
Quotienten  (p^ ,  <p^  gerade  oder  ungerade  Functionen  sind,  und  nennen  im 
ersten  Falle,  mit  Frobenius,  die  Permutationen  x ,  A  syzygetisch,  im  andern 
azygetisch. 

Das  Zeichen  {x ,  A)  entscheidet  noch  eine  andre  Frage.  Es  sei  m  die 
halbe  Periode,  die  der  Permutation  \  entspricht.  Es  ist  dann,  bis  auf 
einen  constanten  Faktor,  f^x  "^^^  fJ^  +  û>)  identisch.     Aus  der  Gleichung 

folgt  demnach: 


Da  andrerseits  offenbar 

fai U  +  ai)  fa(u  —  (ü) 

ist,  so  ergiebt  sich: 

Dies    sagt    aus:    Bei    der    Vermehrung    um   eine  ganze  Periode  bleibt  der 
Quotient 

ungeändert    oder    er    wechselt    sein  Zeichen,  je  nachdem  die  Hälfte  dieser 
ganzen  Periode,  oder  die  entsprechende  Permutation,  sich  syzygetisch  oder 
azygetisch  zur  Permutation  x  verhält.     Hieraus  ziehen  wir  zwei  Folgerungen: 
Erstens  dass,  wenn  x ,  A ,  /i  drei  Permutationen  sind, 

{x,fi){X,fi)  =  {xX,fi) 

ist.     Wir  können  hinzufügen,  dass  auch 

{x,X){x,fi)  =  (x,  A/i) 

ist,    da   ja    {x ,  A)  mit  (A ,  x)   identisch  ist.     Allgemein,  wenn  w ,  œ'  irgend- 
welche Combinationen  gegebener  Permutationen  sind,  ist: 

(œ,œ')--U{x,x'), 


Digitized  by 


Google 


über  die  Moduln  der  Thetafunctionen.  239 

wobei  sich  das  Product  erstreckt  über  alle  Elemente  x  von  m  und  x*  von  iû\ 
Femer  ist  offenbar  stets 

(o,;f)  =  i;  (;f,>f)  =  I, 

wenn  o  wieder  das  Zeichen  für  die  identische  Permutation  bedeutet. 

Eine  zweite  Folgerung  ist  die,  dass  die  identische  Permutation  o  die 
einzige  ist,  die  sich  zu  allen  andern  syzygetisch  verhält.  Denn  ist  x  von 
o  verschieden,  so  ist  der  Quotient  f^  keine  AßEL'sche  Function  der  Klasse 
und  es  muss  daher  ganze  Perioden  geben,  die  f^  in  — f^  überführen. 


§    2. 

Es  seien  >f j ,  ^f^ ,  . . . ,  >f«  die  Zeichen  für  eine  Eeihe  von  Permutationen 
oder  halben  Perioden.  Fügen  wir  zu  dieser  Eeihe  noch  alle  aus  ihnen 
combinirten  Permutationen  hinzu:  x^x^  ^  x^x^  ^  x^x^x^  etc.,  und  ausserdem, 
als  Combination  o*®'  Ordnung,  die  Permutation  o  oder  die  ganze  Periode, 
so  erhalten  wir  eine  Gruppe.  Die  gegebene  Eeihe  ;f,  ,  ;f, ,  . . . ,  ;f„  soll  un- 
abhängig heissen,  Wenn  die  2"  Combinationen  lauter  verschiedene  Permu- 
tationen darstellen;  n  ist  dann  die  Ordnung  der  Gruppe,  und  x^^x^^  ...,>f« 
eine  Basis. 

Wir  können  so  für  die  ganze  Gruppe  der  4^  Permutationen  eine  Basis 

aufstellen.  Wenn  wir  dann  eine  beliebige  Permutation  cy  nehmen,  und 
das  Verhalten  von  û>  zu  den  Elementen  der  Basis  feststellen  durch  die 
Werthe  der  2p  Vorzeichen 

(a>,  X^   =   Sa)  (a=-l, »,...,»/») 

SO  ist  umgekehrt  û>  eindeutig  fixirt  durch  die  Angabe  dieser  2p  Vorzeichen. 
Denn  wäre  û>'  eine  zweite  Permutation,  die  derselben  Gleichungen  genügt, 
so  wäre  offenbar  û>cy'  syzygetisch  zu  allen  Elementen  der  Basis  und  somit 
zu  allen  \^  Permutationen  überhaupt.  Dann  muss  aber  nach  dem  letzten 
Satz  in  §  i  û>û>'  =  0,  d.  h.  w'  =  co  sein.  Es  folgt  hieraus,  dass  auch 
jeder  Wahl  der  2p  Vorzeichen  e  immer  eine  und  nur  eine  Permutation  o) 
entsprechen  muss. 


Digitized  by 


Google 


240  F.  Schottky 

Nehmen  wir  jetzt  eine  unabhängige  Eeihe,  die  aus  weniger  als  2p 
Elementen  besteht: 

^,  ,  ^2  )   •  •  •  )  ^«  (^  <   2/>). 

Wenn  wir  dann  die  n  Gleichungen  aufstellen: 

(û>,  X^    =   e^,  (a  =  l,a n) 

in  denen  die  e  beliebig  gewählte  Vorzeichen  bedeuten  sollen,  so  giebt  es 
genau  2'''~'*  Permutationen,  die  diesen  n  Bedingungen  genügen.  Denn 
wenn  wir  die  gegebene  Reihe  durch  Hinzufügung  von  2p  —  n  neuen  Ele- 
menten >fn+i ,  . . . ,  ^2/>  zu  einer  Basis  des  ganzen  Systems  vervollständigen, 
so  können  wir  über  die  2p  —  n  hinzutretenden  Vorzeichen  {œ ,  Xa)  will- 
kürlich verfügen. 

Speciell  giebt  es  hiernach  genau  2^^*""  Permutationen,  die  sich  zur 
Basis  einer  gegebenen  Gruppe  n^^""  Ordnung,  und  damit  zu  dieser  ganzen 
Gruppe  G,  syzygetisch  verhalten.  Diese  bilden  ihrerseits  wieder  eine  Gruppe 
G\  und  offenbar  steht  G  zu  G'  in  derselben  Beziehung,  wie  (?'  zu  G, 

Wenn  alle  Elemente  einer  Gruppe  G  sich  gegenseitig  syzygetisch  ver- 
halten, so  nennt  man  sie  eine  syzygetische  oder  GöPEL'sche  Gruppe.  Da- 
zu genügt  offenbar,  dass  die  Elemente  der  Basis  sich  paarweise  syzygetisch 
verhalten  : 

{xa ,  ;f^)  =  +  I  ■ 

Die  Ordnung  einer  solchen  Gruppe  kann  nicht  grösser  als  p  sein.  Denn 
wir  haben  gesehen:  es  giebt  genau  2 ''''■"  Permutationen,  die  zu  allen  Ele- 
menten von  G  syzygetisch  sind.  Dazu  gehören  aber  die  Elemente  von  G 
selbst.  Folglich  ist  2"<2'''~",  d.  h.  n<p.  Wenn  n<p  ist,  so  giebt  es 
Permutationen,  die  zu  allen  Elementen  von  G  syzygetisch  sind,  ohne  in 
dieser  Gruppe  selbst  enthalten  zu  sein.  Folglich  lässt  sich  jede  GöPEL'sche 
Gruppe  von  niedrigerer  als  der  p^^  Ordnung  zu  einer  Gruppe  von  der  />**"" 
Ordnung  ergänzen. 

Denken  wir  uns  wieder  eine  beliebige  Eeihe  von  Permutationen:  x^, 
^2  )  •  •  •  j  ^«  gegeben.  Wenn  je  zwei  Glieder  dieser  Reihe  sich  syzygetisch 
verhalten,  so  entspringt  hieraus  eine  GöPEL'sche  Gruppe.  Nehmen  wir  aber 
jetzt  im  Gegentheil  an,  dass  je  zwei  der  Glieder  sich  azygetisch  verhalten: 

{x,,Xß)  =  —  i  (a^/9), 

dann   wollen   wir   die    Reihe  eine  azygetische  nennen.  —   Wir  fügen  noch 
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eine  Definition  hinzu.  AVenn  durch  die  Zusammensetzung  der  einzelnen 
Permutationen  x^  ,  Xj ,  . . . ,  x„  die  identische  Permutation  entsteht,  also 
x^x^ . . .  Xn  -=  o  ist,  soll  die  Reihe  eine  geschlossene  heisson. 

Fragen    wir   uns    zunächst,    ob   eine   azygetische  Eeihe  x^  y  x^ ,  • . . ,  ^« 
zugleich  eine  geschlossene  sein  kann.     Dann  muss 

und  deshalb 

(^n  )  X„)   =    [Xi  ,  Xn)[X2  ,  X„)  .  .  .  [Xfi-i  ,  X„) 

sein.  Nun  ist  aber  {x,^,x„)  =  i,  während  alle  Faktoren  der  rechten  Seite 
gleich  —  I   sind.     Es  ergiebt  sich  also  : 

1  ^  (- 1)"-', 

d.  h.  :  w  muss  eine  ungerade  Zahl  sein.  Umgekehrt  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  solche  geschlossene  Reihen  wirklich  existiren.  Denn  nehmen  wir  an 
dass  eine  gerade  Zahl  von  Permutationen  :  x^  ,  x^ ,  . , .  ^  x„_i  gegeben  ist, 
die  sich  gegenseitig  azygetisch  verhalten.  Fügen  wir  der  Reihe  hinzu: 
Xn  =  x^x^  . .  .x,^_y,  SO  verhält  sich  offenbar  x„  azygetisch  zu  ^^ ,  x, ,  ...,  x«_i. 
Es  sei  jetzt  x^  ,  x^y  •  •  • ,  ^„  eine  geschlossene  azygetische  Reihe,  und 
CO  eine  beliebige  Permutation.     Da  x^x,^.,.x^^  o  ist,  so  ist 

(cy,  x^){(û,x^)  .  .  .  (ft>,x„)  =  I. 

Da  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  können  nicht  alle  Factoren  der  linken 
Seite  —  I  sein;  es  giebt  demnach  keine  Permutation  cw,  die  sich  gleich- 
zeitig zu  Xj  ,  ^2 ,  . . . ,  jf«  azygetisch  verhält.  Mit  andern  Worten:  Eine 
geschlossene  azygetische  Reihe  kann  nicht  erweitert  werden.  Es  folgt  hier- 
aus weiter,  dass  eine  nicht  geschlossene  azygetische  Reihe  nothwendig  un- 
abhängig ist.  Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  müsste  sich  aus  einer 
Anzahl  ihrer  Glieder  eine  geschlossene  Reihe  bilden  lassen,  und  dies  ist 
unmöglich,  weil  eine  geschlossene  azygetische  Reihe  nicht  erweitert  werden 
kann. 

Eine  nicht  geschlossene  azygetische  Reihe  kann  dagegen  stets  erweitert 
werden.      Wenn  n  =^  2p  ist,  kann  allerdings  nur  noch  das  Grlied 

^2/>  +  l    ^"^    ^fiXj  .  .  .  X^p 

hinzugefügt  werden,   wodurch  sie  zu  einer  geschlossenen  azygetischen  i{eihe 
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ergänzt  wird.  Ist  aber  n  <  2p^  so  giebt  es  2^^"""  Permutation  en  û),  die 
zu  Xj  ,  ^2 ,  . . . ,  x„  azygetisch  sind,  also  mindestens  2,  und  somit  auch  sicher 
eine,  die  von  x^x^,.,Xn  verschieden  ist. 

Man  kann  demnach  azygetische  Eeihen  aufstellen,  die  aus  2p  Gliedern 
bestehen,  und  die  eine  Basis  bilden  für  die  ganze  Gruppe  der  4^*  Permu- 
tationen. Jede  solche  lieihe  lässt  sich  durch  Hinzufügung  eines  letzten 
Gliedes  noch  zu  einer  geschlossenen  azygetischen  Eeihe  ergänzen.  Jede 
beliebige  Permutation  wird  dann  durch  zwei  complementäre  Combinationen 
der  Elemente  ^,  ,  ;fj ,  . . . ,  x^^j-i  dargestellt. 

Denken  wir  uns  wieder  eine  beliebige  unabhängige  lieihe  Xj ,  ;f , , . . . ,  ;f„ 
gegeben  und  bilden  die  Eeihe  der  The taf unkt ionen,  die  aus  einer,  Ö„, 
durch  die  Eeihe  dieser  Permutationen  hervorgehn: 

SO  gilt  zunächst  der  Satz:  Die  Function  ö«  kann  so  gewählt  werden,  dass 
alle  Glieder  dieser  Eeihe  gleichartige,  d.  h.  entweder  sämmtlich  gerade 
oder  sämmtlich  ungerade  Functionen  sind. 

Denn  nehmen  wir  an,  die  Glieder  seien  nicht  gleichartig.  Wir  ver- 
stehen dann  unter  e^  den  Werth  +  i  oder  —  i,  je  nachdem  die  Func- 
tion mit  dem  Index  olx.,  gleichartig  oder  ungleichartig  ist  mit  ö«,  und  be- 
stimmen eine  Permutation  ce>,  die  den  n  Bedingungen 

(û> ,  x^  =  e^  (»'=1,2....,«) 

genügt.     Alsdann  ist  der  Quotient 


6aa»  Ö, 


(•'-l,2,...,v) 


am  ^aoiXy 


gerade  oder  ungerade,  jenachdem  s,,  gleich  +  i  oder  —  i  ist.  Deshalb 
muss   Oawx^  in  jedem  Falle  denselben  Charakter  haben   wie   0,,^, 

Ist  Xj  ,  ^2 ,  . . . ,  ;f„  eine  geschlossene  Eeihe  von  Permutationen,  und  n 
eine  ungerade  Zahl,  so  nennen  wir  auch  die  Eeihe  der  w+i   Functionen: 

eine  geschlossene.  Sie  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  der  Quotient  den 
wir  enthalten,  wenn  wir  die  Hälfte  dieser  Functionen  als  Faktoren  in  den 
Zähler,  die  andere  Hälfte  in  den  Nenner  aufnehmen,  immer  eine  A  bei/ sehe 
Function  der  Klasse  ist. 
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Diu  Keihe  #«,  Oaxj  Oax  wird  geschlossen  durch  ß^^^y  ^^^  ebenso  gehört 
zu  jeder  ungeraden  Anzahl  von  Thetafunctionen  ein  bestimmtes  Theta,  das 
die  lîeihe  schliesst. 

Wir  wollen  mit  ff^^.  dasjenige  Theta  bezeichnen,  das  die  Reihe  ö«, 
Oßy  tiy  schliesst,  ebenso  mit  Baßy,-it  das  Schlussglied  zu  ö«,  ö^y,  0^,  Ö,j,  #g,  etc. 
Jede  Combination  ungerader  Ordnung  von  Theta-Indices  bezeichnet  auf 
diese  Weise  wieder  ein  ïheta.  Dagegen  bezeichnen  die  geraden  Combina- 
tionen  dieser  Indices  Permutationen,  aß  ist  diejenige  Permutation,  die  ö« 
in  9ß  iiberfi'ihrt,  aß^d  die,  welche  sich  aus  aß  und  yd  zusammensetzt,  u.  s.  f. 
Wir  Sîigen  ferner:  die  drei  Functionen  W«,  ö^,  Ö..  verhalten  sich  syzygetisch 
oder  azygetiscb,  je  nachdem  die  AßEi/sche  Function 

OaOß 


gerade  oder  ungerade  ist,   und   von  einer  Anzahl   von  Functionen 

ö«  ,  «'^  ,  Ö,  ,  «,î  etc. 

sagen  wir,  dass  sie  eine  azygetische  Reihe  bilden,  wenn  je  drei  (rlieder 
sich  azygetisch  verhalten. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  x ^  Xy  /i  etc.  eine  azygetische  Reihe 
von  Permutationen  ist,  dann 

eine  azygetische  Reihe  von  Functionen  darstellt.  Falls  die  Reihe  nicht 
geschlossen  ist,  ist  sie  auch  unabhängig;  wir  können  daher  ö«  so  wählen 
dass  alle  diese  Functionen  denselben  Charakter  haben.  Daraus  folgt  dass 
sich  die  Thetafunctionen  des  ganzen  Systems  in  folgender  Weise  anordnen 
lassen  :  Es  kann  zunächst  eine  azygetische  Reihe  von  2p  +  i  gleichartigen 
Theta  aufgestellt  werden: 

öj  ,  ö, ,  .  .  .  ,  a2p  +  i- 

Alle  übrigen  Theta  werden  dann  bezeichnet  durch  die  Combinationen  un- 
gerader Ordnung  der  Zahlen  i  ,  2  ,  3  ,  . . . ,  2/?  +  i .  Da  Ö^  ,  Ö3 ,  8^  sich 
azygetisch  verhalten,  so  ist  der  Quotient 

01  02 
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eine  ungerade  Function;  folglich  hat  0,03  den  entgegengesetzten  Charakter 
wie  ß^  ,  ö.^ ,  Ö3  etc.  Alle  Functionen,  die  durch  dreigliedrige  Indices  be- 
zeichnet sind,  haben  demnach  unter  einander  denselben,  aber  zu  denen  der 
Hauptreihe  entgegengesetzten  Charakter.  Ebenso  schliesst  man,  dass  die 
Theta  mit  fünfgliedrigem  Index  wieder  denselben  Charakter  haben,  wie 
die  der  Hauptreihe,  u.  s.  f.  Am  grössten  ist  die  Anzahl  der  Combina- 
tionen  von  der  mittleren  Ordnung:  p  oder  p  -{-  i.  Diese  müssen  gerade 
Functionen  bezeichnen,  da  die  Anzahl  der  geraden  überwiegt;  demnach 
sind  gerade  alle  Functionen  6,„,  bei  denen  die  Ordnung  der  Combination 
in  congruent  p  oder  p  +  i    mod.  4  ist,  ungerade  die  übrigen. 

Die  Functionen  der  Hauptreihe  sind  gerade,  wenn  i  ~  p  oder 
c^  p  -\-  I  mod.  4  ist,  d.  h.  für  p  ~  o  und  r.^  i  mod.  4;  in  den  andern 
Fällen  sind  sie  ungerade. 

Statt  der  nicht  geschlossenen  azygetischen  lleihe  kann  man  auch  die 
geschlossene  Eeihe  der  Bezeichnung  zu  Grunde  legen,  die  man  erhält, 
w^enn  man  der  Hauptreihe  noch  als  letztes  Glied  die  Function 

hinzufügt.  Jedes  Theta  wird  dann  durch  zwei  complementäre  Combina- 
tionen  der  Zahlen  i  ,  2  ,  . . . ,  2^  +  2  bezeichnet.  Indess  kann  hier  insofern 
eine  Unregelmässigkeit  eintreten,  als  #.^^.4.2  nicht  nothwendig  von  derselben 
Art  ist,  wie  öj  ,  Ö^ ,  . . . ,  S-ip^x^  Wenn  p  gerade  ist,  so  haben  alle  2p  -\-  2 
denselben  Charakter,  weil  dann  2/?  +  i  —  1  mod.  4  ist;  wenn  aber  p  un 
gerade  ist,  so  ist   ö^^^-^  von  entgegengesetzter  Art. 

Es  kann  allerdings  auch  in  diesem  letzteren  Falle  die  volle  Symmetrie 
in  Bezug  auf  die  Indices  i  ,  2  ,  . . . ,  2/>  +  2  gewahrt  werden,  wenn  man 
eine  leichte  Modification  der  Bezeichnung  eintreten  lässt.  Durch  die  Eeihe 
Wj  ,  Ö3 ,  . . . ,  W.2^+2  ist  die  Bezeichnung  der  Permutationen  festgelegt;  jeder 
Permutation  entsprechen  zwei  complementäre  Combinationen  gerader  Ord- 
nung der  Zahlen  i  ,  2  ,  . . . ,  2/?  +  2.  Nun  bevorzugen  wir  die  Function 
#^^^2,  indem  wir  sie  ohne  Index  lassen,  und  allen  übrigen  geben  wir  den 
Index  derjenigen  lY^mutation,  durch  die  sie  aus  8  hervorgehen.  Dann 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  Combinationen  derselben  Ordnung  auch  wieder 
Functionen  von  gleichem  Charakter  bezeichnen.  Nehmen  wirz.  B. /?  =  i. 
Die  geraden  elliptischen  Theta  würden  bei  dieser  Festsetzung  zu  bezeichnen 
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sein  als  8^^  oder  8^^,  Wjg  oder  öj^,  etc.,  während  ^^^#1234  das  ungerade 
Theta  ist.     Für  p  ==  3  wiirden 

die  28  ungeraden,  6  und  Ö1234  -=  ^o^yj,  etc.  die  geraden  Functionen  sein. 
Die  Existenz  der  gleichartigen  azygetischen  Keihen  war  schon  Rikmann 
bekannt.  Es  ist  noch  ein  Punkt  zu  besprechen,  der  für  unsere  algebraische 
Untersuchung  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  und  auf  den  Noktiier  und  Fko- 
BENius  aufmerksam  gemacht  haben.  Nehmen  wir  eine  GöPELsehe  Gruppe 
G,  und  bilden  die  Produkte 

jedes  dieser  Produkte  erstreckt  über  die  2"  Elemente  von  G,  Die  Mehi'- 
zahl  dieser  Produkte  enthält  gerade  und  ungerade  Faktoren  gemischt,  und 
zwar  sind  dann  jedesmal  soviel  gerade  wie  ungerade  Faktoren  vorhanden. 
Denn  nehmen  wir  an,  dass  ein  Faktor  8„y  existirt,  der  von  entgegenge- 
setzter Art  ist  wie  Ö«,  dann  müssen,  wenn  ß^^  irgend  einen  andern  Faktor 
bedeutet,  auch  0«^  und  Ö«««'  von  entgegengesetzter  Art  sein,  weil  der  Quotient 


Öa  9a 


eine  gerade  Function  ist.  Die  Faktoren  von  I\  lassen  sich  also  paarweise 
zusammenfjissen,  sodass  immer  der  eine  gerade,  der  andere  ungerade  ist. 

Wären  nur  solche  Produkte  vorhanden,  so  wäre  die  Anzahl  der  ge- 
raden Theta  gleich  der  der  ungeraden,  was  nicht  der  Fall  ist. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  auf  diejenigen  I\^  welche  nur  gleichartige 
Faktoren  enthalten,  so  haben  wir  ein  System,  das,  was  die  Gruppierung  an- 
betrifft, genau  analog  ist  dem  System  der  Thetafunctionen  von  p  —  n  ^  a 
Variabeln. 

Gehört  x  der  Gruppe  G  an,  so  ist  P^x  =  Pa-  F^i^o  solche  Permuta- 
tion ist  demnach  für  unser  System  als  identische  anzusehen. 

Damit  jP„;,  ebenso  wie  7^«,  ein  Produkt  gleichartiger  Faktoren  sei,  ist 
offenbar  nothwendig  und  hinreichend,  dass  A  sich  zur  ganzen  Gruppe  G 
syzygetisch  verhält.  Dieser  Bedingung  genügt  eine  Gruppe  von  2*'''"'*  l^er- 
mutationen,  unter  denen  aber  die  der  Gruppe  G  mit  enthalten  sind.  Wir 
können  also  eine  zweite  Gruppe  y'  definiren,  von  der  Ordnung  2p —  2W=  2^7, 
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in  der  Weise,  dass  jede  zur  Gruppe  G  syzygetische  Permutation  sich  dar- 
stellt in  der  Form  xX^  wo  x  der  öruppe  ö,  X  der  Cxruppe  G'  angehört. 

Die  Perrautationen  der  Gruppe  G  sind  dann  die  einzigen,  welche  sy- 
zy gotisch  sind  zu  beiden  Gruppen  G  und  G' .  Folglich  giebt  es  in  der 
Gruppe  G'  ausser  der  Permutation  o  keine  andere,  die  zu  allen  Elementen 
von  G'  syzy gotisch  wäre.  • 

Damit  sind  für  das  System  derjenigen  P^,  die  Produkte  von  lauter 
gleichartigen  Theta  sind,  dieselben  Grundlagen  aufgestellt,  von  denen  wir 
ausgegangen  sind  bei  der  Gruppierung  der  4''  Functionen  Theta.  Die  An- 
zahl der  P^  beträgt  4",  und  es  giel)t  zwei  Arten  der  P«:  Produkte  gerader, 
und  Produkte  ungerader  Theta.  Wir  können  sagen,  dass  drei  Produkte  P«, 
Pß ,  Py  sich  syzygetisch  oder   azygetisch  verhalten,  jenachdem  der  Quotient 


Oy  daß) 


gerade  oder  ungerade  ist.  Wir  können  dann  geschlossene  azygetische  Reihen 
der  P  aufstellen,  die  immer  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Gliedern  be- 
stehen, und  speziell  für  die  Bezeichnung  der  P  eine  Hauptreihe 

P      P  P 

ZU  Grunde  legen,  die  aus  P-Functionen  der  gleichen  Art  besteht,  während 

P1Î8  )  P124   ®tc. 

von    der    entgegengesetzten    Art    sind   wie  die  Functionen  der  Hauptreihe. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =^  p —  i,  also  (t=  i,  so  besteht  das  System' 
der  P  aus  vier  Grössen:  P^^P^^  P^  und  P^,.,;  die  drei  ersten  sind  Pro- 
dukte gerader,  das  letzte  ein  Produkt  ungerader  Theta. 

Für  n  =^  p  —  2   existiren   16  Functionen  P.     Die  sechs  Produkte  un- 
gerader Theta  bilden  eine  geschlossene  azygetische  Reihe: 

P     P  P 

die  Produkte  gerader  sind  dann: 

P123  ^^  P45G)  -^124  ^^  P356)     ^tc. 

Für  w  =  /?  reduzirt  sich  das  System  der  P  auf  eine  einzige  Func^pn, 
und  diese  ist  ein  Produkt  gerader  Theta. 
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iî  3- 

Die  Aufstclliinf2r  cler  quadnitisehen  Itolationoii  unter  den  Thetafuiir- 
tionon  beruht  auf  sehr  einfachen  Sätzen. 

Erstens:    Von  den  Quadraten  der  Thota  sind  nur  2'"  Hnear-unal)him2;io^. 
Zweitons:   Auch  von  den   Produkten 

die  zu  einer  bestimmten  Permutation  oder  halben  Periode  x  gehören,  sind 
nur  2'"  linear-unabhängig.  Diese  Produkte  sind  aber  theils  gerade,  theils 
ungerade  Functionen.  Beschränkt  man  sich  auf  die  geraden,  so  sind  nur 
2^"^  unabhängig;  dasselbe  gilt  von  den  ungeraden. 

Drittens:  Jede  der  Gleichungen,  die  sich  hiernach  zwischen  den  Theta- 
functioneu ergiebt,  bleibt  richtig,  abgesehen  von  den  Vorzeichen  der  ein- 
zehien  Grlieder,  bei  sämmtlichen  4^*  Permutationen  des  Systems.     Aus 

folgt  demniW-'h 

und  aus* 

Z(J„PJ  =  o, 

^{±  A^P^,)  =--  o. 

Auf  die  Vorzeichen  wollen  wir  im  folgenden  wenig  Bücksicht  nehmen,  um 
die  Untersuchung  nicht  zu  complicieren. 

Wir  bezeichnen  durchweg  mit  c^  den  constanten  Werth,  den  eine 
gerade  Function  6^  für  w  ^  o  annimmt,  und  wenn  ö,^  ungerade  ist,  mit 
w„  ihr  lineares  Anfangsglied. 

Fangen  wir  an  mit  dem  Falle  p  ^-^  i.  Hier  existieren  drei  gerade 
Theta:  öi,^3,öy.  Sie  bilden  eine  azy gotische  lleihe,  die  geschlossen 
wird  durch  Ilinzufügung  des  ungeraden  Theta.  Letzteres  kann  ohne  Index 
bleiben. 
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Zwischen  den  Quadraten  von  je  drei  der  Theta  besteht  eine  lineare 
Relation,  deren  Coeffieienton  sieht  leicht  bestimmen  lassen.  Nehmen  wir  z.  IÎ.: 

Dies  wird   durch  die   Permutation    12    iibergeführt  in: 

A.ffi  +A,Hl±  A,f/'  --0. 
Daraus  folfjt,   wenn  man  w  —  o  setzt: 

^1^2  =  ±  A^c], 
Hiernach  orhiilt  die  (iîhûchung  zwischen   6^  ,  6,^ ,  0^   die  Form 

(0  i{+ci0:)^-o, 

und    daraus    wiederum    eroiol)t    sich    für    u  -  -  o  die  l)ekannte  Constan ten- 
relation  : 

(2)  i(±c:)-o. 

a-    1 

Fiir  p  —  2  halben  wir  6  uni^orade  und  10  gerade  Theta.  \\\  den  6 
ungeraden  : 

ö,  ,  #2 ,  . . . ,  öß 

liegt  eine  geschlossene  azygetische  Eeihe  vor.      B\u^^  ^450  ^tc.  sind  die  10 
geraden  Functionen. 

Die  übrigen  sechsgliedrigen  azygetischen  Reihen  gehen  aus  der  Eeihe 
der  ungeraden  hervor  durch  die  15  Permutationen  i  2  ,  13  ,  . . . ,  56.  Sie 
enthalten  jedesmal  vier  gerade  und  zwei  ungerade  Functionen;  z.  B.: 

Aus    den    geraden    'J'heta  allein  lassen  sich  demnach  15   verschiedene  vier- 
gliedrige  azygetische  Reihen  bilden. 

Zwischen  den  Quadraten  von  je  fünf  Thetafunctionen  besteht  eine 
lineare  Gleichung.  Ist  aber  eins  dieser  fünf  Theta  gerade,  die  übrigen 
ungerade,  so  muss  offenbar  der  Coefficient  des  geraden  Theta  gleich  o  sein. 
Es  besteht  also  z.   Ji.  eine  Gleichung: 
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Wendet  inan  hier  die  Permutation  34=  1256  an,  und  setzt  dann  w  =  o, 
so  folgt: 

-^i^26C  ^^^  dt  -'^a^ice* 

Hiernach  bestimmen   sich  die  Coefficienten  A^\  es  ersfiebt  sich: 

aal 

Wir  können  sagen,  dass  hiermit  die  Relation  gegeben  ist,  die  zwischen  vier 
ungeraden  Theta  besteht,  oder  auch,  allgemeiner,  zwischen  irgend  vier 
ïheta,  die  eine  azygetische  Reihe  bilden;  sie  hat  die  Form 

^{±ciei)-o, 

WO  X  diejenige  Permutation  bedeutet,  durch  die  alle  vier  Theta  in  gerade 
übergeführt  werden. 

Nehmen  wir  speciell  die  vier  Functionen  als  gerade  an,  so  haben  wir: 


(3) 

T{±cie':)^o, 

und  für  u  ^  0: 

(4) 

5:(±o  =  o. 

Diese  viergliedrige  Gleichung  stellt  ein  System  von  15  verschiedenen  Re- 
lationen zwischen  den  Anfangsgliedern  der  10  geraden  Theta  dar,  da  sich 
aus  den  geraden  Theta  1 5  verschiedene  viergliedrige  azygetische  Reihen 
bilden  lassen. 

Gehen  wir  jetzt  über  zu  den  Produkten 

die  zu  einer  der  15  halben  Perioden  gehören.  Unter  diesen  acht  Pro- 
dukten giebt  es  vier,  deren  Faktoren  gleichartig  sind,  und  zwar  drei  Pro- 
dukte gerader,  ein  Produkt  ungerader  Theta.  Zwischen  je  drei  dieser  vier 
Functionen  besteht  eine  lineare  Gleichung;  alle  vier  bilden  eine  geschlossene 
azygetische  Reihe.  Nennen  wir,  allerdings  abweichend  von  der  zuerst 
gewählten  Bezeichnung  der  Theta,  I\  ^  P^  ^  P^  die  drei  Produkte  erster 
Art,    so    können    wir,    da    die    Verhältnisse   genau  so  liegen,   wie  bei  den 
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Quadraten    der   Thetafunctionen    von   einer   Variabeln,  die  beiden  Formeln 
aufstellen  : 


8 


(5)  Z(+;,«P„)-o, 

(6)  h±pl)^-o, 


WO  p^  den  Werth  von  P^  für  u  =  o  bedeutet. 

Kehren  wir  zurück  zur  ursprünglichen  Bezeichnung  und  wühlen  etwa 
für  X  die  Permutation   56.     Es  sind  dann 

"145  "u6  J     ^246  "240  )     ^34ß  ^346 

die  drei  zugehörigen  Produkte  gerader  Theta.  Somit  bestehen  die  Pola- 
tionen  :  ^ 

8 
8 

^(±cl,,cl,,)  =0. 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  ziehn  wir  eine  weitere  Folgerung. 
Wir  wenden  die  Permutation  46  an,  wodurch  ö«4c  in  ö^,  #«,5  in  ö^sc  über- 
geführt wird,  und  beschränken  uns  auf  die  Anfangsglieder.    So  ergiebt  sich: 


(7)  ^(±Cai,c,,,c,,,u,)  =  o. 

a  - 1 

Wir  können  dieser  Gleichung  auch  die  Form  geben: 

8 


X ,  A  und  xX  bedeuten  hier  diejenigen  drei  Per  mutationen,  die  gleichzeitig 
^1  j  ^2  >  Ö3  ^^  gerade  Functionen  überführen.  Da  6^  ,  ö,  und  ö,  irgend 
drei  der  sechs  ungeraden  Functionen  sein  können,  so  ist  hiermit  allgemein 
die  Beziehung  zwischen  den  Anfangsgliedern  dreier  ungeraden  Theta  dar- 
gestellt. 

Bilden  wir  jetzt  die  entsprechenden  Gleichungen  für /?  =  3.  Zunächst 
kann  man  sagen,  dass  zwischen  den  Quadraten  von  neun  Thetafunctionen 
immer  eine  lineare  (rleichung  Ix^steheu  muss.      Es  gilt  aber  der  Satz,  dass 
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schon  sechs  Theta  durch  eine  solche  Gleichung  verbunden  sind,  falls  sie 
eine  geschlossene  azygetische  Reihe  bilden.  Wenn  dies  zugleich  lauter 
gerade  Functionen  sind,  so  hat  die  Eelation  die  einfache  Form: 

(8)  i(±cl8l)  =  o. 

a-l 

Um   dies  zu  beweisen,  denken  wir  uns  zunächst  für  die   Bezeichnung 

der  64  Theta  eine  azygetische  Beihe   öj  ,  f^g , Ö7  von  lauter  ungeraden 

Theta  zu  Grunde  gelegt.  Die  Functionen  6^^..  sind  dann  gerade,  Oaßyds 
w  iederum  ungerade,  der  Combination  1 2  ...  7  entspricht  eine  gerade  Func- 
tion. Wir  fügen  diese  letztere,  als  ö.,  der  Hauptreihe  hinzu.  Eine  drei- 
gliedrige Combination,  die  das  Element  8  enthält,  bezeichnet  dann  nicht 
eine  gerade,  sondern  eine  ungerade  Function. 

Nehmen  wir  nun  die  acht  Functionen  der  Hauptreihe  und  ausserdem 
irgend  eine  andere  Function,  etwa  ö^jg.  Wir  können  dann  die  Gleichung 
aufstellen  : 

8 
-^^678   =    ^,  (-^a^a). 

Da  0^  die  einzige  gerade  Function  ist,  die  in  dieser  Gleichung  vorkommt, 
so  muss  der  Coefficient  A^  gleich  o  sein.  Dasselbe  gilt  von  A^  und  -4^; 
denn  durch  die  Permutationen  68,  78  gehen  alle  Functionen  in  ungerade 
über,  ausgenommen  das  eine  Mal  ög,  das  andre  Mal  Ö7.  Demnach  lautet 
die  Gleichung  so: 

6 

Wendet  man  die  Permutation   18  an,  und  setzt  dann  m  =  o,  so  ergiebt  sich: 

♦  ACl^^  =  +  A^c^, 

Hiernach  bestimmen  sich  die  Coefficienten  f olgendermassen  : 

5 

^8  ^678   =    -^^  (i  ^a67  öj, 

und  dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem  aufgestellten  Satze.  Denn  #j, 
Ög ,  . . . ,  Ö5  und  #678  =  Ö12345  bilden  eine  geschlossene  azygetische  Keihe, 
und  67  ist  diejenigen  Permutation,  die  alle  sechs  Functionen  in  gerade 
überführt. 
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Der  Satz  ist  damit  auch  allgemein  bewiesen.  Denn  nehmen  wir  an, 
es  liege  eine  geschlossene  azygetische  Keihe  von  sechs  Theta  vor.  Wenn 
wir  (las  letzte  Glied  fortlassen,  so  können  die  fünf  übrigen  zu  einer  sieben- 
gliedrigen  azygetischen  licihe  ergänzt  werden,  und  es  giebt  eine  Permuta- 
tion, die  diese  sieben  Theta  in  lauter  ungerade  überführt. 

Gehen  wir  zu  den  Produkten 

über,  die  einem  bestimmten  x  entsprechen.  Unter  diesen  sind  i6  gerade 
Functionen,  davon  6  Produkte  ungerader  Theta.  Die  letzteren  bilden 
wieder  eine  geschlossene  azygetische  Reihe.  Ausserdem  sind  von  den  i6 
P^  nur  2^"^— -4  linear-unabhängig.  Hiernach  ist  klar,  dass  zwischen  ihnen 
genau  dieselben  Üelationen  bestehen  wie  zwischen  den  Quadraten  der  i6 
Thetafunctionon  von  zwei  Variabein.  Sind  speciell  I\  ^  P^ ,  F^ ,  P^  vier 
der  i6  Functionen,  die  eine  nicht  geschlossene  azygetische  Reihe  bilden, 
so  muss 

(9)  r(±2)„,P„)  =  o 

sein,  wobei  A  diejenige  Permutation  bedeutet,  die  alle  vier  Functionen  in 
Produkte  gerader  Theta  überführt,  p^x  bedeutet,  wie  früher,  den  Werth 
von  P^x  fiir  w  =  o. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  GöPEL'sche  Gruppe  zweiter  Ordnung:  {o^x,XyxX), 
und  bilden  die  Produkte 

Qa   =    ö«  ßax  OaX  6axX  • 

Es  existieren  drei  solche  Produkte  —  nennen  wir  sie  Q^  ,  Q.^ ,  Q^  — ,  die 
aus  lauter  geraden  Faktoren  bestehen,  und  ein  Produkt  ungerader  Fak- 
toren,  (^133.     Die  Werthe  der  drei  ersteren  für  ti  =^-  o  bezeichnen  wir  mit 

So  gehört  zu  jeder  GOPEL'schen  Gruppe  zweiter  Ordnung  ein  System 
von  drei  Constanten.     Diese  sind  jedesmal  durch  eine  Gleichung 

3 

(10)  'ZC+gJ-o 


vei'bunden,  welche  entspricht  der  (xleichung 

i{±p:;)=-o 


Digitized  by 


Google 


über  die  Moduln  der  ThetafunctioDen.  253 

für  ^  =  2,  und  der  Grleichung 

für  p  =^  \,  Die  Formel  ist  leicht  zu  beweisen,  wenn  man  die  Produkte 
Q,j,  auflöst  in  F^P^x-  ^i  >  ^3  5  ^^s  sind  dann  drei  Produkte  gerader  Theta, 
und  sie  verhalten  sich  azygetisch;  man  kann  noch  ein  viertes  Produkt 
gerader  Theta  P^  hinzufügen,  sodass  P^  ,  P^ ,  P^  y  P^  eine  nicht  geschlos- 
sene azygetische  Eeihe  bilden.     Alsdann  besteht  die  Gleichung: 

a=«  1 

und  aus  ihr  folgt: 

4 

5:,  (±  PaPax)  =  O. 

Nun  kann  Q^  nicht  aus  lauter  geraden  Faktoren  bestehen;  P^^  verschwindet 
demnach  für  u  =  o,  und  wir  erhalten: 


8 

1 

oder: 


2^,  (±  PaPuù    --=   O, 


8 

I 


S(±<?«)  =  o. 


J>ie  Anfangsglieder  w^  der  ungeraden  Theta  sind  homogene  lineare 
Functionen  von  drei  unabhängigen  Veränderlichen  und  es  muss  deshalb 
zwischen  je  vier  dieser  Grössen  w«  eine  lineare  Gleichung  bestehen.  In 
einfacher  Form  lassen  sich  diese  linearen  Gleichungen  nur  dann  darstellen, 
wenn  die  vier  entsprechenden  Functionen  %ine  azygetische  Eeihe  bilden. 
Aber  diese  speciellen  linearen  Kelationen,  die  man  azygetische  nennen  könnte, 
genügen  vollständig,  um  sämmtliche  28  Ug,  durch  drei  unter  ihnen  aus- 
zudrücken. 

Nehmen  wir  demnach  irgend  vier  ungerade  Theta  an  :  Öj ,  ö^ ,  Ö3 ,  Ö^ , 
die  sich  gegenseitig  azygetisch  verhalten.  Wir  können  dann  diese  Reihe 
durch  Hinzufügung  dreier  neuen  ungeraden  Functionen:  Ö^,  Ö^,  8^  zu 
einer  Hauptreihe  ergänzen. 
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Stellen  wir  die  Ausdrücke  auf 

^aiB^a5T  (a- 1,2, 3, 4) 

Dies  sind   Produkte  gerader  Theta,  gehörig  zur  Permutation  x  =  67.     Es 
besteht  also  zwischen  ihnen  die  Gleichung: 


welche  durch  die  Permutation   56  übergeführt  wird  in: 

4 

2^f±C«5eC«57ÖaÖ,67)=0, 
a  — 1 

und  hieraus  folgt,  wenn  wir  uns  auf  die  Anfangsglieder  beschränken: 

4 

2^(±CaC6^«57^a67W«)  =  0. 
a  — 1 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

4 

(11)  ^A±Ca.Ca)C^,U,)--^0, 


WO  XjX  und  xX  die  Permutationen  56,57,67  bedeuten,  die  gleichzeitig 
alle  vier  ungeraden  Functionen  ö,  ,  #„ ,  6^  und  6^  in  gerade  überführen. 
Es  sind  dies  nicht  die  einzigen  Permutationen  welche  diese  Eigenschaft 
haben;  es  gehört  dazu  auch  noch  die  Permutation  1234.  Wir  müssen 
daher  sagen:  Zwischen  den  Anfangsgliedern  von  vier  ungeraden  Theta, 
die  sich  zu  einander  azygetisch  verhalten,  besteht  die  Gleichung  (11),  in 
der  XyX  und  xX  die  drei  von  1234  verschiedenen  Per  mutationen  bedeuten, 
die   #j  ,  #j ,  #3   und    6^  in  gerade  Functionen  überführen. 

Alles  dies  sind  Identitäten.  Es  giebt  aber,  schon  für  p  =  3,  Systeme 
von  nicht- identischen  Gleichungen,  die  auf  der  KiRMANN*schen  Theorie 
beruhn  und  doch  in  sehr  enger  Beziehung  zu  den  hier  entwickelten  Iden- 
titäten stehn. 

Betrachten  wir  einen  Augenblick  die  AßEL'schen  Functionen  von  p 
Variabein  in  der  Biem  ann 'sehen  Theorie.  Sie  werden  ausgedrückt  als  ra- 
tionale symmetrische  Functionen  von  p  Werthepaaren 

(^a  ,  Va)}  (a-l.ï,...,/») 
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die  alle  derselben  Œeichunjj  (t(x,j/)==o  vom  Hange  oder  Geschlechte  p 
e^enügen;  ihre  Klasse  ist  identisch  mit  der  Gresammtheit  dieser  rationalen 
Functionen.  Die  Variabein  und  damit  auch  die  Anfangsglieder  u^  der 
ungeraden  Thcta  werden,  gleichfalls  symmetrisch,  ausgedrückt  durch  Inte- 
grale ei'stf'^r  (Jattung,  und  zwar  in  der  Form: 


Offenbar  müssen   die   H^  denselben  linearen  Gleichungen  genügen  wie  die 
M«,   ausserdem   aber   einer  Anzahl   nicht-linearer   (Heichungen,    da  sie  alge- 
braische Functionen  einer  Variabein  sind. 
Setzt  man  spccieller: 

w«  =  f  n,{x,y)dx, 


XyV 


indem  man  beide  Grenzen  als  variabel  ansieht,  so  gehen  die  ABBL*schen 
Functionen  über  in  rationale  Functionen  von  [x ,  y)  und  {x\  y'),  die  ge- 
raden in  symmetrische,  die  ungeraden  in  altemirende.  Der  Quotient  zweier 
ungeraden  Theta  aber  wird  ein  Produkt  zweier  Faktoren,  von  denen  der 
eine  nur  von  [x^y)  abhängt,  der  andere  dieselbe  Function  von  {x\y')  istv 
Die  Faktoren  bestimmen  sich,  indem  man  beide  Punkte  zusammenfallen 
lässt;  man  findet  leicht: 


9a{n)  ^   sJlUx,y)s,/Ha{x\  y') 
U^)    \rH,,{x  ,'y)  y/'Hß(7;Y)' 

Daraus  geht  hervor,  dass  man  im  Geltungsbereich  der  EiEMANN'schen 
Theorie  —  die  aber,  wenn  p  >  3  ist,  nicht  die  allgemeinen  AßEL'schen 
Functionen  umfasst  —  den  Thetarelationen  genügen  kann,  indem  man  für 
jedes  ungerade  Theta  setzt: 


ffa  =  Ç^'  \lHa(x  ,  y)  yjHaQe,  y), 
oder,  wenn  wir  die  //«  mit  u^  und  i/^  bezeichnen: 

^a  =  F- V^'«  y/^a- 
Zwischen    dio.sen    ?/,,    beistehen    diesell)en    linearon    Relationen  wie  zwischen 
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den  Anfangsgliedern  der  ungeraden  Thêta.  Die  Aufgabe  ist  jetzt,  die 
nicht-linearen  homogenen  Gleichungen  zwischen  den  u^  zu  finden. 

Für  /?  =  3  oxistirt  im  Wesentlichen  nur  eine  solche  (xleichung,  die 
vom  viert<3n  (ilrade  ist.  Wenn  wir  sie  in  einer  grossen  Anzahl  verschie- 
dener Formen  aufstellen,  so  müssen  aus  einer  alle  iibrigen  folgen,  indem 
man  die  linearen  Gleichungen  zwischen  den  w,,  und  den  c^  zu  Hülfe  nimmt. 

Wir  stützen  uns  auf  einen  bekannten  algebraischen  Satz.  Sind  a?, , 
^2  >  •  •  •  )  ^21.  lineare  homogene  Functionen  von  n  Veränderlichen,  welche 
identisch  einer  (xleichungr 


genügen,  imd  ist 


s  iffa^.)  -  O 


«4  1 


die    Gleichung,    durch    die    i^^j  ,  ic, ,  . . . ,  ic«+i    verbunden  sind,  so  ist  noth- 
wendig: 


A 


Ist  ferner 


die  Gleichung,  welche  x^  ^  x^  ^  •  •  •  >  ^«  ^iid  .r„^,  verbindet,  so  ist  auch 


tm-o- 


«^1  ^  ^- 

Diesen  Satz  können  wir  anwenden  auf  die  Relationen  zwischen  den  Pro- 
dukten Pa"^  ^a^ax'  ^^  glcbt  scchs  P^j  ^^^  Produktc  ungerader  Theta 
sind;  nennen  wir  sie  Pj  ,  P^ ,  . . . ,  jPg.  Durch  die  Permutation  56  werden 
die  ersten  vier  in  Produkte  gerader  Theta  übergeführt.  Es  besteht  also 
die  Gleichun«: 


4 


2  (+   Pa^oPa)  =  O. 


a-1 


Den  Gleichungen  wird  genügt,  wenn  wir  S^  durch  yjua  v^'«  )  ^^^o  1\  durch 
\'y^a}Jyvi  ersetzen,  wo 
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ist,  und  w«  dieselbe  Function  von  rc',  \f  bedeutet.     Dies  giebt: 

4 

Hieraus    folgt,    dass    die    vier    Grössen  y^w;  ,  \/w~^  ,  yjw^ ,  yw^    durch  zwei  li- 
neare Grieichungen  verbunden  sind,  und  dass,  wenn  wir 

8 

setzen,  nothwendig 

rï  \   ^«««/ 

sein  muss. 

Wir  sind  offenbar  berechtigt,  in  dieser  Gleichung  die  Combination  56 
auch  durch  45  oder  46  zu  ersetzen.  Somit  haben  wir  drei  Gleichungen, 
die  mehr  als  ausreichen,  um  die  Verhältnisse  von  A] ,  A]  und  ^3  zu  be- 
stimmen.    Sie  werden  erfüllt,  wenn  man  AI  proportional 

PaisPaiùPaiS  («  =  1.2,8) 

annimmt;  ^  denn  es  besteht  die  Gleichung: 


aiBs  1 

die  zur  Kategorie  der  Formeln  S(±  q^)  =  o  gehört.    Wir  erhalten  demnach: 

8 
(12)  ^,  (±  yJPaAùPaiS  Vais  W«)  =  O. 


*  Eigentlich  folgt  aus  unsern  Formeln  nur,  dass  diese  Produkte  proportional  ±Aa 
sind.  Dass  Aa  =  +  PaisPaAoPa&ß  gesotzt  werden  darf,  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Vor- 
zeichen in  der  Gleichung 

8 
E   (  ±  PaAS  Vaiß)  =  o 

«=1 
übereinstimmen  mit  den  drei  ersten  Vorzeichen  der  Gleichung 

4 

E   (±i>a66P«)  =  0, 

was  leicht  zu  beweisen  ist. 

Åeta  maÜwmaUea,    27.    Imprimé  lo  10  janvier  1903.  33 
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Vergleichen    wir    dies    mit    Formel    (7).     AVir    sehen    dann,  dass  die  Rela- 
tionen zwischen  den  sechs  Wurzelfunctionen 


yw«   —  \UaUax 

genau  dieselben  sind  wie  die,  welche  für  p  =  2  zwischen  den  Anfangs- 
gliedern der  ungeraden  Theta  bestehen,  nur  dass  an  die  Stelle  der  c^  die 
Quadratwurzeln 

treten.  Aber  diese  Grössen  sjfa  sii^d  ^^^ch  ihrerseits  durch  dieselben  Gleich- 
ungen verbunden,  wie  die   10  Grössen  c«  î^^  Falle  ^  =  2. 

Da  die  w„  lineare  Functionen  von  drei  Variabeln  sind,  so  haben  wir 
hier,  in  verschiedenen  irrationalen  Formen,  die  Gleichung  einer  Curve 
vierten  Grades.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen  beträgt  63  .  20, 
als  Coefficienten  treten  auf  die  Werthe,  welche  die  geraden  Theta  und 
die  Ableitungen  der  ungeraden  für  m  ^  o  annehmen. 


§  4. 

Für  die  AßEi/schen  Functionen  von  vier  Variabein  besteht  unsre 
Aufgabe  vorläufig  nur  darin,  diejenigen  Gleichungssysteme  aufzustellen,  die 
den  für  p  =  3  gefundenen  genau  analog  sind. 

Die  Eelationen  zwischen  den  Quadraten  der  Theta  übergehen  wir  und 
gehen  bald  zu  den  Produkten 

Über.  Halten  wir  x  fest;  dann  existiren  64  solche  Produkte,  welche  ge- 
rade Functionen  sind,  und  von  diesen  sind  nur  2^*"^  =  8  linear  unabhängig. 
Hieraus  allein  folgt  schon,  dass  zwischen  den  P«  genau  dieselben  Dela- 
tionen bestehen,  wie  zwischen  den  Quadraten  der  Thetafunctionen  von  drei 
Variabein.     Speciell  gilt  also  der  Satz: 

Zwischen  je  sechs  Functionen  1\  die  eine  geschlossene  azygetische 
Keihe  bilden,  besteht  die  Gleichung 

(13)  i:{±p„,p,:)^o, 
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wo  A  diejenige  Permutation  bedeutet,  die  alle  6  Functionen  in  Produkte 
gerader  Theta  überführt. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  136  Constanten  c  lassen  sich  in  fol- 
gender Weise  zusammenfassen.  Wir  nehmen  eine  GöPEL'sche  Gruppe 
{OyXyXyXk)  und  denken  uns  die  Produkte  gebildet; 

Es  giebt  16  solche  Produkte,  die  lauter  gleichartige  Faktoren  enthalten, 
davon  10  Produkte  gerader  Theta.  Die  Werthe,  welche  diese  letzteren 
annehmen  für  w  =  o,  bezeichnen  wir  mit  q^. 

Aus  diesen  10  Grössen  q^  lassen  sich  auf  15  verschiedene  Arten  vier 
auswählen,  die  eine  azygetische  Reihe  bilden;  diese  vier  sind  jedesmal  durch 
eine  Gleichung 

(14)  Ti±ga)  =  o 

verbunden.  Es  ist  dies  dasselbe  Gleichungssystem  welches  besteht  zwischen 
den   10  Grössen  pl  für  /?  =  3,  und  den  c*  für  ^  =  2. 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen.  Sei  q^  y  q^  j  q^  y  q^  eine  der  1 5  azy- 
getischen  lleihen.     Wir  können 


Qa   =  PaP. 


aX  (a=l, 2,3.4) 


setzen.  P^  ^  P^^  P^^  P^  sind  dann  Produkte  gerader  Theta,  die  ebenfalls 
eine  azygetische  Reihe  bilden.  Ergänzen  wir  diese  zu  einer  geschlossenen 
durch  Hinzufügung  zweier  Glieder  P^ ,  P«,  die  auch  Produkte  gerader  Theta 
sein  sollen.     Dann  besteht  die  Gleichung: 


S(+i>„P,)=o, 

aal 

und  daraus  folgt: 

6 

Dies  giebt  für  w  =  o: 

4 
2^,  (±  PaP<a)  =  o, 
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oder: 

4 


a»l 


denn   Qq  und   Q^  können  nicht  Produkte  von  4  f^eraden  Theta  sein. 

Von  jetzt  ab  machen  wir  die  Voraussetzung,  dass  es  sich  nicht  um 
die  allgemeinen  AßEi/schen  Functionen  von  vier  Variabein  handle,  sondern 
um  die,  welche  der  HiEMANN^schen  Theorie  entsprechen.  Wir  können 
dann,  genau  wie  im  Falle  ^  =  3,  sagen:  Es  muss  möglich  sein,  den  sämmt- 
lichen  Thetarelationen  zu  geniigen,  indem  man  für  jedes  ungerade  Theta 
den  Ausdruck 

substituirt.  Dabei  bedeuten  die  u^  lineare  Functionen  von  vier  Variabein, 
die,  was  ihre  Coefficienten  anbetrifft,  übereinstimmen  mit  den  Anfangs- 
gliedern der  entsprechenden  Theta.  Aber  die  Varial)eln  sind  nicht  un- 
abhängig, sondern  proportional  algebraischen  Functionen  einer  Veränder- 
lichen X,  sodass  zwei  verschiedene  homogene  aber  nicht  lineare  (xleichungen 
zwischen  den  u^  bestehn.  Die  u'^  sind  dieselben  Functionen  von  einer 
zweiten  Variabein  x\ 

An  die  Stelle  von  I\  tritt,  wenn  I\  das  Produkt  zweier  ungeraden 
Theta  ist: 

wo 

ist.  Nun  nehmen  wir  an,  wir  hätten  eine  sechsgliedrige  geschlossene  azy- 
getische  Reihe  von  Produkten  ungerader  Theta: 

P     P  P 

X  sei  diejenige  Permutation,  die  alle  sechs  Grössen  in  Produkte  gerader 
Theta  verwandelt.     Aus  der  Gleichung 


folgt  dann: 


a— 1 


« 

1 

a=l 
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Da  die  w«  von  einer  andern  Variabein  abhängen,  als  die  w^,  so  müssen 
wir  hieraus  schliessen,  dass  je  vier  der  sechs  Grössen  y^^  durch  eine  li- 
neare Gleichung  verbunden  sind.     Setzen  wir  demnach  an: 

4 

SO  folgt  aus  dem  algebraischen  Hülfssatz  den  wir  im  vorigen  Paragraph 
aufgestellt  haben,  dass  die  Coefficienten  A^  die  Bedingung  erfüllen  müssen 

t\\        Vax) 

Wenn  femer  D^  ,  D^  y  B^ ,  B^  die  Coefficienten  derjenigen  Gleichung  sind, 
die  zwischen  y/^ ,  yjw^ ,  y/^  und  y/^  besteht,  so  muss 


h  V"      Val     J 


sein. 

Die  64  Grössen  F^  verhalten  sich  so,  wie  die  Thetafunctionen  von  drei 
Argumenten.  Denken  wir  uns  nur  P^  ,  P^ ,  P^ ,  P^  gegeben,  so  können 
wir  diese  Reihe  durch  Hinzufügung  von  drei  neuen  Produkten  ungerader 
Theta:  P^  ,  P^  und  P^,  zu  einer  Hauptreihe  ergänzen.  Verstehen  wir  dann 
unter  P5  die  Function  P^,  so  ist  X  =  up  diejenige  Permutation,  die  alle 
sechs  Functionen  P^ ,  P^ ,  . . . ,  P^  in  Produkte  gerader  Theta  überführt. 
Ebenso  können  wir  aber  P^  und  P^  für  Pg  nehmen.  Zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  in  der  Relation 

haben  wir  demnach  die  drei  Gleichungen: 


{X'llV,ILp,Vp) 


Diese  Gleichungen  werden  erfüllt,  indem  man 

■^a  PofUßPa/tpPavp 


*   In  Bezug  auf  die  Vorzeichen  gilt  hier  dasselbe  wie  in  der  entsprechenden  Be- 
trachtung für  ^  =  3. 


Digitized  by 


Google 


262  F.  öcbottky. 

setzt;  denn  die  Formel 

4 

gehört  in  die  Kategorie  der  Gleichungen 

Die  Gleichung  zwischen  den  vier  Wurzelgrössen  lautot  demnach: 

4 

(15)  ^^  (+   yJPa[ivï>afipPa.p^ya)  =  O. 

Es  sind  dabei  fxv  ^  [xp  und  v^  diejenigen  drei  von  1234  verschiedenen  Per- 
mutationen, die  gleichzeitig  P^  ^  F^^  P,  und  P^  in  Produkte  gerader  Theta 
überführen.  Vergleicht  man  dies  mit  der  Formel  (11)  im  vorigen  Para- 
graphen, so  sieht  man: 

Zwischen  den  28  Wurzelgrössen  y/w^  =  v/?'«v«xj  ^^^  ^^^  einer  halben 
Periode  x  gehören,  bestehn  genau  dieselben  linearen  llelationen,  wie  zwischen 
den  Anfangsgliedern  der  28  ungeraden  Thetafunctionen  von  drei  Vari- 
al)eln;  allerdings  mit  der  Modification,  dass  an  Stelle  von  c^  überall  y/y^l  z^i 
setzen  ist. 

Pie  Frage  ist  jetzt:  Sind  die  36  Grössen  y/]?^  auch  genau  durch  die- 
selben Gleichungen  verbunden,  wie  die  c^  für  ^  =  3  ?  Dass  dies  der  Fall 
ist,  geht  ebenfalls  aus  unsern  Betrachtungen  hervor. 

Denken  wir  uns  eine  Hauptreihe  gewählt: 

P\)  P^}  •  '  '  )  Pi 

und  bezeichnen  mit  Ä  die  Coefficienten  der  Gleichung,  die  zwischen  y^^, 
yjw^ ,  v^w^  und  y/w^  besteht,  mit  B  die  der  Gleichung,  die  besteht  zwischen 
den   drei   ersten   Grössen  und  y/wg.     Diese  Coefficienten  sind  uns  bekannt: 


A  =    ±  y/VaSePaßlPaBU  (a  =  l,«,8,4) 


Ba=    +   \/PaiePai7}>aßl'  (a=l,S,3,5) 


Nun  ist  aber: 
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denn  67  ist  diejenige  Permutation,  welche  die  geschlossene  lleihe 

P     P  P     P 

in  Produkte  gerader  Theta  überführt.     Daher  folgt: 

s 

Wenn  man  hier  die  Grössen  y/p  durch  c  ersetzt,  so  bekommt  man  eine 
der  Kelationen  ^{+q„)  =  o,  die  für  />  ==  3  bestehen.  Da^s  hier  die  g^  zu 
der  speciellen  syzygetischen  Gruppe  (0,45,67,4567)  gehören,  ist  un- 
wesentlich; denn  man  kann  für  /)  =  3  die  Hauptreihe  Öi,  #2,  •••,  ^7  so 
wählen,  dass  #4  in  #5,  und  ebenso  8^  in  6j  durch  vorgeschriebene  Per- 
mutationen Å  ,  /i  übergehn,  vorausgesetzt  nur,  dass  A  ,  /i  sich  syzygetisch 
verhalten.  Demnach  können  wir  sagen  da,ss  für  /?  =  4  im  RiEMANN'schen 
Falle  zwischen  den  Grössen  y^'p  genau  dieselben  Relationen  bestehen,  wie 
im  Falle  /?  =  3  zwischen  den  c. 

Lösen  wir  jetzt  die  Produkte  p,^  auf  in  r«c«;,,  so  haben  wir  folgenden 
Satz: 

Wenn  G  irgend  eine  GOPKL*sche  Gruppe  dritter  Ordnung  ist,  so 
existiren  drei  zugehörige  Produkte 


R^==U{0,;) 


(a=l,a  8) 


(erstreckt  über  die  8  Elemente  x  von  G),  die  lauter  gerade  Faktoren  ent- 
halten, und  somit  drei  Constanten  r,  ,  r^ ,  ?g,  die  Werthe  der  R^  für  w  =  o. 
Diese  drei  Constanten  sind  stets  durch  eine  Gleichung 

(16)  yjV,±y/7,  +  yJr,  =  0 

verbunden. 

Wir  haben   demnach  ein   System  von  so  vielen  Gleichungen,  als  ver- 
schiedene (iöPKi/sche  Gruppen  dritter  Ordnung  existiren,  d.  h. 

(4'  —  0(4'  —  i)(4'  —  0  =  240975. 

Sie  sind  nicht  erfüllt  bei  willkürlichen  Werthen  der  10  Periodicitätsmoduln, 
stellen  aber  nur  eine  Beziehung  zwischen  ihnen  dar,  sodass  eine  einzige 
solche  (ileichung  mit  Notli wendigkeit  alle  ül)rigcn   nach  sich  zieht. 
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Diese  Gleichung 


8 

I 

2-1 


Sf+s/rJ-O 


entspricht  den  (jfleiclmngen 


2^,  (±  q,)  ■=  o     für     p  =  3, 

31=  I 

3 

T{±pl)=-o     für     p  =  2, 

8 

^  (±  ^«)  =  O     für     />=  I. 


a=l 


Wir  wollen  die  vier  Gleichungen  zusammenfassen.  Bezeichnen  wir  die 
vierten  Potenzen  der  Moduln  durchweg  mit  6\.  Es  sei  jetzt,  bei  belie- 
bigem /?,  eine  GöPEL'sche  Gruppe  von  der  Ordnung  p —  i  gegeben. 
Wenn  wir  uns  dann  die  Produkte  gebildet  denken 

X 

erstreckt  über  die  2^"^  Elemente  von  G,  so  giebt  es  darunter  genau  drei, 
die  aus  lauter  geraden  Faktoren  bestehn.  Diesen  entsprechen  drei  Con- 
stanten : 

und  zwischen  diesen  drei  Constanten  besteht,  für  /0=i,  />=2,  yO  =  3, 
und  für  />  =  4  im  lii  EM  ann 'sehen  Falle,  die  Gleichung: 

|(±''-te)=o. 

AVir  haben  gesehen,  dass  zwischen  den  28  Wurzelf unctionen  y/w^,  die 
zu  einem  bestimmten  x  gehören,  genau  dieselben  Belationen  bestehen,  wie 
zwischen  den  Anfangsgliedern  der  28  ungeraden  Tlietaf unctionen  von  drei 
Variabein,  mit  dem  Unterschied,  dass  an  die  Stelle  von  c^  überall  yjp^ 
tritt.  Aber  diese  36  Grössen  y/pa  genügen  ebenfalls  genau  denselben  Gleich- 
ungen wie  die  c^. 

Nun  hatten  wir  für  p  ^  Z  ein  System  nicht  linearer  Gleichungen  auf- 
gestellt, repräsentirt  durch  die  Formel 

8 

^,  (±  V^Pa4öl>a4cPu5cWa)  ^  O« 
a=  1 
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Dies  sind  20 .  63  Gleichungen,  da  wir  einerseits  die  Indices  i  ,  2  ,  . . . ,  6 
beliebig  vertauschen  können,  andrerseits  x  eine  beliebige  von  63  Permuta- 
tionen bedeutet.  Aber  alle  diesen  Formeln  stellen,  wenn  wir  uns  die  li- 
nearen Beziehungen  zwischen  den  w«  gegeben  denken,  im  Wesentlichen 
nur  eine  hinzutretende  neue  Beziehung  dar;  eine  einzige  zieht  alle  übrigen 
mit  Nothwendigkeit  nach  sich. 

Stellen  wir  nun  die  entsprechende  Formel  auf  für  ^  =  4.    Wir  wählen 
eine  Permutation  A,  die  zu  x  syzygetisch  ist,  und  setzen 

Q  a  =  Pa  Pal  =  ^a  ^ax  ^ak  ^axk  • 


Entsprechend  : 


Wa  =  W«W«x, 


^a  =  W.  W^j,  =  Ua  W«  Kx  KxX  - 


Zur  Gruppe  (o,x,^,x^)  gehören  16  Produkte  gleichartiger  Thêta, 
wovon  6  lauter  ungerade,  10  lauter  gerade  Theta  enthalten.  Die  6  ersteren 
mögen  durch  Çi ,  ft ,  . . . ,  Ç,  hezeichnet  werden.  Wenn  wir  dann  die  Gleich- 
ung aufstellen: 

s 

(17)  51  (+  v/gf«4j  j«4«  q^  ««)  =  O 

und  damit  zugleich  alle  die  ins  Auge  fassen,  die  aus  ihr  entstehen  ein  mal 
durch  Vertauschung  der  Indices  i  ,  2 ,  . . . ,  6,  zweitens  dadurch,  dass  wir 
zwar  X  festhalten,  aber  A  variiren,  dann  können  wir  sagen,  dass  eine  dieser 
Gleichungen  alle  übrigen  nach  sich  zieht.  Da  nun  der  Ausdruck  links 
völlig  symmetrisch  von  x  und  X  abhängt,  so  muss  für  die  Variation  von 
X  dasselbe  gelten.  Wenn  wir  demnach  das  Gleichungasystem  (17)  gelten 
lassen  für  jede  GöPEL'sche  Gruppe  (o ,  y ,  A ,  xA),  so  tritt  damit  zu  den 
beiden  Gleichungen  zwischen  den  Variabein  w  ,  w',  w",  u'",  die  durch  die 
Kelationen  zwischen  den  Wurzelfunctionen  definirt  werden,  nur  eine  neue 
Gleichung  hinzu.  Allerdings  sind  die  u^  dann  nicht  mehr  lineare  Func- 
tionen von  vier  unabhängigen  Grössen,  und  auch  nicht  mehr  algebraische 
Functionen  einer  Veränderlichen,  sondern  Constanten.  Wir  haben  damit 
auch  jedem  ungeraden  Theta  eine  bestimmte  Constante,  ti«,  zugeordnet. 

Ääa  mathmaHea.    27.    Imprimé  le  10  Janvier  1908.  34 
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Bezeichnen   wir  diese  constanten  Grössen  der  Gleichmässigkeit  w^en 
ebenfalls  mit  c«,  so  nimmt  die  Gleichung  (17)  die  Form  an: 

a  —  1 

Da   jedes   q   ein    Produkt   von  vier  Grössen  c  ist,  so  haben  wir  hier  eine 
Relation  von  der  Gestalt 

Die  drei  8  sind  Produkte  von  je   16  Faktoren,  die  zu  einer  und  der- 
selben Gruppe  mit  der  Basis 

(r,  ^,  45  ,  46) 

gehören.     Diese   Gruppe  ist  nicht  rein  syzygetisch,  da  die  Permutationen 
45  ,  46  sich  azygetisch  verhalten. 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt: 

(4*—  i)(4*—  i).20  =  321300. 


§  5. 

Ehe  wir  zur  Auflösung  der  Modulgleichungen  übergehen,  wollen  wir 
einen  Satz  aufstellen,  aus  dem  sich  die  Möglichkeit  einer  vereinfachenden 
Transformation  ergiebt. 

Wenn  wir  irgend  eine  der  Thetafunctionen  ins  Auge  fassen,  so  lassen 
sich  die  Permutationen  scheiden  in  solche,  die  den  Charakter  der  Func- 
tion ändern,  und  solche,  die  ihn  nicht  ändern;  von  den  ersteren  sagen 
wir,  dass  sie  kritisch  sind  für  das  betreffende  Theta.  Hiernach  giebt  es 
für  jede  ungerade  Thetaf unction  von  p  Argumenten 


für  jede  gerade 
kritische  Perrautationen. 


2- (4" -2") 
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Es  sei  nun  O  eine  beliebige  örappe.     Wir  bilden  das  Produkt 

erstreckt  über  alle  Elemente  von  G.     Durch  eine  Permutation  o)  geht  P« 
über  in 

p«„  =  n(ö^j. 

Wenn  o)  sich  syzygetisch  verhält  zur  ganzen  Gruppe  (?,  so  ist  od  kritisch 
für  alle  Faktoren  von  P^  oder  für  keinen.     Denn  der  Quotient 

ist   dann    eine    gerade   Function;  wenn  also  Ö«  und  ö««  entgegengesetzten 
Charakter  haben,  so  muss  von   Ö«,  und   ß^j.^  dasselbe  gelten. 

Wenn  sich  aber  ù>  nicht  zu  allen  Elementen  von  G  syzygetisch  verhält, 
so  ist  (o  kritisch  genau  für  die  Hälfte  der  Faktoren  von  P«.  Denn  an- 
genommen, X  sei  ein  Element  von  (?,  das  sich  zu  o)  azygetisch  verhält. 
Alsdann  ist  der  Quotient  jp  eine  ungerade  Function.  Daraus  folgt,  dass 
o)  kritisch  ist  für  einen  der  beiden  Faktoren  0^  ,  öo»,  für  den  andern  nicht, 
und  dasselbe  gilt  offenbar  für  je  zwei  Faktoren  von  P«,  die  durch  die 
Permutation  x  in  einander  übergeführt  werden. 

Davon  machen  wir  folgende  Anwendung.  Es  sei  ein  System  von  4^ 
Grössen  C  gegeben,  die  den  einzelnen  Thetafunctionen  zugeordnet  sind. 
Mit  diesen  setzen  wir  in  Verbindung  ein  zweites  System  von  4.^  —  i 
Grössen  e,  die  den  einzelnen  Permutationen  entsprechen,  und  einen  Faktor 
r,  indem  wir  setzen 

C„  =  rJI{e;). 

Das  Produkt  soll  erstreckt  werden  über  alle  Permutationen  /£,  die  für  0^ 
kritisch  sind.  Wir  haben  so  ein  System  von  4^  Gleichungen;  die  Faktoren 
e  sind  nicht  rational  durch  die  C  bestimmt.  Wenn  wir  uns  aber  nicht 
nur  die  C,  sondern  auch  die  Werthe  ihrer  Logarithmen  gegeben  denken, 
so  können  wir  das  Gleichungssystem  durch  ein  lineares  zwischen  den  Lo- 
garithmen ersetzen  und  auf  diese  Weise  die  e  eindeutig  bestimmen. 
Bilden  wir  jetzt  das  Produkt 

;r„=n(C'J 


Digitized  by 


Google 


268  F.  Schottky, 

erstreckt  über  die  Elemente  x  einer  Gruppe  ri^^  Ordnung,  und  denken  uns 
für  jedes  Q^^^  seinen  Ausdruck  eingesetzt.  ;r«  wird  dann  zunächst  den 
Faktor  r  in  der  2 "ten  Potenz  enthalten.  Wenn  femer  /i  eine  Permutation 
ist,  die  nicht  zur  ganzen  Gruppe  syzygetisch  ist,  so  ist  /£  genau  für  die 
Hälfte  der  2"  Functionen  ö„,,  kritisch;  infolge  dessen  wird  der  Faktor  e^ 
2"~^  mal  in  7:^  vorkommen.  Ist  endlich  /i  syzygetisch  für  die  ganze  Gruppe, 
so  ist  fi  kritisch  für  alle  Functionen  ö„,  oder  für  keine:  im  ersten  Fall 
kommt  e^  vor  in  der  Potenz  2",  im  zweiten  gar  nicht.  Das  Besultat  ist 
demnach  : 

^«  =  r1/7(ß,)r[/7(Or, 

wo   das  eine  Produkt  sich  erstreckt   über  alle  Permutationen  v,  die  nicht 
zur  ganzen  Gruppe  syzygetisch  sind,  das  andre  über  die  Permutationen  /i, 
die  zu  allen  2"  Functionen  Q^^  kritisch  sind. 
Indem  wir 

setzen,  können  wir  das  Kesultat  so  darstellen: 

Der  Faktor  JB  hängt  zwar  ab  von  der  Wahl  der  Gruppe,  aber  nicht 
von  dem  speciellen  Index  m\  er  fällt  also  fort  bei  homogenen  Eelationen 
zwischen  den  ;r^,  die  zu  derselben  Gh^ppe  gehört.  Das  Produkt  U{e^ 
enthält  um   so  weniger  Faktoren,  je  grösser  die  Ordnung  der  Gruppe  ist. 

Damit  ist  zugleich  die  Auflösung  des  Gleichungssystems  gewonnen. 
Es  sei  e^  irgend  einer  der  Faktoren  e.  Wir  wählen  zunächst  zwei  Func- 
tionen ö«,  ö„  in  der  Weise,  dass  /£  kritisch  ist  für  ö„,  nicht  kritisch  für 
ö„.     Dann  bilden  wir  die  Produkte: 

erstreckt  über  die  Gruppe  derjenigen  Permutationen  r,  die  zu  /i  syzygetisch 
sind.  Diese  Gruppe  ist  von  der  Ordnung  2p  —  i .  Kritisch  für  sämmt- 
liche  Functionen  S^^  oder  sämmtliche  Q^^  kann  nur  eine  Permutation  sein, 
die  zur  ganzen  Gruppe  syzygetisch  ist,  also  nur  /i;  nun  ist  /i  kritisch  für 
Ö^,  aber  nicht  für   ö„;  folglich  erhalten  wir: 
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oder: 


^AC 


V    TT» 


§  6. 

Wir  wollen  die  elliptischen  Functionen  nicht  übergehen.  Unter  Cj, 
c, ,  c,  verstehen  wir  wie  früher  die  Anfangswerthe  der  geraden  Theta;  der 
ungeraden  Function  0  ordnen  wir  gleichfalls  eine  Constante  c  zu,  die  will- 
kürlich gewählt  sein  kann.  Die  Faktoren  6«  definiren  wir  dann  durch  die 
Gleichungen: 

In  der  letzten  Formel  kommen  drei  Faktoren  e  vor,  weil  für  das  ungerade 
Theta  alle  drei  Permutationen  kritisch  sind. 

Die  Gleichung  c\  +di  ±c\  =  o  geht  dadurch  über  in 

en  ±  ^81  ±  ^12  =  o. 

Dies    zeigt,    dass   man    für  die  e^^  substituiren  kann  die  Differenzen  dreier 
Werthe  ^i ,  ^, ,  ^,  : 

^12  =  ±  («1  —  e,\     etc. 

Cj  ,  c, ,  63  selbst  dürfen  als  unabhängige  Werthe  angesehen  werden. 

Sondert  man  von  den  Thetafunctionen  die  Constanten  csh^  indem  man 

setzt,    so    nehmen   die    Belationen    zwischen  den  Quadraten  der  a  die  ein- 
fache Form  an: 

(ß,  —  e,)&l  +  («8  —  e,)al  +  (^1  — >2)^  =  o, 

^a  —  4+i^a  —eß)a^  =  o. 

Schärfer  treten  diese  Verhältnisse  hervor  im  Falle  p=2.  Zehn  Con- 
stanten, die  Anfançswerthe  der  geraden  Theta,  sind  unmittelbar  gegeben; 
den  sechs  ungeiuden  Functionen  öi ,  ö^ ,  . . . ,  Öc  ordnen  wir  ebenfalls  be- 
stimmte Constanten  Cj ,  c, ,  . . . ,  c«  zu,  und  zwar  sollen  dies  die  Werthe  der 
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linearen  Anfangsglieder  sein  für  irgend  welche  beliebig  gewählte  constante 
Werthe  Uq  ,  lej  der  beiden  Variabein  u  ,  u'. 

Wir  haben  dann  ein  System  von  i6  Constanten  c;  diese  sind  durch 
ein  System  von  20  Gleichungen  verbunden,  das  repräsentirt  wird  durch 
die  Formel: 

8 

Diesen    16    Constanten    c   stellen   wir  15  Faktoren  e^  gegenüber,  die  den 
1 5  Permutationen   12,  13,  ...,56  entsprechen,  indem  wir  allgemein  setzen: 

ci  =  rn{e,), 

wobei   das  Produkt  zu  erstrecken  ist  über  die  für  0^  kritischen  Permuta- 
tionen.    Danach  ist  z.  B. 

Ci  =  re^z  ^24 . . .  ^te , 

Ciaj  =  Ci^  =  f ßj  j  613  Cjj  645  e^^  6^ . 

Dadurch   verwandelt   sich   die   Grleichung   zwischen  den  c  in  die  viel  ein- 
fachere: 

^23  ±  ^81  ±  ^12  =  o. 

Denn    23    ist   offenbar   die    einzige   Permutation,  welche  für  die  vier  Fak- 
toren des  Produkts 

öl  ^146  ^146  öl«6 

kritisch  ist. 

Die  Bedeutung  der  ßelation  zwischen  den  e^ß  ist  ohne  weiteres  klar: 
sie  sagt  aus,  dass  die  e^ß  nichts  andres  sind  als  die  15  Differenzen  von 
sechs  Grössen  e^,  62,  . . . ,  e^: 

eaß  =  ±  (öa  —  ep). 

Es  ist  bekannt  dass  sich  auch  hier  die  Thetarelationen  sehr  verein- 
fachen, wenn  man  von  den  einzelnen  Functionen  die  entsprechenden  Fak- 
toren c  absondert.     Setzen  wir  allgemein 

Die  Gleichung  zwischen  vier  ungeraden  Theta: 

a  =  l 
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geht  über  in 

2;(±cLcX)=o 


oder: 


^«  ^M  ^84  ^  i  •  •  •  i  ^u  ö,,  Äj«  ^  — ^  o> 

da    23,24,34    und    56    die   einzigen  Permutationen  sind,  die  gleichzeitig 
für  #,^j  und   di  kritisch  sind. 

In  ähnlicher  Weise  geht  die  Gleichung: 


i;(±  c,«c^4.#^,eöa)  =  o 
über  in: 


t 
0=1 


^28  <^l  ^1*6  ±  ^81  ^a  ^W6  ±  ^U  ^8  ^8M  —  ^  5 

denn  kritisch  für  die  vier  Functionen 

^Uß  >   ^146  j   ^15«  >   ÉFj 

ist  nur  die  Permutation  23. 

Endlich  geht  die  Gleichung  zwischen  vier  geraden  und  zwei  ungeraden 
Functionen  : 

^145  ^146  É^24«  ^246  ^345  ^246  ^14«  t^uc  =   d_  ^845  ^846  "ö  "c 

über  in: 

^245  ^24«  ^I4&  ^14«  =  i  ^12  ^84  ^6  ^«  > 

wie  ebenfalls  ohne  jede  Eechnung  zu  erkennen  ist. 

Für  p  =  3  tritt  die  Schwierigkeit  ein,  dass  man  zunächst  im  Zweifel 
ist,  welches  System  von  Constanten  man  den  ungeraden  Theta  zuordnen 
soll.  Wir  beschränken  uns  zunächst  auf  die  Belationen  zwischen  den  An- 
fangswerthen  der  geraden  Theta. 

Legen  wir  eine  Hauptreihe 

der  Bezeichnung  zu  Grunde.  Wir  müssen  dann  eigentlich  die  übrigen 
Theta  bezeichnen  durch  die  Combinationen  dritter,  fünfter  und  siebenter 
Ordnung  der  Zahlen  i  ,  2 ,  . . . ,  7.  Statt  dessen  lassen  wir  die  Thetaf unc- 
tion,  die  eigentlich  der  Combination  aller  sieben  Zahlen  entspricht,  ohne 
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Index  und  ersetzen  jede  Combination  von  höherer  als  der  dritten  Ordnung 
durch  die  complementäre.  Es  sind  dann  Ö, ,  öj ,  . . . ,  Ö7 ,  Öi, . . .  Öst  die  28 
ungeraden  Functionen;  die  übrigen:  Öub-'-^mt  ^^^^  ^  sind  gerade.  Die 
Indices  der  Theta  können  wir  auch  zur  Bezeichnung  der  Permutationen 
verwenden;  die  Permutation  m  ist  diejenige,  welche  ß  in  ß^  überführt. 
Die  Eelationen  zwischen  den  36  Grössen  c  sind  gegeben  durch  den 
Satz:  Zu  jeder  GöPEL'schen  Gruppe  (o,;f,A,;fA)  gehören  drei  Produkte 

^a^ax^axßaxX} 

die  aus  lauter  geraden  Faktoren  bestehen;  die  Werthe  dieser  Produkte  für 
u  =  o  genügen  der  Gleichung: 

Nehmen  wir  speciell  die  Gruppe  (o,  56,  7,  567).     Die  drei  Constanten  q 
sind  hier: 

^14«  ^14«  ^M»  ^««6  j 
^«45  ^«46  ^  815^816  > 
^846  ^846  ^124  ^126« 

Die  Summe  dieser  Produkte  ist  also  gleich  o.    Wir  können  der  Gleichung 
eine  einfachere  Form  geben,  nämlich: 

D287  A47   +   Al7  A47  ±  A27  ^847  =  O, 

wenn  wir  die  Bezeichnung: 

^aftr  ^aßd  ^ard  ^ftri  =  -^xkft 

einführen  ;  OLy  ß^y  ^d  sollen  hierbei  irgend  vier  der  Zahlen   i  ,  2 ,...,  7  be- 
deuten, Xy  Åj/Å  die  drei  übrigen. 

Die  Gleichung  zwischen  den  Grössen  D  sagt  offenbar  aus,  dass  sie 
sich  als  Determinanten  darstellen  lassen  müssen.  Wir  können  sieben  Werth- 
systeme  {A^yB^^C^)  aufstellen,  sodass  allgemein: 

J,     B,     C, 

A,^=        A,     B,     C, 

A^     B„     C„ 


^ 
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ist.  Damit  wir  es  nur  mit  iinabhängi^^en  drössen  zu  thun  haben,  sondern 
wir  von  jedem  Werthsystem  {A^ ,  Z?« ,  CJ  einen  Faktor  /„  ab  und  schreiben 
demnach  : 


A 


xA/t 


+  hhl^ 


Ox 

K 

c. 

«A 

h 

Cx 

a. 

K 

Ca 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  sämmtliche  Grössen  c  auszudrücken  als  Func- 
tionen  der   AVerthsysteme  (« ,  ô ,  c),  die  wir  als  homogene  Coordinaten  von 
sieben  Punkten  der  Ebene  auffassen  können  . 
Die  Determinante 


«À     bx 


%     K 


c, 

Cx 


bezeichnen  wir  mit  f^ni^  sodass 

Caßy  CaßS  C^yü  Cßrd  =  h  h  ffi  fxXji 

ist.      Wir  stellen  zunächst  eine  (lleichung  auf,  bei  der  die  Faktoren  l  eli- 
minirt  sind: 

/M7  /ist 


^14B  ^146  ^ISö  ^ISe  /i47  / 187 


Berücksichtigt  man,  dass  die  Zahlen  i  ,  2  ,  . . . ,  7  beliebig  unt^r  einander 
vertauscht  werden  können,  so  ist  damit  ein  Gleichungssystem  gegeben  zur 
Bestimmung  der  Grössen  c.  Allerdings  sind  die  c  dadurch  allein  noch 
nicht  völlig  bestimmt.     Wenn  wir  allgemein 


^aßr 


durch     iWßr^c^^ 


ersetzen,  wo  ^i ,  ^"3 ,  . . . ,  r^  beliebig  gewählte  Faktoren  bedeuten,  so  bleiben 
die  Gleichungen  bestehn.  Dies  ist  aber  die  einzige  Unbestimmtheit,  welche 
übrig  bleibt. 

Die  Lösung  des  Gleichungssystems  liegt  nahe,  wenn  man  die  Indices 
der  Grössen  C  und  f  berücksichtigt,  die  auf  beiden  Seiten  vorkommen. 
147  und  237  sind  Permutfitionen,  welche  kritisch  sind  für  die  Faktoren 
des  l^rodukts 


Acta  mathémcUiea.    27.    IinpHinf»  Ic  12  Janvlor  19()^t. 
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Dasselbe  kann  man  sagen  von  den  Permutationen  14  und  23,  aber  von 
keiner  andern.  Daraus  allein  folgt,  dass  die  Gleichungen  erfüllt  werden, 
wenn  man  setzt: 

c-  =  rn{e;i, 

das  Produkt  erstreckt  über  die  für  6^  kritischen  Permutationen  /i,  und 
dabei  unter  e^^  den  Ausdruck  f^zy.  versteht  wenn  /x  eine  dreigliedrige  Com- 
bination aßj-  ist,  dagegen  den  Werth  i,  wenn  /t  ein  zweigliedriger  Index 
aß  ist.  Die  Werthe  der  e  mit  eingliedrigem  Index:  ^1 ,  ^2,  . . . ,  ^7,  sind 
vorläufig  willkürlich.  Darin  ist  die  allgemeine  Lösung  des  Gleichungs- 
system enthalten,  und  es  bleiben  nur  ^1 ,  ^2  >  •  • ,  ^7  als  Functionen  der 
AVerthsysteme  a ,  6  ,  c  zu  bestimmen. 
Wir  können  die  Gleichung 

ci  =  rn{e;) 

auch  gelten  lassen  für  den  Anfangswerth  c  der  Function  ohne  Index,  da 
wir  die  Grössen  ^i ,  ^2  j  . . . ,  ^7  noch  mit  einem  Faktor  multipliciren  können. 
Sie  lautet  für  diesen  Fall  offenbar: 

Fassen  wir  jetzt  allgemein  die  Gleichung 

8 


ins  Auge,  die  zu  einer  beliebigen  Göpel  sehen  Gruppe  (o,  x,  A,  ;fA)  gehört. 
Die  drei  Gh'össen  g^ ,  g^ ,  ?.,  entsprechen  drei  Produkten  gerader  Theta  : 
QijQqjQz'  Zu  derselben  Gruppe  gehört  noch  ein  Produkt  ungerader 
Theta:  dieses  ist  ^1,3.  Kritisch  für  die  Faktoren  von  (?,  sind  nur  die- 
jenigen Permutationen,  die  Ç,  in  ^^,3,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Q^  in 
Çg  überführen.  Die  Gleichung  erhält  demnach  durch  Einführung  der  Fak- 
toren e  die  Gestalt: 

A±B±C  =  o, 

wo    A  ,  B  ^  G   Produkte    von  je  vier  Grössen  e  sind.     Eine  Vereinfachung 
tritt  insofern  ein,  als  ein  Theil  der  Faktoren  e  den  Werth   i    hat. 
Nehmen  wir  jetzt  die  specielle  Gruppe: 

(o,  45,  67,  123). 
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Die  zugehörigen  Produkte  gerader  Theta  sind: 

^tt46  Öa66  Öa47  ^a&7  •  («■=  1 ,  «,  ») 

Die  Permutationen   die  das  zweite  Produkt  in  das  dritte  überfahren  sind: 

23,  2345  =  167,  2367=  145  ,  I. 

Da  ßjg  =  I   ist,  so  erhalten  wir: 

3 

aal 

Nehmen  wir  femer  die  Gruppe: 

(o,  127,  347,  567), 

oder: 

(o,  3456,  1256,  1234). 

Die  drei  Functionen  Q  sind: 

"28»"a4«*'l86  "l4»J 
^         ^n7^847^«67- 

Damit  sind  auch  ohne  weiteres  die  Permutationen  gegeben,  welche  die  drei 
Produkte  in  einander  überführen.  Wenn  wir  berücksichtigen,  dass  e^, ,  6,^ 
und  Cjg  gleich   i   sind,  so  können  wir  die  Formel  hinschreiben: 

^  '18« '146 '286 '24«    ^  '388 '346  M  86  M  4«    "^   ^7» 

oder: 

M85'146         'l3«M4ß 
-'38»'346         '286 '248 

Diese  Gleichung  definirt  die  Faktoren  e^^e^,  •  •  •  >  ^7  als  Functionen  der 
Werthsysteme  (a ,  & ,  c)  ;  offenbar  ist  e^  diejenige  quadratische  Determinante, 
welche  verschwindet,  wenn  die  sechs  von  (a)  verschiedenen  Punkte  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen. 

Damit  sind  jetzt  die  Grössen  c  und  c^ß^  dargestellt  als  Functionen 
unabhängiger  Parameter.  Abgesehen  vom  Faktor  r,  sind  die  vierten  Po- 
tenzen der  c  ganze  homogene  Functionen  der  sieben  Werthsysteme  c^«)  ^aj  ^a« 


e.=± 
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Ordnen    wir   jetzt    auch  jeder  ungeraden  Function   ß^  eine  Constante 
c,„  zu,  indem  wir  die  Formel 

auch  für  diesen  Fall  gelten  lassen.  Wenn  wir  an  Stelle  der  llieta  wieder 
<T-Functionen  einführen,  indem  wir  setzen 

so  treten  in  den  <7-Kelationen  nur  die  Faktoren  f^^,  und  e^  als  Coefficienten 
auf.  Wir  wollen  uns  aber  darauf  beschränken,  die  Eelationen  zwischen 
den  Anfangsgliedern  der  ungeraden  Sigma,  und  die  zwischen  den  Wurzel- 
functionen  aufzustellen. 

Zwischen   den    Anfangsgliedern    von   vier  ungeraden  Theta  hatten  wir 
die  Gleichung  aufgestellt: 

4 

2^   (±C«MC«„^a67Wa)=   O. 

Voraussetzung  war  dabei,  dass  öj  ,  #3 ,  #3 ,  #4  eine  azygetische  Eeihe  bilden, 
und  dass  Ög ,  Ö^ ,  S^   diese  Eeihe  ergänzen.     Wir  setzen 

sodass  jetzt  v,^  das  Anfangsglied  einer  Sigmafunction  ist.  Um  die  ent- 
sprechende Gleichung  zwischen  v^  ^  v^  ^  v^^  v^  in  ihrer  reducirten  Form  dar- 
zustellen, handelt  es  sich  nur  darum,  die  kritischen  Permutationen  der 
Produkte 

^1  ^166^187^167»     ®*^- 
festzustellen.     Kritisch  für  das  hingeschriebne  Produkt  sind  nur  diese: 

Î  ,  23  ,  24  ,  34,  234     und      567. 

Da  wir  den  Faktor  e^^^  fortlassen  können,  so  erhalten  wir  als  Coefficienten 
von  Vj  : 

Entsprechende  Werthe  haben  die  Coefficienten  von  v^ ,  v^  ^  v^.  Es  bleibt 
nur  noch  die  Bedeutung  der  einzelnen  Indices  festzustellen. 

•  23  ,  24   und    34   sind  die  Permutationen  die  die  drei  Functionen   ö,, 
0^ ,  8^  in  einander   überführen,      i   und   234  sind  diejenigen,  welche  ß^  in 
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8  und  in  0^^^  überführen.  In  welcher  Beziehung  stehen  8  und  8^^^  zu 
der  Reihe  8^  y  8^ ,  8^  y  8^?  Es  sind  dies  die  einzigen  geraden  Functionen, 
die  der  Reihe  hinzugefügt  werden  können,  ohne  dass  sie  ihren  azygetischen 
Charakter  verliert,  und  sie  ergänzen  die  Reihe  zu  einer  geschlossenen.  Dem- 
nach können  wir  sagen: 

Um  die  Relation  zwischen  den  Anfangsgliedem  von  vier  ungeraden 
Sigmatunctionen :  <7„ ,  ö-^,  <Tj,,  <7,),  die  eine  azygetische  Reihe  bilden,  aufzu- 
stellen, ergänze  man  diese  Reihe  zu  einer  geschlossenen  durch  Hinzufügung 
zweier   geraden   Functionen  (t^  ^  (t^.     Die  gesuchte  Relation  lautet  alsdann  : 

^,9r  ^ß,}  ^yÜ  ^ax  ^aX  ^^a  +   •  •  •  ±  ^«^  ^a/  ^ßy^dx  ^ÔX  V,-,  =  O. 

Es  ist  bei  dieser  Formel  durchaus  nicht  nöthig,  dass  die  vier  Functionen 
der  Hauptreihe  angehören.  Wenn  dies  aber  der  Fall  ist,  so  vereinfacht 
sie  sich  bedeutend.  Die  Faktoren  6^5,  e^^,,  . . . ,  e,.,)  erhalten  den  Werth  i. 
Ferner  sind  8  und  Ö«^  die  beiden  Functionen  8^  und  Ö^.  Wir  erhalten 
daher  in  diesem  Falle: 

eafßpjv^  ±  . . .  ±  eJ^yV,^  =  o. 

Diese  Grleichung  sagt  folgendes  aus: 

Durch  eine  lineare  Transformation  der  Variabein  u  ^  u\  u"  kann  man 
bewirken,  dass 

wird. 

Nehmen  wir  statt  8^  ,  8^^  8^,  8^  die  folgende  Reihe 

8,,  8,,  8,     und     8,,. 

In  diesem  Falle  sind  8^^^  und  ö^^^  die  beiden  geraden  Functionen,  durch 
welche  die  Reihe  ergänzt  werden  kann.     Demnach  ergiebt  sich: 

^6  ^7  ^45   ^^  —  '336  '887  '846  '346  ^1   ^  •  •  •  ±  MJC  '137  '146  '346  ^8' 

Aus  diesen  Formeln  geht  die  Richtigkeit  unsrer  früheren  Behauptung 
deutlich  hervor,  dass  die  azygetischen  Relationen  zwischen  den  28  Anfangs- 
gliedern ausreichen,  um  alle  durch  drei  unter  ihnen  auszudrücken. 

Viel  einfacher  gestalten  sich  die  Relationen  zwischen  den  Wurzel- 
functionen.     Wir  hatten  diese  zunächst  so  dargestellt:  Zu  jedem  ;f  gehören 
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sechs  Wurzelfunctionen  ^w^  =  sjuaVax]  j^  drei  unter  ihnen  sind  durch  eine 
Gleichung  : 

-^a  \Jwa  +  -^ß  yjwß  +  ^r  y/vfy  =  O 

verbunden,  und  die  Coefficienten  haben  die  Werthe: 


wenn  k  j  /å  ^  p  die  Indices  der  drei  übrigen  Wurzelfunctionen  sind. 

Ersetzt  man  u^  durch  c^v^^  so  tritt  zu  A^  noch  der  Faktor  \/pa  =  y/c^a 
hinzu.     Die  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an: 


yjra  Va  Vax  ±  y/rß  Vß  Vß^  +  yjvy  Vy  v^  =  O, 

wo   die   r   Produkte  bedeuten  aus  je  8  Grössen  c,  gehörig  zu  der  Gruppe 
mit  der  Basis  (x  ,  ^i ,  Å)j). 

Jetzt  ist  es  leicht,  die  Coefficienten  durch  die  Grössen  e  auszudrücken. 
Kritisch  für  die  Faktoren  von  r^  sind  nur  die  Permutationen,  die  0ß0ßx 
in   0y0y^  überführen,  also  ßj-  und  ßj'x.     Daher  ergiebt  sich: 


^ßr^ßrx  slVaVax  +  •  .  .  ±  ^aß^aßx  sjVyVy^  =  O. 

Speciell  werden  diese  Kelationen  zum  Theil  äusserst  einfach.    Nehmen 
wir  z.  B.  die  drei  Wurzelfunctionen 


die  zu  x=  1234  gehören.  Hier  sind  alle  Coefficienten  gleich  +  i.  Denn 
es  geht  z.  B.  die  zweite  in  die  dritte  über  durch  die  Permutationen  23 
und   14;  es  ist  aber  ^33  =^14  =  i. 

Ahnlich  sind  in  der  Gleichung  zwischen 


die  Coefficienten  einfach:  e^  ,  e^  und  e^.     Denn  die  zweite  geht  in  die  dritte 
über  durch  die  Permutation   i    und   23. 
Zwischen 

v/y,v„  ,    yjv^v^,  ,    V/Ü3V3, 

besteht  die  Gleichung: 


^387  V^i^'iT  -"t  /^317  \^\  ^11  ±  /I37  V^3^a7    =  O- 
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V^is^^î*    »    V'^a^i«    »    V/^s^a 


können  wir  die  llelation  aufstellen: 


±  /ias  /I45  V^v,3^4  ±  /ias  fnii  V^ta  ^i*  =  V^s^^  . 

Denn  die  zweite  geht  in  die  dritte  über  durch  die  Perrantationen  235  und 
145,  die  erste  aber  in  die  zweite  durch  die  Permutationen  12  und  34; 
es  sind  aber  e^^   und  e^^  gleich   i. 

An  die  beiden  letzten  Formeln  knüpft  sich  die  Bemerkung,  dass  man 
die  Grössen  yfû^  oder  yjVa  selbst  in  ähnlicher  Weise  darstellen  kann,  wie 
die  Const-nnten  c,..     Indem  man 


v,v^ 


,v,  =7r, 


yJVaVßVaß  =  -F«^, 


4    A^«/? 


=  Gfiß, 


setzt,  kann  man  die  erste  Gleichung  so  schreiben: 

f     F+fF+fF=o 

'237  -*•  17   ^i^  '817 -^  27   -2-  '127  ^  37  ^5 

die  zweite  aber  in  die  beiden  Formen  setzen: 


<?«,  =  ± 

F    F 

^  18  ■'■  24 
'185  '2 45 

F    F 

^   28  ^  14 
'285  M45 

^,^«,  =  ± 

'185 '245 

'235  '145 

ie  erste  Gleichung  zeigt,  dass  man: 

X     y 

Z 

Faß  =    + 

ö«    K 

Ca 

dß     hß 

^h 

Digitized  by 


Google 


280  P.  Schottky. 

setzen  kann,  wonach  F^ß  ausgedrückt  ist  als  lineare  Function  von  drei 
Grössen  x^y^z,  F,^^  =  o  ist"  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  x.y^z  auf 
der  (jeraden  liegt,  die  durch  (a)  und  [ß)  hindurchgeht. 

l)ie  zweite  sagt  aus,  dass  G^ß  diejenige  quadratische  Function  von 
X yy ,  z  ist,  welche  in  allen  sieben  Punkten  ausser  (a)  und  {ß)  verschwindet. 
Die  dritte  endlich  defiuirt  H^  als  kubische  Function,  die  in  allen  sieben 
Punkten  verschwindet,  und  zwar  im  Punkte  (a)  von  der  zweiten  Ordnung. 

X  ,  y  ,  z  sind  selbst  durch  eine  Gleichung  sechsten  Grades  L  =  o  ver- 
bunden.    Diese  kann  man  in  sehr  vielen  Formen  darstellen,  z.  B.: 

Faß  Fyii  G^  Gß^  —  F^y  Fßff  G^  G^^  =  o- 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

Faß  _  Vg  Vß 

ist.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  diese  verschiedenen  Gleichungen  auf  die 
eine  geometrische  Bedingung  hinaus  kommen:  Die  Curve  Z  =  o  ist  der 
geometrische  Ort  der  Doppelpunkte  aller  Curven  dritten  Gradas,  die  durch 
sieben  feste  Punkte  hindurchgehn  und  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

Für  />  =  4  sind  analoge  Eesultate  noch  nicht  bekannt,  ausser  in  dem 
speciellen  Falle,  wo  eins  der  c  gleich  o  ist. 


§  7. 

Wir  versuchen  jetzt  auch  bei  den  AßEL'schen  Functionen  von  vier 
V^ariabeln  die  136  Constanten  c  in  Beziehung  zu  setzen  mit  einem  Punkt- 
system der  Geometrie.  Den  allgemeinen  Fall,  wo  10  unabhängige  Para- 
meter vorhanden  sind,  müssen  wir  allerdings  beiseite  lassen;  es  handelt 
sieh  nur  um  den   Uiem  ann 'sehen  Specialfall,  der  durch  die  Gleichung 

yjV,±slV,±slV,  =  0 

charakterisirt  ist.    ,Wir  gehen  aber  nicht  von  diesem  Gleichungssystem  aus, 
sondern  von  dem,  das  am  Schluss  von  ^5  4  aufgestellt  war: 
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Zu  jeder  GöPEL'scheu  Gruppe  zweiter  Orduung  gehöi-ten  20  solche 
Gleichungen.     Wenn  man  zunächst  die  Reihe  der  Functionen   Q  aufstellt: 

die  Produkte  ungerader  Theta  sind,  so  sind 

die  10  Produkte  gerader  Theta,  die  zu  der  gegebenen  Gruppe  gehören. 
Jeder  der  256  Functionen  0  entspricht  eine  bestimmte  Constante  c,  jeder 
Function  Q  somit  ein  consta,nter  Werth  q^  und  die  20  Gleichungen,  welche 
zwischen  den   16  Constanten 

Î1  ,  ^3,  •••,  3^6»  ?H8     ^*c- 
bestehen,  können  durch  die  eine  Formel 

8 
^,  (±  \/qa  qaii  ?a46  qabe)  =  ^ 

repräsentirt  werden. 

Da  hier  jedem  Theta  eine  bestimmte  Constante  zugeordnet  ist,  so 
können  wir  nach  der  Methode  von  §  5  verfahren.  Den  vierten  Potenzen 
der  c^  —  als  den  Grössen  C^  —  stellen  wir  ein  System  von  Faktoren 
6/4  gegenüber,  die  den  Permutationen  entsprechen  und  die  mit  den  c  ver- 
bunden sind  durch  die  Gleichungen 

d  =  rn{e,), 

wo  sich  das  Produkt  erstreckt  über  alle  für  ß„^  kritischen  Permutationen  /i . 
Alsdann  geht  unsre  Gleichung  über  in: 

E,±E,±E,=o, 

WO  E^  wiederum  ein  Produkt  n{e^  bedeutet,  aber  nur  erstreckt  über  die- 
jenigen  Permutationen  /£,   die  für  sämmtliche   16  Faktoren  des  Ausdrucks 

Qa  Qaii  QaAS  Qa&6 

kritisch  sind.  Eine  solche  Permutation  muss  Qa^in  ein  Produkt  gerader 
Theta,  ^^4, ,  Q^^^  und  Q^^^  in  Produkte  ungerader  Theta  überführen.  Die 
einzigen    Permutationen,   welche   diese   Eigenschaft   haben,  sind  ßj-  und  die 

Acta  mathêmtUiea.    27.    Imprimé  le  12  Janvier  1908.  3 G 
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welche  aus  ßy  entstehen  durch  Hinzufügung  eines  Elements  der  gegebenen 
GröPEL'schen  Grruppe.     Das  Eesultat  ist  demnach 

WO 

TTj,  =  II  {e^^) 


ist,   das   Produkt  erstreckt   über  die  vier  Elemente  der  gegebenen  Gruppe. 
Nachdem   soweit   die   Untersuchung  allgemein  geführt  ist,   legen   wir 
von  jetzt  ab  für  die  Bezeichnung  der  Theta  eine  geschlossene  azygetische 
lieihe  von   lo  gleichartigen  Functionen: 

Ö,  ,  Ö, ,  . . . ,  Ö,     und      8^ 

zu  Grunde.  Alle  Combinatiouen  ungerader  Ordnung  der  Zahlen  1,2,..., 
9 ,  o  bezeichnen  Functionen,  die  von  gerader  Ordnung  dagegen  Permuta- 
tionen. Da  zwei  complementäre  Combinationen  jedesmal  dasselbe  Theta 
oder  dieselbe  Permutation  bezeichnen,  so  können  wir  uns  für  die  Theta 
auf  die  Combinationen  erster,  dritter  und  fünfter  Ordnung  beschränken, 
für  die  Permutationen  auf  die  Combinationen  zweiter  und  vierter  Ordnung. 
Die  Functionen  8^  der  Hauptreihe  sind  gerade,  Baß)-  ist  eine  ungerade, 
Baß^s  wiederum  eine  gerade  Function.  Das  System  der  e^^  zerfällt  in  die 
(Grössen  e^^^  und  e^^^j. 

Wir  haben  hier  nicht  mehr  die  volle  Symmetrie  der  Voraussetzungen, 
da  10  Functionen  vor  den  übrigen  bevorzugt  sind.  Aber  es  muss  jede 
(ileichung  die  wir  zwischen  den  e^  und  d«^5..,j  aufstellen,  richtig  bleiben, 
wenn  wir  die  Zahlen  1,2,3  ^tc.  beliebig  unter  einander  vertauschen. 
Deshalb  genügt  es,  einzelne  Typen  aufzustellen.  Die  Anzahl  dieser  Typen 
beträgt  sechs,  und  da  sie  ohne  Zweifel  ein  interessantes  (Tleichungssystem 
bilden,  so  wollen  wir  diese  Typen  vollständig  angeben. 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  es  nur  drei  Typen  giebt  für  die 
GöPEL'sche  Gruppe  zweiter  Ordnung.  Es  dürfen  nämlich  zwei  Combina- 
tionen, die  in  der  Gruppe  vorkommen,  immer  nur  eine  gerade  Anzahl  von 
Elementen  gemeinsam  haben.     Diese  drei  Typen  sind: 

I.     (o  ,   78  ,   90.,   7890), 
II.     (o  ,    1234  ,   5678  ,  90), 
Tir.     (o  ,   5678  ,   5690  ,   7890). 
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Für  jede   der   definirten  Gruppen  haben  wir  eine  lloihe  von  6  Func- 
tionen  Q  aufzustellen,  die  Produkte  ungerader  Theta  sind. 
Dies  sind  für  die  erste  Gruppe: 


fi'ir  die  zweite: 


für  die  dritto: 


Vl7Ö    )     V279    >    V379    >    Vl7n    >    H?579    f    Vg79J 


Vi40    >    V34O    >    V340    >    VßSO    >    VcöO    »    V78O» 


Vi  66    >    Vyöc    >    V30G    >    V4ßC    Î    Vß70    >    Vü70* 


Bei    der    ersten    Gruppe    ist    es  gleichgültig,  welche  der  drei  Glieder 
wir  auswählen.      Nehmen  wir  die  drei  ersten: 

^179    >    V279    5    V379- 

Q^^,^   geht  in   Q^^^   über  durch  die  Permutationen: 

23  ,  2378  ,  2390  ,  237890  =  1456. 
Wir  haben  demnach  die  Gleichung: 

Die  Summe  auf  der  linken  Seite  besteht  aus  drei  Gliedern;  das  zweite 
und  dritte  entstehen  aus  dem  hingeschriebenen  durch  Vertauschung  der 
Zahlen    1,2,3. 

Bei   der   zweiten  Gruppe  sind  zwei  Typen  aufzustellen.      Wir  können 
entweder  auswählen: 

Vi  40    )    V240    >    VsiO* 

^240  f?^^*  ^^   ^340   ^^^^  durch  die  Permutationen: 

23,  14,  2390,  1490. 
Dies  führt  zu  der  Gleichung: 

Oder  wir  können  wählen 


j^gVi  ^38^14^2390  ^14»o)  ~"  ^• 


Vi  40    >    V24O    >    V780- 
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Da  Çj^,  in   Ç,g,  übergeht  durch  die  Permutationen 

2356,  2378,  1456,  1478, 
80  erhalten  wir  eine  Gleichung,  der  wir  die  Form  geben  können: 


(c) 


^1456^1478    ^1356^1378 


^2466^3478    ^2806^3378 


+  ^12^34^1290  ^8490- 


Die  dritte  (iruppe  liefert  drei  verscliiedne  Typen,  je  nachdem  wir  aus  der 
Keihe  der  sechs  Functionen   Q  auswählen: 


oder: 

oder  endlich: 

Diese  drei  Gleichungen  sind: 


VjftT  >  V256  >  Vaae' 

Vi  56   >    V570    y    Vo70' 


(à) 
(«) 

(f) 


Ç    (±öa8^14ß6^M78^l49o)   ^  ^) 
1,2,8 

^12^3466^8478^8490   ^^    pj  \i  ^1  679  ^1  C89  ^1*70  ^1  680/> 


^56^78^90^1284  "  i 


^U79^J580    ^1689^1570 


^1679^1080    ^1689  1670 


Von  den  Formeln  dieses  Systems  ist  zunächst  die  zweite,  (b),  die 
wichtigste.  Sie  lässt  sich  noch  vereinfachen.  Wenn  man  statt  der  e^^ 
einführt  : 

SO  geht  sie  über  in: 

,Ç.(  +  ^^2300»1490)  =  Û, 


1,2,8 


und  dies   zeigt,   dass  die  D^^^.,^  Determinanten  sind.     Es  müssen  sich  zehn 
Werthsysteme 

{^ai    Sa  )    ^«,    ^a)  («-1,2, ....0) 


oder  besser: 


(^«»a,  hKi  hCmt  hd^ 
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I^aßYU  —   i  *«  h  V  ^o 


^ß        ^ß        ^ß 


ffy  hy  Cy 


d„ 


ä. 


«a     *r>     Cn     dg 


ist.  Die  lo  Werthsysteme  (a^  ,  K  i  ^a  i  ^J  fassen  wir  auf  als  die  Coor- 
dinaten  von   lo  Punkten  im  Kaume,  und  setzen  jetzt: 

^aß  ^ar  •  •  •  ^r<>  ^aßr^  "^  ^a  V  v'^  faßyu  • 

faß-s^i  ist  dann  diejenige  lineare  Determinante,  deren  Verschwinden  ausdrückt, 
dass  vier  der   lo  Punkte  in  einer  Ebene  liegen. 

Man  kann  nun  in  sämmtlichen  Gleichungen  die  Faktoren  e^^.^  durch 
die  neu  eingeführten  Grössen  f^^^  ausdrücken.  Die  Gleichungen  enthalten 
dann  ausser  den  f  noch  die  Grössen  e^ß  und  /«.  Es  ist  vortheilhaft,  auch 
diese  durch  andere  zu  ersetzen. 

Wir  führen  zunächst  folgende  Abkürzungen  ein: 

Mit  e  soll  das  Produkt  aller  45   Grössen  e^ß  bezeichnet  werden; 

mit  e^  das  Produkt  derjenigen  neun,  deren  Index  die  Zahl  a  enthält 
(sodass  z.  B.  ^0  =^01^03  •••^09  ist); 

endlich  mit  l  das  Produkt  der   i  o  Grössen  ^,  ,  ^2 ,  . . . ,  i^o  • 

Wir  setzen  dann: 


(a-l,2,...,9,«) 

'<^~   A    1I   jl  7«       ■ 

(«.iS-I,» 9,0;  a^fl) 

Am   leichtesten   lassen   sich  diese   Substitutionen  durchführen  bei  den 
Gleichungen  (a)  und  (d).     Sie  gehen  über,  wie  man  ohne  Mühe  erkennt,  in: 


(a') 
und: 


j  ^j  (±  ^  1  fu  /lö  /16  /isTs  /asöo  fu6e)  —  ^ 


-^  (±  Ci  /i4  /i456  hin  fu9o)  —  O« 

'1 'i9 
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Die  letztere  Gleichung  ist  leicht  zu  deuten.     Wir  können  sie  zunächst 
so  schreiben: 

^       ^\i.  ^ alax  taxXji.  Tuxvp  faxav)  ^^^  ^y 

indem  wir  berücksichtigen,  dass  f^^xn  ^ine  lineare  Function  der  Coordinaten 
des  Punktes  (a)  ist,  welche  verschwindet,  wenn  dieser  Punkt  mit  {x) ,  (A) 
oder  (/i)  zusammenfällt. 


Alle  diese  Gleichungen  haben  die  Form: 


wo  JI(x ,  !/ ,  z ,  t)  eine  Function  dritten  Grades  bedeutet,  die  im  Punkte  (;f) 
von  der  dritten  Ordnung  verschwindet.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  diese 
Formel  gelten  muss,  welche  besondere  derartige  Function  wir  auch  für  H 
nehmen  mögen.  Denken  wir  uns  nun,  H=o  sei  die  Gleichung  einer 
Kegelfläche  dritten  Grades,  deren  Spitze  im  Punkte  (x)  liegt  und  die  durch 
8  der  übrigen  Grundpunkt<3  hindurchgeht;  dann  zeigt  die  Formel,  dass 
auch  der  letzte  Punkt  auf  diesem  Kegel  liegt.  Wir  können  daher  unser 
System   von    lo   Punkten   in   folgender   Weise   geometrisch  charakterisiren  : 

Zieht  man  von  irgend  einem  der  lo  Punkte  aus  Strahlen  nach  den 
neun  übrigen,  so  bilden  diese  neun  Geraden  immer  den  vollständigen 
Durchschnitt  zweier  Kegel  dritten  Grades. 

Es  giebt  auch  eine  geometrische  Relation,  welche  die  gegenseitige  Lage 
von  acht  der  zehn  Punkte  charakterisirt.  Nehmen  wir  die  Gleichung  (f) 
unsres  Systems  und  drücken  auch  in  dieser  die  Grössen  0^9.^,5  und  e^ß  durch 
faß/o  y  faß  ^^^^  ^^^  ^a  ^tus.     Nach  ciucr  kleiner  Kechnung  ergiebt  sich: 


(f) 


M57Ü  MßSO  '  1Ö89  '1070 

'1679  '1680  M689  '1670 


^^  t  S:  t 
>»  1  "»2  »»a  »»i 


•»  1  -»2  ^3  ^4         f        -P        f        f 

S:  ^  t  S:  S:  t  '\7  M8  M4  '1334" 


Der  Ausdruck  links  ist  hier  nichts  andres  als  diejenige  aus  den  Wertli- 
systemen  [a^h^c^cC)  gebildete  quadratische  Determinante,  deren  Verschwinden 
anzeigt,  dass  ein  Kegel  zweiten  Grades  existirt,  mit  der  Spitze  im  Punkt 
(i),  der  durch  die  Punkte  5,6,7,8,9,0  hindurchgeht.  Für  diese  Func- 
tion wählen  wir  die  Bezeichnung 

(2),    (3)    und    (4)    sind    diejenigen    Punkte,    deren    Coordinaten    in    dem 
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Ausdruck  nicht  vorkommen.  Wir  haben  dann  die  eigenthümliche  Ee- 
hition  : 

f  I  ^2  C3C4  f\%  As  /l4  /l83t 

welche  natürlich  bestehen  bleibt  bei  jeder  Vertauschung  der   10  Zahlen. 

Durch  sie  ist  ein  Mittel  gegeben,  auch  die  Faktoren  f^^  und  f«  aus- 
zudrücken als  Functionen  der  Werthsysteme  (a,i,c,rf).  Aber  sie  giebt 
zugleich  die  Möglichkeit,  eine  Relation  zwischen  je  acht  der  10  Punkte 
aufzustellen.     Diese  Relation  ist: 

5^145,  2.9245, 3.9345.1  =  5^245, 1^345, 25^145, 8« 

In  ihr  kommen  die  Coordinaten  der  Punkte  (4)  und  (5)  nicht  vor,  und 
man  sieht  ohne  weiteres,  dass  sie  richtig  ist,  wenn  man  vermöge  der  obigen 
Formel  g^^^^^s  durch  f^^.^^  ausdrückt. 

Es  ist  dies  eine  Relation  zwischen  acht  Punkten,  die  ich  schon  in 
einer  früheren  Arbeit  (Ckelle's  Journal,  Bd.  105,  S.  273)  besprochen 
habe;  sie  sagt  aus,  dass  eine  Fläche  vierten  Grades  existirt,  welche  die 
acht  Punkte  zu  Doppelpunkten  hat.  Eine  solche  Fläche  kann  noch  zwei 
weitere  Doppelpunkte  besitzen;  dies  müssen  offenbar  die  beiden  übrigen 
Punkte  sein.  Daher  lässt  sich  das  System  der  zehn  Punkte  charakterisiren 
als  das  der  zehn  Doppelpunkte  einer  Fläche  vierten  Grades. 

Es  hat  vielleicht  noch  ein  gewisses  Interesse,   die  Gleichungen 

v/ n  ±  V  ^  ±  v/^  =  o 

umzusetzen  in  Jielationen  zwischen  den  e  oder  den  f. 

Es  ist  klar,  dass  für  die  Faktoren  von  i\  nur  die  Permutationen 
kritisch  sind,  die  i\  in  r^   überführen.     Die  Gleichung  gelit  daher  über  in 

wo  rr^î  ein  Produkt  von  acht  Faktoren  e  bedeutet,  nämlich: 

es  erstreckt  sich  über  alle  Elemente  x  der  GOpei/ sehen  Gruppe  dritter 
Ordnung,  die  der  Gleichung  zu  (jrunde  liegt. 

Demnach  sind  diese  Gleichungen  zwischen  den  e  weniger  einfach  als 
die    vorhin    betrachteten.      Erleichtert    wird  allerdings  ihre  Aufstellung  da- 
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durch,    dass    für   die  ööPBL*sche  Grnippe  dritter  Ordnung  nur  zwei  Typen 
existieren,  nämlich: 


(o ,  56  ,  78  ,  90 ,  5678  ,  5690 ,  7890 ,  1 234), 


lind  : 


(o,  1234,  1256,  1278,3456,  3478,  5678,90). 
Für  die  erste  der  beiden  Gruppen  sind 

"14579  >  "24379  )  "34079 

drei  gerade  ïheta,  die  gerade  bleiben  bei  den  sämmtlichen  Permutationen 
der  Gruppe;  für  die  zweite  haben 

RR  R 

^9  »    ^18679  J    ^33679 

dieselbe*  Eigenschaft.     Dies  führt  zu  den  beiden  Gleichungen: 


V,\~  ^23^14^a8ßC^14i5C^3878^1478^2890^l49o)  "~  ^> 


1,2,3 


und  : 


^12^34  .»iC  ^78  ^1290  ^3490^6690  ^7890 


^1367  ^-  4fl 7^140 8  ^13  68    ^l  46  7  ^1  8  67  ^1  368  ^1  4  6É 


^2857  ^2467  ^2468  ^2868    ^2467  ^2307  ^2368  ^2468 


Wenn  man  nun  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  Faktoren  e^^  und  eaßy$ 
ausdrückt  durch  die  entsprechenden  Grössen  f^ß  ^^^  fa^u  so  ergiebt  sich  das 
Kesultat  dass  für  die  /*  genau  dieselben  Gleichungen  bestehen,  wie  für  die  e. 
Daraus  ist  der  Schluss  zu  ziehen,  dass  die  Ausdrücke  für  die  Anfangs- 
werthe  der   136  geraden  Theta 

richtig  bleiben,  wenn  man  jeden  Faktor  e  durch  das  entsprechende  f  er- 
setzt.    Wir  können  die  Gleichungen  aufstellen: 

das  Produkt  erstreckt  sich  jedesmal  über  alle  120  Permutationen //,  die 
ß„,  in  eine  ungerade  Function  überführen.  Damit  sind  die  Grössen  cj,  aus- 
gedrückt durch  Produkte  von  Faktoren,  deren  Haupttheil  durch  die  li- 
nearen  Determinanten  /^^^ç^,;  gebildet  wird. 
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PAR 

J.-P.   QRAM 

à   COPENHAGUE. 


Le  génie  d'AßEL  se  manifesta  non  seulement  dans  la  force  gigantique 
qu'il  sût  appliquer  pour  approfondir  les  problèmes  qu'il  prit  pour  objets 
de  ses  recherches,  mais  aussi  bien  dans  l'intuition  remarquable  qui  lui  fit 
saisir  précisément  ces  problèmes  dont  la  solution  devait  conduire  à  des 
résultats  féconds  pour  l'avenir.  Il  ne  doit  donc  pas  nous  étonner  de 
trouver  Abel  dans  la  liste  des  analystes  qui  ont  préparé  la  terre  pour 
la  théorie  de  la  fonction  Zêta,  une  des  plus  remarquables  acquisitions  de 
l'analyse  moderne. 

A  la  vérité  les  Oeuvres  d'AßEL  renferment  plusieurs  mémoires  con- 
cernant cette  matière;  surtout  ceux  qui  portent  les  numéros  II  et  IV 
du  Tome  i,  et  I  du  Tome  2  de  l'édition  nouvelle  contiennent  assez  de 
choses  dignes  d'intérêt.  Sans  entrer  dans  des  détails  je  rappellerai  parti- 
culièrement  l'attention    sur   deux    formules    fondamentales   qu'on  y  trouve. 

La  première  est  l'égalité  qui  sous  sa  forme  moderne  s'écrit  comme  suit: 


dx , 


sur  laquelle  Abel  est  conduit  en  cherchant  une  expression  des  nombres 
de  Behnoulli  au  moyen  d'intégrales  définies.  Comme  on  sait,  c'est  cette 
intégrale  que  Riemann  a  prise   pour  départ  de  sa  théorie  générale  et  plus 

Aeta  maihemeUiea.    27.    Imprimé  lo  11  janvier  1903.  37 
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tard  feu  M.  Hekmite  ^  montra  comment  on  en  peut  déduire  une  expression 
qui    conserve    sa   validité    sur    le    plan    tout    entier.     Il    suffit    de    faire   la 

décomposition    j=J-^j    pour  établir  la  formule  générale: 

0  0  1 

r{s)cis)  =  — ' +  ^ .  —, ^ .  -î—  + . . . 

00 

1 

B,  ,  Bs  )    •  •  désignant   les   nombres    de   Bernoulli,    I^    et    J,    les    parties 
correspondantes  à  chaque  intégrale  respectivement. 

L'intégrale  (I)  n'a  aucun  sens  que  quand  la  partie  réelle  de  s  surpasse 
l'unité  positive.     Quand  o  <  B,{s)  <  i   l'intégrale 

0 

reste    finie    et  a  la  valeur  7,  —  —  —  .     En   même  temps   I^-\ peut 

s'écrire 

1 
donc 

(I')  r(s)C(5)  =y(^-î).T'-'^/,     pour  o  <  ß(.s)  <  I  . 

O 

Également 

r(.9)C(s)  -f{e^-,  -  ^  +  iy'-'^f^,        pour  -  I  <  n{s)  <  o, 

O 

etc. 


Comptefl   rondus   1885,  p.    112. 
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lîvidemment  cette  transposition  simple  qui  nous  a  donné  l'extension 
de  la  formule  (1)  est  d'une  plus  grande  portée.  Appliquée  à  la  fonction  F  (s) 
elle  nous  donne: 

00 

r{s)  =f{e-'—  lyx'-'dx  {—i<B{s)<o), 


OD 

r{s)  =  f{e"—  I  +  fj^-'<fx         (—  2  <  R{s)  <  —  I). 

0 

et  ainsi  de  suite. 

Une  autre  formule  de  grande  valeur  pour  la  théorie  de  la  fonction 
Zêta  et  qui  tout-à-fait  appartient  à  Abel  est  la  formule  remarquable  de 
sommation  qu'il  écrit  ainsi: 

(LT)  ^9^{-^)  =--J  n'-^)  —  ^fi^)  +  2j  ^^—^''—-  -  -~- 


En  posant  ^{x)  =  x  '{s>  i)  et  en  prenant  la  somme  de  x  =  n  k  x  ^=  oo, 
on  en  déduit 

(n-f  ir  +  (n+2r+... 


la  forme  particulière  de  (II)  qu'il  faut  appliquer  dans  la  recherche  de  C{s). 
En  outre,  la  valeur  principale  de  cette  formule  consiste  en  ce  qu  elle  donne 
le  moyen  pour  évaluer  la  reste  dans  la  formule  générale  de  sommation  de 
EüLEK  et  Maclaurin,  qui  fournit  lé  procédé  le  plus  expéditif  pour  le 
calcul  de  Cl^). 

Il  ne  semble  donc  pas  mal  à  propos  dans  ce  volume  des  Acta 
Mathematica,  destiné  à  honorer  le  nom  immortel  de  Abel,  d'insérer  la 
note  suivante  qui  cei-tainement  touche  un  des  problèmes  les  plus  intricats 
du  jour  mais  dont  la  méthode  se  rattache  assez  étroitement  aux  recherches 
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d*A6BL  lui-même.  lie  mémoire  qai  sait  a  été  présenté  a  TÂcadémie  de 
Copenha^e  le  7  février  de  cette  année  et  est  inséré  dans  le  premier  fascicule 
du  Bulletin  de  cette  Académie  pour   1902. 


Maljçré  les  nombreuses  études  qui  ont  paru  dans  ces  dernières  années  sur 
la  fonction  0^)  de  Riemann,  la  question  de  ses  racines  imaj^inaires  attend 
toujours  une  solution.  Les  difficultés  qu'elle  présente,  et  qui  proviennent 
de  ce  fait  qu'on  ne  possède  pas  une  expression  pratique,  explicite  ou 
implicite,  pouvant  être  prise  comme  point  de  départ  d'une  étude  appro- 
fondie générale  de  la  dite  fonction,  ont  été  jusqu'ici  presque  insur- 
montables. 

Pour  obtenir  des  résultats  qui  puissent  au  moins  servir  à  donner  des 
renseignements  utiles  pour  guider  dans  les  recherches  théoriques,  je  me 
suis  occupé  depuis  quelque  temps  des  calculs  numériques  dont  le  but 
principal  était  de  créer  une  table  numérique  donnant  les  valeurs  de  la 
fonction  c(0  pour  une  série  de  valeurs  réelles  de  l'argument. 

J'ai  publié  en  1895'  les  valeurs  numériques  des  coefficients  qui 
entrent  dans  les  séries  représentant  les  fonctions  ç(f)  et  Ci^),  et  j'en  ai  tiré 
quelques  conclusions  préalables  sur  les  plus  petites  racines  a  de  ç[f)  =  o, 
qui  furent  déterminées  ainsi: 

a,  =  14.135,  a,  =  20.82,  «3  =  25.1. 

Mais  quoique  les  coefficients  eussent  été  calculés  avec  16  décimales, 
ce  calcul  ne  suffit  pas  à  déterminer  les  a  avec  une  exactitude  satisfaisante 
pour  des  usages  ultérieurs.     Afin  d'obtenir  au  moins  a^   plus  correctement, 

j'ai  donc  repris  le  travail  en  commençant  par  calculer  directement  C(-), 
C'{-)i  C"\-)  avec  28  décimales  correctes.  Cela  m'a  donné  c(o)  et  f"(o) 
et  ensuite  (/^?  log  s  (0)/-o  avec  la  même  approximation.  Enfin  j'ai  calculé 
log  Ç{it)   pour  /  =  +  ,  n  <  15,  me  procurant  ainsi  le  moyen  d'établir 

une   interpolation   qui   m'a  donné  successivement  les   coefficients   supérieurs 

*  Noie  sur  le  calcul  de  la  fonction  ^{s)  de  Riemann,  Bulletin  de  l'Académie  de 
Copenhague  1895,  p.  303. 
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dans  la  série  de  log,  <?(/).     Pour   la  méthode,  je  me   bornerai  à  renvoyer 
au  mémoire  cité,  le  résultîit  obtenu  fut  la  série  suivante: 

—  log,^(0  =  0.6989' 2226"  7945'"  33 i4''^i529''8362^'^0204^^^8i 

+    23i'0499"3ii5'"4i89'^7078^8932^^387i»^^'3i<'- 


+ 

1858"  6299'"  6426'*' 3484''28 

.t* 

+   4"8o57"'977i"'3365"663 

J' 

+    165'"  7579"' 20o6''235 

.t' 

+       6427"'3282''993 

.r' 

+   26'U(>i5'57^V' 

.     .f' 

+     1 129 ''0460''^  5 

.t'* 

+   4''9332'''2 

.<■* 

+     220'''6 

.<"* 

Mais  ces  coefficients  plus  exacts  ne  ])ermettent  pas  encore  une  déter- 
mination de  a,  essentiellement  meilleure  que  celle  qui  avait  été  obtenue 
précédemment,  soit  parce  qu'on  ne  peut  pas  se  fier  absolument  aux  deux 
derniers  chiffres  des  coeft'icients  trouvés,  soit  parcequ'il  serait  nécessaire 
pour  le  calcul  de  a^  au  moyen  des  fonctions  symétriques  2]«"^"  d'avoir 
zJa  •''  pour  une  valeur  de  n  plus  grande  encore,  ou  au  moins  d'avoir  une 
connaissance  provisoire  des  valeurs  de  a, ,  «g   etc. 

Ces  difficultés  m  ayant  paru  insurmontables  à  moins  de  calculs  immenses, 
j'abandonnai  ces  recherches  en  espérant  qu'un  autre  trouverait  quelque 
méthode  pouvant  servir  soit  au  calcul  des  coefficients  de  ^{t)  soit  au  calcul 
direct  des  racines  a.  Mais,  autant  que  je  sache,  aucune  méthode  de  ce 
genre  n  a  encore  été  publiée. 

Quant  aux  a,  il  me  restait  toujours  à  essayer  de  calculer  directement 
les   racines   de    ^(5)  =  o,    autrement    dit    de    déterminer   les   valeurs   de    t 

réelles  ou  imaginaires  qui  donnent  (f(-  +  /n=:  o.  Toutefois  cette  entre- 
prise me  sembla  inutile  parce  que  je  doutais  que  la  formule  approximative 
qu'il  faudrait  appliquer  donnât  des  développements  assez  convergents  pour 
les  calculs  dont  il  s'agit  ici.  Néanmoins  l'automne  dernier  je  me  suis 
décidé  à  faire  cet  essai,  et  j'ai  été  frappé  de  la  facilité  avec  laquelle  il  a 
réussi.  Certainement  la  détermination  d'une  racine  a  demande  bien  des 
efforts,  mais  théoriquement  il  n'y  a  pas  de  difficulté  et  la  méthode  permet 
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pour  ainsi  dire  de  calculer  autant  de  racines  qu'on  le  veut,  de  façon  à  rendre 
possible  le  calcul  de  C  {s)  pour  toute  valeur  de  s,  pourvu  que  ce  calcul 
soit  pratiquement  exigible. 

En  partant  de  la  définition 


C(5)  =  Limrin-'  — — -1, 
^  ^        «=«,  L  1  i—sJ 


la   partie  réelle  de  s  étant  supposée   >  o,  et  en  calculant  la  somme  Sn  ' 

au    moyen    de    la    formule    générale  de   sommation,   on  obtient  la  formule 
connue  : 

(i)  C{s)  =  in-'—  "*'-'-— -n-'  +  -  '-B,n-' 

^    ^  ^^    ^  1  I  —  5  2  '     I  .  2      * 

' Il n -'  +  ..., 


-i-\ 


S(S  +    1)(S  +  2)  ^^   ^^_.,_3 


1.2.3.4 

li^  ,  ^3 ,  . . .  représentant  les  nombres  de  Beknoulli.  Cotte  formule  est 
généralement  semiconvergente,  et  donne  pour  .*?  réelle  une  exactitude 
d'autant  plus  grande  que  n  est  supposé  plus  grand.     Par  exemple  n  =  20 

donne  C(-)  correctement  avec  plus  de  30  décimales. 

Mais  comment  se  comporte  cette  formule  pour  des  valeurs  complexes 
de  5? 

En  récrivant  sous  la  forme 

on  voit  qu'il  s'agit  en  premier  lieu  d'estimer  la  grandeur  du  reste  R,  où 

P  _  _  Çs  +  i)(s  jf  2)  (s^  -ti)^f  +  2)    (s  +_3)(.s  +  4)  R 

3.4»'  '"^       3.4»'       ■       S -on'         ••• 

Considérons  séparément  les  facteurs 

__^  _is+r)isp)  _  (.  +_3)(.v  +  4)  ^^ 

1  3  .  4  .  n*       '  ^  5  .  6  .  n* 

dont  rintroduction  permet  d'écrire: 

R  =  A^B.,  +  A,A,B^  +  Ä,A^A,B,  +  . . . , 
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et  posons:  s  =  x-\-i/i.     Alors  on  obtient: 


y'  +  ^— (a;  +  2v  — ^j    —iy(2X  +  4v—î) 


jl     s=: 

(2y  +   l)(2i;  +  2)w' 

Il  est  évident  qu'on  pourra  toujours  choisir  pour  n  un  nombre  si 
grand  que  les  premiers  A  auront  leurs  parties  réelles  comme  leurs  parties 
imaginaires  égales  à  des  fractions  propres,  et  que  les  produits  successifs 
des  mêmes  A  formeront  alors  une  série  décroissante. 

Ija  propriété  caractéristique  des  séries  semiconvergentes  subsiste  donc 
pour  la  série  11  et  par  conséquent  aussi  pour  la  série  qui  représente  C{*^)- 

Dans  le  cas  actuel  il  s'agit  de  calculer  la  valeur  de  C(    +'M- 
Pour   or  —  -,  y  =  f y  on  a: 


(t*  +  ~\  —  4v^  —  4M 

d'où,  en  posant  t^+-  =  T: 

4 


^^  (2v+  I)(2v+  2)n'    ' 


A  ^(r-4)  — 4^* 

'  3.4.n'      ' 

_(r— i6)  — 8/i 
»    "         5.6.n'       ' 

3  7  .  8  .  n' 

La  formule  définitive  sera  alors: 

(2)    C[-  +  fi)  =  5^w  ^  (t-^os  t  log  w  —  ê  sin  <  log  n)  —  w'  (cos  t  log  n  —  i  sin  i  log  n) 

■   X  pv"'- + '-'■  T  '«■ +-*.".+ ^.^.B. +•  •  ■)] 

=  C'(()  +  iS((), 

en   désignant   respectivement  par    C{t)   et   S{t)  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire. 
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Pour  calculer  au  moyen  de  '  2 .  Cl  -  +  H]  avec   au  moins  7  décimales 

eorrerrten,  il  suffit  de  prendre  »  —  20,  quand  /  ne  surpasse  pas  50.  Afin 
d'appliquer  cette  foniiule  au  calcul  des  nu:ines  a,  on  commence  par  dresser 

une  petite  table  df?s  valeurs  successives  de  C{-  +/')»  p^jur  voir  s'il  y  aura 

d^fS  valeurs  de  /  qui  s^-mblent  pouvoir  annuler  simultanément  dit  et  SJ). 
Ayant  trouvé  ainsi  des  limites  assez  vaijues,  on  a  en  premier  lieu  à  cal- 
culer C  pour  quelques  valeurs  intermédiaires  telles  qu'on  puisse  obtenir  par 
interpolation  linéaire  une  approximation  meilleure  h  la  racine  cherchée. 
En  se  si-rvant  des  tables  logarithmiques  h  5  décimales  on  peut  obtenir  au 
moins  4  décimales  correctes  de  a.  Et  si  Ton  avait  trouvé  qu'une  a  est 
située  entre  deux  valeurs  /,  et  /^  ne  différant  que  par  10"*,  un  calcul 
réitéré  avec  7  décimales  donnerait  les  deux  chiffrées  suivants  presque  exacte- 
ment, k  moins  que  Fa^^cumulation  des  fautes  dans  les  derniers  chiffres  ne 
s  y  opposât.  Quant  aux  valeurs  maxima  de  C{t)  et  de  S\t)  elles  ne  s'élèvent 
qu'il  peu  d'unités. 

On  trouve  par  ex.: 

C(-+  14.13471)  =  +0.0000033  —  0.0000199? 

C(-  +  14.1348/j  ^  — 0.0000092  +  0.0000587/, 

et  si  Ton  pose  et,  — ^  14-1347 +  ^-  ^o  *,  on  trouve  par  interpolation: 
A-,  :r=-^-^  ^=0.264;  ^2=  ^0^=  0.253. 

ï  125  t>        2  ^g5  DO 

De  ces  deux  valeurs  de  la  correction,  ^"2  ^^t  la  meilleure;  un  calcul 
fait  avec  8  décimales  ma  donné  a^  =  1 4.1 347251;  mais  le  dernier  chiffre 
C'st  douti'ux. 

Comme  on  le  voit,  la  détermination  d'une  rac*ine  exi^e  certainement 
bien  des  calculs,  mais  grâce  à  l'aide  qu'a  bien  voulu  me  prêter  M.  H.  S. 
NiKLSEN  pour  le  calcul  final,  je  suis  parvenu  à  déterminer  les  10  premières 
racines  de  récjuation  $(t)  -^  o,  dont  voici  les  valeurs  en  8  chiffres: 
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«1  -  14.134725 
a2  ^  21  .022040 
«3  ^  25.010856 

«4     ^   30.424878 

a,  -32.935057 
«6  -37.586176 
«7   -^40.918720 

«8     -43.327073 

a^  r-  48.005150 

«10-^49.773832 

Le  dernier  chiffre  seulement  est  un  peu  incertain;  du  reste  la  déter- 
mination double  au  moyen  de  6'(/)  et  de  S{t)  donne  une  bonne  preuve 
du  calcul.  Les  racines  trouvées  sont  toutes  celles  qui  sont  inférieures  à  50; 
les  plus  proches  seront  d'environ  les  valeurs  suivantes: 

«n  =^  52.8  ,  «ij  =  56.4,  a,8  ^  59.4  ,  «14  =  61.0,  «1.  =  65.0. 

Elles  fournissent  un  contrôle  au  calcul  des  coefficients  de  log  ^[t) 
donnés  plus  haut.    'Car  on  trouve  respectivement: 


1  >    1 

10  x> 

Zar"  --  7903 •'3261"',       S«7"  =  7903 "'s 2 23 ''^s, 


f  «-'•  -  39 "4647 "'16,    i«-"  =  39''4657"6, 

d'où  Ton  peut  inférer  que  les  coefficients  de  log  ^{t)  donnés  plus  haut  sont 
corrects  aux  deux  derniers  chiffres  près. 

On  peut  conclure  de  notre  calcul  que  les  quinze  premières  racines  de 
ç{7)  —  o  sont  réelles,  sans  quoi,  leurs  parties  imaginaires  seraient  très  in- 
signifiantes. Que  ces  racines  sont  véritablement  réelles,  c'est  ce  que  nous 
prouverons  ci-dessous.  On  ne  voit  pas  de  raison  pour  que  les  racines 
suivantes  se  comporteraient  autrement.     En  plus  des  renseignements  que  le 
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calcul  achevé  m'a  fournis  sur  la  variation  de  la  fonction  C(-  +  ^i) ,  il  rend 

aussi  possible  le  calcul  de  log  ^{t)  pour  t  <  50  au  moyen  de  la  série  donnée 
plus  haut  et  des  valeurs  trouvées  pour  les  premières  racines.  Enfin  la 
connaissance  de  ces  racines  donne  le  moyen  d  aborder  Tétude  des  termes 
périodiques  dans  les  formules  analytiques  exprimant  des  fonctions  des 
nombres  premiers. 

Mais  le  résultat  le  plus  intéressant  qu'ait  donné  ce  calcul  consiste  en 
ce  qu'il  révèle  l'irrégularité  qui  se  trouve  dans  la  série  des  a.  Il  est  très 
probable  que  ces  racines  sont  liées  intimement  aux  nombres  premiers.  •  La 
recherche  de  cette  dépendance,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  une  a  donnée 
est  exprimée  au  moyen  des  nombres  premiers,  sera  l'objet  d'études  ultérieures. 

A  côté  des  valeurs  des  a,  mon  calcul  m'a  fournis  des  renseignements 
sur  un  autre  point  digne  d'intérêt.  C'est  qu'il  se  trouve  aussi  des  valeurs 
réelles  de  t  qui  font  annuler  soit  la  partie  réelle  soit  la  partie  imaginaire 

de  <r(-  +  ^i)  ,   lïiais   différentes  des   a  qui   font  annuler  simultanément  les 

deux  parties. 
Posons 

(3)  c{l  +  ti)=C{t)  +  iS{t)  =  me^^'<ä^ 

m  étant  le  module  pris  avec  un  signe  convenable,  C{t)  et  S{t)  des  fonctions 
réelles   de    t .     Pour   avoir   simultanément    C  =  o    et    S  =  o ,   il  faut  que 
m  =  o .     En  outre  C  =  o  quand  cos^  =  o  ,  S  =  o  quand  sin  ff?  =  o .    Il 
n'est  pas  difficile  d'exprimer  ^  en  fonction  de  /. 
L'équation  fonctionelle  de  Riemann 

^~ ' r Q) c{s)  =  TT- '^' r (i-^ *-) Cil -s) 

peut  s'écrire: 


TTS 


C(î  —s)  r-.  2'-'r-'cos';  r(.s)C(.^) 


Donc: 


(4)  'T(^      '  '-'cos^  ris), 
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et  pour  s  =  -  +  ti: 

(5)  ^  ;^ -~  i  =  e-^'^  =  2^  -  " .- «'-"  cos  (^  +  :  ti)  rr  +  H)  . 

Pour  trouver  ^   on   n'a  donc   qu'à   chercher   le  logarithme  du  second 
membre,  ce  qui  donne: 


cos 


2çl  =  H  log  27r+  -  log ;;^^ f  +  -  log  — ] r  • 


COS  I 


Mais 


cosf  -  +  -ii] 

2     Ö        /ff      ff  A  V        ^  4/' 

\4    2  y 


et 


2       »^/I 


-+ti     op  r       .     .       -  +  V  +  <t"| 

= log       h  -  s  I  2^i  log  (  1  +  -  )  —  log I 

=  —  i  arctg  2<  +  i  5!)  j  <  log  (  i  +  -  )  —  arctg I 

^og  (ù)  +  i)  —  S  arctg     "71  =  ^^' 

2—1  Ctf  —  X  . 

Ainsi  on  aura: 
(6)  —  2^  =  —  t  log  27r  +  arctg  e""' 1-  t; . 
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La   quantité   désignée   par  v  peut  être  calculée  approximativement  au 
moyen  de  la  formule  générale  de  sommation: 


%f[^>)=ff{^')d^>~\(f{o>)~f{o)) 


0 

U 


+  "-^(r(û>)-r(o))-^-^-(r(û>)-r'(o))+.... 

Mais 
Tarctg  — ^  ch  =  ^û>  +  0  arctg   — ^- -  +  ^  \ogU  +  (û>  +  ^)  j 

f{^)}f*[^)if*"{^)   •••  s^annuleront  pour   û>  =  cx);   les  autres  termes  con- 
tenant 0)  se  réduisent  donc  à: 

nog  (ce  +  I)  -  (co  +  ^)  arctg  — '—  -  ^  log  (<'  +  (a>  +  0'), 

dont  la  limite  pour  o)  =  co  sera  égale  à  —  t.     Alors  on  obtient  ensuite: 

+  ... 


•-'-('^3-'-' .■■VS(f  .l'-R?) 


et 

(7) 


—  2^(0  =^  log  (<^  +  J)  —  ^(1  +  log  2;r)+arctge--'  — ^— ^        ^        , 

en   négligeant  les  termes  d'ordres  inférieures  à  -  . 

On   voit   que   y{t)  =  —  ^  ( —  ^) ,  f  (o)  =  o.     Du  reste  la  petite  table 
suivante  donne  les  meilleurs  renseignements  sur  la  variation  de  ^{t): 
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/  r^    o  jf(/)  =  O.OOO 


5 

+  3-460 

lO 

+  3-067 

15 

+  1.365 

20 

—  1.187 

25 

—  4-371 

30 

—  8.058 

35 

—  12.164 

40 

16.628 

45 

—  21.405 

50 

—  26.461 

55 

—  31.766 

60 

—  37.300 

Pour  des   valeurs  de   t  pas  trop   petites,   ce   sont  les  preraiers  tenues 
de   (7)   qui   en  premier   lieu   font  déterminer  la  grandeur  de  ^(0-     En  se 

bornant  ?i   ces  termes   et  en  substituant  log  t  h  -  log  (<'+-),  on  obtient 

approximativement  : 

—  2^{t)  =  tlogt  —  t{i  +log2;r)  — ^, 
ou  bien 

l'erreur  commise  étant  de  l'ordre  -  . 

Cela    suffit    pour    déterminer  les    racines    propres    de   ü{t)  =  o   et  de 
S{t)  =  o.     En  rappellant  que 


c(^^  +  ti)  =  C{t)  +  iS{t)  =  me^^^'\ 


on  voit  que  C{t)  ^  o  comporte  cos  f(/)  =  o,  c'est  à  dire: 
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tandisque  S{t)  =  o  exige  que 

n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  ou  bien  zéro. 

Si  Ton  désigne  par  ß  les  racines  de  C{t)  =  o,  par  y  celles  de  S{t)  =  o, 
et  qui  sont  différentes  des  a,  on  aura  donc,  avec  une  grande  approximation, 
pour  les  racines  positives: 

(9) 

(lO) 


å(H- 

2n 

— 

■)- 

I        2n  +  i 
"8  ~"    '~2~ 

4('»^ 

L 

27t 

— 

■)- 

I 
-8==^- 

iulièrem 

leni 

t  ] 

les  r, 

alors  on  ti 

ri  = 

3- 

5 

pour 

n=        I, 

rs  = 

9. 

6 

» 

n  =  —  I, 

r.^ 

17- 

8 

i 

n  =  o, 

n  = 

23^ 

,2 

» 

n=  I . 

JjCS  y  suivantes  correspondent  aux  nombres  successifs  w  =^  2  ,  3  ,  4  etc. 
On  voit  par  là  que  le  nombre  des  racines  j-  qui  sont  inférieures  à  une 
limite  donnée  N  et  plus  grandes  que  10  sera  exprimé  à  peu  près  par  le 
plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  l'expression: 


2;r\    ^27r  /       8 


Toutes  les  racines  y  ainsi  que  les  ß  seront  évidemment  réelles. 

Rappelons  que  M.  v.  Mangoldt  a  démontré  que  le  nombre  des  racines 
a   dont  la  partie  réelle  ne   surpasse   pas  N  est  représenté  par  l'expression 


2;r\     ^2;r  /     '    4—     ' 


OÙ  £  <  o. 34  (log  Nf  +1-34  log  -^  +  i  •  33  ;  il  suit  de  Là  que  les  j-  et 
les  a  (ou  les  parties  réelles  de  celles-ci)  se  suivent  de  très  près.  —  Pour 
les  quinze  premières  a  il  arrive  que  toutes  les  a  sont  séparées  par  les 
valeurs  des  ;•,  mais  non  par  les  valeurs  des  ß.  Il  va  sans  dire  que  les  ß 
et  les  Y  se  suivent  alternativement. 
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Après  avoir  ainsi  trouve  toutes  les  valeurs  de  t  qui  annulent  une  des 
fonctions  C{t)  et  S(t)  seulement,  il  est  clair  que  toute  autre  valeur  de  t 
qui  fait  annuler  ou  C{t)  ou  S{t)  doit  annuler  m  et  sera  donc  une  racine 
a  qui  donne  aussi  bien  C(a)  =  o  que  iS(a)  =  o.  Notre  calcul  prouve 
sans  contredit  qu'il  y  à  des  valeurs  de  t  réelles  différentes  des  y  et  qui 
font  changer  le  signe  de  S{t).  Ces  valeurs  font  donc  annuler  S{t)  et 
seront  des  racines  véritables  de  <?(<)  =  o.  Il  est  donc  certain  que  les 
premières  a  sont  réelles. 

De  ridentité 

C  +  i5  =  6^'^(C  — /5) 

on  obtient  par  differentiation  par  rapport  à  t: 

(i  i)  O'  +  iS'  =  e^'^C'  —  iS')  +  2?y(C— iS)e^'^ 

Quand  (7  =  S  =  o ,  on  aura  donc  : 

C'{a)  +  iS'ioi)  =  6'''^('^^(C'(a)  — iS'(a)), 
d'où: 

formule  qui  m'a  fourni  un  moyen  de  contrôle  sur  mon  calcul. 
Quand  ^-  =  0,  S^o,e^'*"=  —  i,  on  trouve  d'après  (11): 
(13)  C'{ß)  =  -9^'iß)S{ß), 

tandisque  S—o^  ^'<0)  é^'^  =  i   donne: 

(14)  S'(r)  =  ^'(r)C(r). 

Quand  t>  y ,  p'{t)  est  toujours  négatif;  on  a  donc  pour  les  racines 
correspondantes  le  théorème  suivant: 

C{ß)  a  toujours  le  même  signe  que  S{ß);  S' {y)  a  le  signe  opposé  à 
celui  (Je  C{y), 

Si  donc  C[x)  conserve  le  même  signe  pour  deux  valeurs  consécutives 
de  Y^  savoir  y^  et  Xv\.\ ,  ^\ïv'\-\)  ^^^^  elle-même  le  même  signe  (jue  S'{f),  Mais 
comme  S(-j^  =  ^l)-,^,)  ^  o,  il  faut  donc  que  S[t)  ait  passé  par  la  valeur  zéro 
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un  nombre  impair  de  fois  dans  cet  intervalle.  Autrement  dit  il  se  trou- 
vera alors  un  nombre  impair  de  racines  réelles  a  entre  j-^  et  /-^^.,  ;  il  y  en 
aura  donc  au  moins  une  comprise  dans  ces  limites. 

Ce  théorème  peut  rendre  de  bons  services  dans  la  recherche  numérique. 
Pour  l'utiliser  aussi  dans  la  théorie,  il  faudrait  d'abord  trouver  une  méthode 
pour  déterminer  le  signe  de  Cij-)  sans  calcul  numérique,  mais  pour  le 
moment  cela  paraît  assez  difficile.  Pour  les  ;-  dans  Tintervalle  de  lo  à  65, 
C{y)  est  toujours  positif.  Cela  tient  probablement  à  ce  fait  que  C{t)  dans 
les  plus  grandes  parties  du  dit  intervalle  est  positif.     Sans  doute  la  raison 

en  est  que  le  premier  terme  de  la  somme  ^n  ^  cos  {t  log  w) ,  savoir  l'unité 

positive,  produit  un  surplus  en  faveur  des  termes  positifs.  Si  cela  est  juste, 
on  peut  inférer  que  Téquilibre  ne  s'établira  que  peu  à  peu,  de  sorte  que 
la  même  règle  sur  la  répartition  des  a  par  rapjiort  aux  ;-  se  maintiendra 
aussi  ])Our  les  a  suivantes  les  plus  ra])])rochées  de  a,5. 
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SUR  UNE   FORMULE   SOMMATOIRE   GÉNÉRALE 


PAR 

ERNST   LINDELÖF 

h  HEL8INOFORH. 


I.  Dans  son  Mémoire:  Solution  de  quelques  problèmes  à  V  aide  d'inté- 
grales définies,  daté  de   1823,  Abel  a  établi  la  formule  suivante^: 

0 

où  H^{x)  désigne  »l'intégrale  finie»  de  la  fonction  f'(ip),  c'est  à  dire  la 
solution  de  Téquation  fonctionnelle:  f(x+i)  —  f{x)^-^f:{x).  Après  y  être 
arrivé,  Abkl  continue  en  ces  termes:  »Cette  expression  de  l'intégrale  finie 
d'une  fonction  quelconque  me  paraît  très  remarquable,  et  je  ne  crois  pas 
qu'elle  ait  été  trouvée  auparavant.»  —  En  fait,  Texpression  en  question 
avait  déjà  été  trouvée  par  Plana  en   1820*. 

En  1825  Abel  est  revenu  sur  la  formule  (i)  et  en  a  donné  une 
nouvelle  démonstration,  dans  un  Mémoire  intitulé:  L* intégrale  finie  ^""^{x) 
exprimée  par  une  intégrale  définie  simplet  Mais  cette  démonstration  n'in- 
dique pas,  non  plus  que  la  première,  les  conditions  dans  lesquelles  est 
applicable  la  formule  dont  il  sagit. 

Il  est  assez  curieux  que  le  remarquable  résultat  découvert  par  Plana 
et  Abel  ait  dû  attendre  une  démonstration  rigoureuse  jusqu'en  1889,  date 


*   Oeuvres  complHes  d'Ahd  (édition  Sylow-Lie),  t.  I,  p.  23. 
'   Voir  ibid.,  t.  II,  p.   290. 
'  Ibid.,  t.  I,  p.  35. 
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à  laquelle  a  paru  le  Mémoire  de  Kroneckkr:  liemerlmngen  über  die  Dar- 
Stellung  von  Reihen  durch  Integrale  \  où  la  formule  (  i  )  se  trouve  enfin  rat- 
tachée h  la  théorie  des  résidus  de  Cauchy  qui  en  constitue  Torigine  naturelle, 
l^lus  tîird  M.  J.  Petersen^  a  fait  connaître  quelques  applications  intéreasantes 
do  cette  même  formule. 

Dans  un  Mémoire,  intitulé:  Quelques  applications  d'une  formule  som- 
maloire  générale,  qui  sera  inséré  dans  le  tome  XXXT  des  Ada  societatis  scien- 
tiarum  Fennicrr,  nous  avons  développé  quelques  applications  nouvelles  do 
la  formule  (i),  à  laquelle  nous  avions  d'ailleurs  été  conduit  indépendamment 
des  travaux  mentionnés  ci-dessus.  Sur  l'invitation  de  M.  Mïttag-Lkffleu, 
n(ms  indiquerons  brièvement  ici  quelques-uns  des  résultats  auxquels  nous 
sommes  arrivés,  renvoyant  pour  los  dénumstrations  et  ])()ur  les  dévelop])o- 
monts  ultérietirs  au  Mémoire  cité. 

2.  Parmi  les  applications  que  comporte  la  formule  (i),  il  y  en  a  une 
qui  nous  paraît  particulièrement  intéressante  et  qui  concerne  le  prolongement 
analytique  des  séries  de  Taylor 

OÙ  ^  est  une  fonction  analytique  de  son  argument. 

Posons  X  =  re'^,  z  —  z  +  it  =  pe^''\  ^{t±  it)  ^ p{T,  t)  ±  iq{T,  /),  et  ad- 
mettons relativement  à  la  fonction  ^(^)  les  hypothèses  suivantes: 

1°  ^{z)  est  holomorphe  pour  toute  valeur  z  telle  que  r>o. 

2°  le  nombre  positif  e  étant  dorme  arbitrairement  petit,  on  peut  trouver 

un  autre  nombre  positif  R  tel  que,  pour  — -^  </^ ^    , p>  Ry  on  ait 

W{0)\<e"'. 

Ces  conditions  supposées  remplies,  la  fonction  F{'x)  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

Fix)  =  lç>[o)  +  JI{x)  +  J{or), 

*  Journal  de  Crelle,  t.   105,  pp.  345—354. 

*  Vorlesungen  ühei'  Funktionentheorie  (('openhagiio   i8y8}. 
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où 

H{x)  =  —  2  / {p[o ,  t)  sin (« log  x)  +  q[o,t)  cos (<  log x))  _-_^ , 

0 

OD 

J{x)=         f<p{r)x'dz, 

0 

et  de  ces  expressions  on  peut  tirer  successivement  les  conclusions  suivantes: 

(a)  La  fonction  H{x)  est  holomorphe  pour  — 27ü<d  <  27r^r>  o. 

(b)  La  fonction  J{x)  reste  holomorplie  dans  tout  le  plan,  excepté  Von- 
ffine,  à  condition  que  le  point  x  ne  vienne  pas  traverser  le  segment  i  . . .  oo 
du  rayon  d'argument  â  =  o,   ni  se  confondre  avec  un  point  de  ce  segment. 

{c)  La  fonction  F{x)  est  holomorphe  à  Vintérieur  du  domaine  T,  formé 
du  plan  entier  où  l'on  aura  tracé  la  coupure  +  i  . . .  +  oo  suivant  Vaxe  réel. 
Ce  résultat  avait  déjà  été  établi  par  M.  Lk  Roy  \  mais  par  une  voie  beau- 
coup moins  directe. 

(rf)  La  fonction  F{x)  tend  vers  zéro  lorsque  le  point  x  tend  vers  l'infini 
avec  un  argument  déterminé,  en  restant  intérieur  au  domaine  1\ 

(e)  La  différence  entre  une  branche  quelconque  de  la  fonction  F{x)  et 
sa  branche  principale  (celle  dont  il  est  question  dans  le  théorème  {c))  peut 
s'exprimer  par  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  dont  chacun  est  un 
multiple  entier,  positif  ou  négatif,  d'une  branche  de  la  fonction  J{x),  Les 
singularités  de  F{x)  sont  donc  toutes  comprises  parmi  celles  de  J{x). 

Nous  allons  citer  encore  un  théorème  assez  général  et  comportant 
plusieurs  applications  intéressantes,  dont  nous  avons  développé  quelques- 
unes  dans  notre  Mémoire. 

Supposons  vérifiées  les  hypothèses  suivantes: 

1°  ç}(z)  est  holomorphe  pour  toute  valeur  z  telle  que  r>  o; 

2°  quelque  grand  que  soit  l'angle  ^o»  <^  P^^t  trouver  un  nombre  positif 

Il  tel  que  y{z)    soit  holomorphe  pour  —  ^po<  (p  <  (f>o, p>  R  {sauf  peut-être 

à  r infini)] 


*   Sur  les  atries  divergentes  et  les  fonctions  définies  par  un  développement  de  Taylor 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  2®  Série,  Tome  II,   1900). 
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3*^  qmlque  grand  que  soit  i})^  et  quelque  petit  que  soil  s  y  on  a 

\^{^)\<e'^  pour  —(po<<P<<poj 

dès  que  p  dépassera  une  certaine  limite. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  F[x)  ne  peut  ad- 
mettre d'autres  points  singuliers  que  o ,  i  et  co  {le  point  o  étant  en  gémral 
point  singulier  pour  toute  branche  de  F{x)  autre  que  la  branche  principale). 

3.  Nous  dirons  en  second  lieu  quelques  mots  sur  lapplication  de  la 
formule  (i)  à  la  fonction  C{s)  de  Eikmann.  Comme  conséquence  immédiate, 
cette  formule  entraîne  Tégalité 


^(^)  =  1  +  73-^  +  2  /  (  I  +  ^')   ^  sin  (s  arctj,^  t)  -^J[_  ^ , 

0 

et  par  une  petite  modification,  on  en  déduit 

oc  * 

0 

Ces   expressions   définissent   la    fonction  ^(5)  dans  tout  le  plan  et  on  met- 
tent en  évidence  plusieurs  propriétés  intéressantes. 

Par  une  autre  modification  de  la  formule  (i),  on  arrive  à  Tégalité 


3C 


0 

d'où  résulte  immédiatement   le  théorème   fondamental   de  Riemann  suivant 
lequel  Texpression 

ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  y  substitue   i  —  5  à  s. 
Nous  insisterons  un  peu  plus  sur  Tégalité 


S  I 
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qui    se    déduit    également    de    la    formule   (i).     En   développant  le  dernier 
terme  suivant  les  puissances  de  -,  on  trouve 

,3,     c{s)=i+i;+...+^„j_,y+^+^::-^_+iT.+ii,. 


avec 


yi    ^  / xv  +  1  Bv  ä(s  +    l)  .  .  .  («  +   2y^-  2)  I 

'        ^  ^       2i/         "i  .2  .;.  ("21;—  I)  -n'+sv-i) 


{2V—   I) 

B^  désignant,  comme  d'ordinaire,  le  i^*"*®  nombre  de  Bernoulli.  On  voit 
que  cette  dernière  expression  de  ^{s)  est  précisément  celle  que  fournit  la 
formule  sommatoire  d'EuLER,  et  le  reste  Ttj,  peut  donc  se  présenter  p.  ex. 
sous  la  forme 

X 

„    ^  _«(«  +    I)  .  .  .  {8+2k+    l)    ri\t+liT)    , 
*  I  .  2   ...  (2*  +  2)  J     V+ä*+2    "^' 

fl 

^2^+3(7)  désignant  la  fonction  périodique  à  la  période  i  qui,  pouro<r<  i, 
se  confond  avec  le  polynôme  de  Bernoulli: 

En  tenant  compte  des  propriétés  bien  connues  de  ce  polynôme,  et  en  posant 
s  =  X  +  iy,  on  peut  tirer  de  Texpression  ci-dessus,  pour  le  module  du  reste 
iîjt,  la  limite  supérieure  suivante: 

(4)  |B.|<|.+  .t+,|(_^_  +  A)|r„,|. 

La  formule  (3)  est  intéressante  sous  plusieurs  rapports,  et  surtout 
parce  qu'elle  fournit  le  seul  moyen  vraiment  pratique  pour  le  calcul 
numérique  des  valeurs  de  la  fonction  C{s)>  En  particulier,  on  peut  s'en 
servir  pour   chercher  les  zéros   de   C{s)   qui   sont  compris   sur  la  droite  D 

parallèle  à  Taxe  imaginaire  et  passant  par  le  point  s  =  - ,  et  à  cet  effet  on 

peut  profiter  de  la  remarque  très  simple  que  voici: 

Du  théorème  de  Eiemann,  on  peut  conclure  que  la  fonction  /(s),  dé- 
finie par  l'expression  (2),  prend  des  valeurs  réelles  sur  la  droite  D-     Pour 
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un  point  quelconque  s  de   cette  droite,   le  reste  suivant  le  module  2;r  de 
la  quantité 


û  =  arg;r-^  +  argPg)  +  argC(5) 


est  donc  égal  à  o  ou  à  ;r,  suivant  que  ^{s)  est  positif  ou  négatif.  Comme 
^{s)  ne  change  évidemment  de  signe  qu'en  s*annulant,  et  comme  cette 
fonction,  d'autre  part,  présente  sur  la  droite  en  question  précisément  les 
mêmes  zéros  que  C(5),  on  voit  dès  lors  que,  pour  séparer  les  zéros  de  la 
fonction    C{s)   compris    sur    un    segment  donné   de   la  droite  1>,  on  n'aura 

qu'à  calculer,   avec  une  erreur  niomdre  que  - ,  la  valeur  de  la  quantité  i/ 

pour  une  suite  de  points  suffisamment  rapprochés  de  ce  segment. 

Nous  nous  permettrons  de  publier  ici  les  résultats  numériques  ^  que 
nous  avait  fournis  un  calcul  de  quelques  jours  entrepris  au  commencement 
de  Tannée,  résultats  qui  sont  certes  beaucoup  moins  précis  que  ceux  qu'a 
fait  connaître  dernièrement  M.  Gram',  mais  qui  sujBfisent  cependant  pour 
illustrer  la  méthode  que  nous  venons  desquisser. 

Dans    le   tableau    qui   suit,   S{y)   et  yjiy)  désignent  respectivement  les 

parties  réelle  et  imaginaire  de  la  quantité  C(    +  'y)  ,  et  co  désigne  le  reste 

suivant  le  module  27r  (converti  en  degrés)  de  la  valeur  approchée  qu'a 
fournie  notre  calcul  pour  la  quantité  Ü.  Les  valeurs  de  ç(y)  et  do  7j(y) 
ont  été  calculées  à  l'aide  de  la  formule  (3),  en  y  f aisant  n  =  io,A;=  1  et 
en  négligeant  le  reste. 


*  Nous  avions  communiqué  ces  résultatö  à  M.  Mittaq-Leffler  dans  une  lettre 
datée  du  22  janvier   1902. 

'  Note  sur  les  xéros  de  la  fofiction  C(«)  de  Riemann  (présentée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Copenhague  le  7  février   190^;  réimprimée  ci-dessus,  p.  289). 
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y 

«y) 

?(t/) 

Q 

;   ' 

?(y) 

■rM) 

1 

12 

I  .016 

—  0  .  744 

180^   I' 

32 

0.86 

0  .  20 

i8o°.2 

13 

0.444 

—  0 .  656 

180"   3' 

34 

0.52 

1    .62 

o°.» 

14 

0  .021 

—  0. 104 

179*»  19' 

36 

2.35 

—   I    .19 

-0°.4 

14.25 

—  0  .  012 

0.092 

0-47' 

,  38 

0.47 

0.  56 

I77°.8       . 

15 

0.  148  ' 

0.  706 

-0*   I' 

40 

0.83 

~    I    .03 

l8l°.8 

18 

2.331 

1    —  0  .  187 

0°   2' 

,  42 

1 .02 

0.42 

2^8 

20 

0.427 

—  I  .  062 

~o°    7' 

1 
44 

-  -  0 .  05 

Ï.37 

182^3 

72 

0.718 

0 .  665 

179*^  53' 

46 

3.29 

-1.46 

179°.- 

24 

o.95Îi 

-0.585 

180°    0' 

1  47 

0.24 

-1.95 

177^6 

26 

0.504 

1  .  344 

—  0"    2' 

48 

0 .  07 

0  .  05 

(-5".8) 

28 

2.713 

—  0  .  679 

-0"    2' 

1.  49 

0. 65 

0.31 

-     8^5 

30 

0.  124 

—  0 .  598 

-0*^    3' 

50 

— 0 .  16 

0.  42 

186^8 

A  l'aide  de  rinéjs^alité  (4),  on  s'assure  facilement  que  la  valeur  exacte 
de  la  quantité  désif^née  par  i2,  pour  Tun  quelconque  des  ariçuments  y  in- 
diqués dans  le  tableau  (excepté  y  =  48),  est  bien  égale  à  celle  des  (juantités 
0°  et  180°  qui  s'écarte  le  moins  de  la  valeur  calculée  de  û>.  Par  suite, 
les  chiffres  qui  précèdent  nous  permettent  d'énoncer  ce  résultat  que 
Je  segment  de  la  droite  1)  qui  correspond  à  VintervaUe  1 2 — 50  de  l'ordonnée 
y,  renferme  certainement  dix  zéros  de  la  fonction  C{s)  dont  les  ordonnées  sont 
respectivement  comprises  entre  les  limites: 

14—14.25,       20—22,      24—26,     30—32,     32—34, 
36—38,  40—42,     42—44,     47—49,     49—50. 

Les  zéros  une  fois  séparés,  on  pourra  les  calculer  avec  telle  approxi- 
mation qu'on  désire,  en  prenant  dans  la  formule  (3)  l'entier  w  suffisamment 
grand,  et  en  choisissant  convenablement  l'entier  k. 
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SUR  LES  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES  ET  SUR  UN 
NOUVEAU  PROBLÈME  TRÈS  GÉNÉRAL 

PAR 

EMILE  BOREL 

à   PATIIS. 

1.  Beaucoup  de  problèmes  (VAnalyse  peuvent  être  ramenés  au  pro- 
blème de  la  détermination  des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers  qui 
peuvent  exister  entre  des  nombres  transcendants;  par  exemple  entre  les 
périodes  de  certaines  intégrales  elliptiques  ou  al)éliennes.  C'est  ainsi  que 
M.  Painlevé  a  ramené  plusieurs  problèmes  de  la  théorie  des  équations 
ilitférentielles  au  suivant:  reconnaître  si  une  certaine  intégrale  abélienne 
n'a  que  deux  périodes.^ 

Je  ne  prétends  pas  indiquer  ici  une  solution  à  cette  difficile  question, 
qui  restera  sans  doute  longtemps  encore  au  dessus  des  moyens  de  l'analyse; 
je  voudrais  seulement  chercher  à  attirer  l'attention  des  géomètres  sur  quel- 
ques réflexions  simples  qui  sont  peut  être  de  nature  à  suggérer  une 
méthode  nouvelle  pour  aboi'der  toute  une  classe  de  problèmes  comprenant 
celui-ci  comme  cas  très  particulier. 

2.  Faisons  d'al)ord  quelques  remarques  générales.  Il  est  évidemment 
nécessaire  que  les  coefficients  constants  dont  dépendent  les  périodes  con- 
sidérées soient  définis  d'une  manière  précise  et  non  pas  connus  seulement 
avec  quelque  approximation.  Or,  les  seuls  nombres  connus  primitivement 
d'une  manière  précise  sont  les  nombres  entiers;  par  une  infinité  de  pro- 
cédés de  nature  algébrique  ou  transcendante,   on  peut,  à  l'aide  des  nombres 


*  Voir  par  exemple  ses  Leçons  de  Stockholm. 

Ada  matheynaiiea.    27.     Im  pri  m«  le  i:î  janvior  lîKK^.  4() 
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entiers,  définir  une  infinité  (Vautres  nombres,  qui  seront,  eux  aussi  connus 
d'une  manière  précise/  Nous  supposerons  que  Ton  a  fait  un  choix  entre 
ces  divers  procédés,  c'est  à  dire  que  Ton  en  a  conservé  un  nombre  limité 
à  Texclusion  des  autres.  De  plus,  nous  supposerons  que  Ton  a  choisi  un 
nombre  entier  N  auquel  on  supposera  inférieurs  tous  les  nombres  entière 
introduits  dans  les  calculs,  et  tel  de  plus  que  le  nombre  des  opérations 
d'une  nature  quelconque  que  Ton  suppose  effectuées  sur  ces  nombres  entiers, 
soit  inférieur  à  iV.  Par  exemple,  si  Ton  veut  introduire  un  nombre  algé- 
brique, les  coefficients  et  le  degré  de  Téquation  qui  le  définit,  seront  in- 
férieurs à  N,  etc. 

3.  Il  est  clair  que  Von  définit  ainsi  un  nombre  limité  de  nombres; 
avec  ces  nombres  choisis  comme  coefficients,  on  peut  former  un  nombre 
limité  d'intégrales  elliptiques  de  première  espèce 


/: 


dx 


yja^x*  +  4a^x^  +  ôa^x*  +  4a. ^x  +  a^ 


et  chacune  de  ces  intégrales  a  seulement  deux  périodes  principales,  c'est 
à  dire  périodes  primitives  de  module  minimum.^  Supposons  qu'entre 
plusieurs  de  ces  périodes  convenablement  choisies,  û>j  ,  cm,  ,  .  .  .  ,  û>^,  il  y 
ait  des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers  de  la  forme: 

(i)  m,û>j  -f  m^cD^  +  rn^co,  +  .  .  .  +  m^w^  =  o. 

Nous    pouvons    toujours    supposer    que,    parmi    les    relations    linéaires    où 

figurent  effectivement  co,  ,  ai, ,  . . . ,  cm^  la  relation  (  1  )  est  celle  pour  laquelle 

la  somme 

A  =  ml  +  m]  +  ,  .  ,  +  ml 

a  la  plus  petite  valeur.  Il  y  aura  ainsi  au  plus  autant  de  valeurs  pour 
A    qu'il  y  a  de  manières  d'associer  les  périodes  q  \\  q,  q  étant  arbitraire. 


*  Par  exemple,  on  peut  définir  les  nombres  e  et  n-  par  les  relations 

1  « 


C      dx  r  dx 


Noos  donnons  ces  exemples  simplement  à  titre  d'indication. 

'  Voir,    par   exemple,   Jordan,   Cours   d'Analj^se,   2"""  édition,  tome  IT,  p.   338. 
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Dès  lors  il  est  clair,  que  le  nombre  N  étant  donné  il  y  a  un  nombre 
limité  de  valeurs  pour  A;  nous  désignerons  la  plus  grande  d'entre  elles 
par  (p{N)\  on  aura  ainsi 

(2)  Ä<<p{N). 

Si  la  fonction  ^(A^)  était  connue,  le  problème  qui  consiste  à  reconnaître 
s'il  peut  exister  une  relation  telle  que  (i)  entre  des  périodes  Wj ,  cw^ ,...,  co^ 
se  trouverait  décomposé  en  un  nombre  limité  de  problèmes  plus  simples: 
reconnaitre  si  la  relation  (i)  est  vérifiée,  les  nombres  entiers  m^,  rn^,  . . . ,  ^w^ 
étant  dominés,  et  les  nombres  û>j  ,  co^ ,  . . . ,  û>^  étant  définis  par  des  conditions 
transrendantes. 

4.  Si,  en  calculant  avec  approximation  le  premier  membre  de  la 
relation  (i)  on  trouve  que  sa  valeur  est  sûrement  différente  de  zéro,  on 
est  certain  que  la  relation  (1)  n'a  pas  lieu;  il  ny  a  doute  que  si  Ton 
trouve  une  valeur  de  plus  en  plus  voisine  de  zéro  à  mesure  que  Ton 
pousse  plus  loin  l'approximation. 

Il  est  bien  certain  que,  si  la  quantité 

(3)  Wiû>i  +  .  .  .  +  m^o)^ 

est  différente  de  zéro,  on  s'en  apercevra  sûrement  au  bout  d'un  nombre 
limité  d'opérations;  mais  ce  nombre  limité  ne  peut  pas  être  fixé  d'avance. 
Voici  ce  que  l'on  peut  dire  à  ce  sujet;  considérons  toujours  les 
quantités  û>,  en  nombre  limité,  que  nous  avons  définies,  et  choisissons  de 
toutes  les  manières  possibles  les  entiers  positifs  ou  négatifs  w?<,  tels  que 
A  soit  inférieur  à  <p{^)\  nous  définissons  ainsi  un  nombre  limité  de 
quantités  (3);  si  nous  désignons  par  i}^{N)  le  module  de  la  plus  petite 
d'entre  elles,  en  excluant  celles  qui  sont  nulles,  on  aura  sûrement 

\m^ù},  +  .  .  .  +  wî,û>,|>^(iSO 

dans  le  cafj  où  la  relation  (i)  n'est  pas  satisfaite.  Donc  la  connaissance 
des  deux  fonctions ^  <p{^)  et  i[>{^)  permettrait  de  résoudre  sûrement  le  pro- 
blème qui  nous  occupe,  par  un  nombre  limité  d'opérations,  fixé  d'avance. 

5.  Je  ne  suis  malheureusement  pas  en  état  de  proposer  une  méthode 
qui  permette  d'obtenir  ces  deux  fonctions;  de  sorte  que  les  remarques 
précédentes    substituent    simplement   à   un   problème  très  difficile  un  autre 
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problème  qui  ne  paraît  pas  raoins  difficile.  Mais  ce  nouveau  problème 
me  paraît  présenter  un  très  f^rand  intérêt  en  lui  même  et  avoir  une  portée 
très  générale;  c  est  ce  que  je  voudrais  indiquer  ici  très  brièvement,  en 
omettant  les  lifénéralisiitions  ])our  ainsi  dire  illimitées  que  Ton  pourrait 
ajouter  aux  considérations  précédentes. 

6.  Ijorsque  Ton  définit  un  nombre  entier  déterminé  au  moyen  de 
nombres  entiers  en  nom})re  fini  et  d'opérations  arithmétiques,  il  est  toujours 
possible  de  fixer  d  avance  une  limite  suj)érieure  du  nombre  défini  en  fonc- 
tion de  ceux  qui  servent  ?\  le  définir;  on  peut  ex])rimer  ce  fait  en  disant 
que  la  puissance  des  opérations  arithmétiques  est  connue  et  limitée. 

Il  en  est  de  même  pour  certains  procédés  algébriques  de  nature  bien 
plus  compliquée;  par  exemple  si  un  nombre  entier  est  défini  comme  étant 
le  quotient  incomplet  de  rang  déterminé  du  développement  en  fraction 
continue  d'un  nombre  algébrique  donné,  on  sait  limiter  ce  nombre  au 
moyen  des  données;  à  savoir:  les  coefficients  de  l'équation  qui  définit  le 
nombre  algébrique,  le  degré  de  cette  équation  et  le  rang  du  quotient 
incomplet. 

Ceci  peut  être  étendu,  comme  je  Tai  montré,  au  cas  on  l'on  adjoint 
le  nombre  e  au  domaine  de  rationalité.^ 

Dans  ces  divers  cas,  il  est  d'ailleurs  évident  que  Ton  doit  toujours 
s'arranger  pour  définir  un  nombre  unique  ou  tout  au  moins  des  nombres 
en  nombre  limité;  peu  importe,  d'ailleurs,  le  procédé  plus  ou  moins  arti- 
ficiel par  lequel  cette  limitation  est  obtenue. 

Ijc  principe  général  sur  lequel  je  voudrais  attirer  l'attention  et  qui 
est  évident  d'après  les  considérations  précédentes,  c'est  que  les  divers  pro- 
cédés transcendants  par  lesquels  on  peut  définir  des  nombres  entiers  ont 
aussi  une  puissance  limitée;  c'est  ainsi  que  Ton  peut  traduire  le  fait  de 
l'existence  de  la  fonction  f  (iV);  il  faudrait  déterminer  cette  fonction  pour 
limiter  effectivement  cette  puissance;  c'est  là  le  problème  que  je  tenais  à 
signaler  à  cause  de  son  caractère  très  général  et  de  l'importance  qu'il  me 
paraît  avoir  au  point  de  vue  des  principes. 

Paris,  janvier   1902. 


^  Comptes  rendus,  t.  CXXVIII,  p.   596  (6  mars   1899), 
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DÉTERMINATION  DES  ÉQUATIONS  RÉSOLUBLES  ALGÉBRIQUEMENT 


PAR 

IVAR  BENDIXSON 

à  STOCKHOLM. 


Le  l)ut  (lu  travail  est  de  montrer  que  l'on  peut  parvenir  à  la  de- 
termination des  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  pour  qu'une  équation 
al^-ébrique  soit  résoluble  par  radicaux,  sans  avoir  recours  à  la  théorie  des 
substitutions,  introduite  dans  TAlgèbre  par  (irALOis.  On  peut  en  effet  dé- 
terminer les  dites  conditions  par  une  extension  très  facile  à  effectuer  des 
considérations  employées  par  Abel  dans  ses  deux  Mémoires:  Mémoire  sur 
une  classe  particulière  d'équations  résolubles  algébriquement  et  Sur  la  résolution 
algébrique  des  équations. 

Nous  étudierons  à  cette  fin  les  équations  telles  que  chaque  racine 
puisse  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  Tune  d'entre  elles,  chaque  équa- 
tion pouvant  en  effet  être  réduite  à  une  telle  équation.  Par  une  fonction 
rationnelle  de  x,  nous  entendons  toujours  ici  une  fonction  formée  par  de 
seules  opérations  arithmétiques  de  x  et  des  quantités  JR',  ...,  JR'  définissant 
le  domaine  de  rationalité  donné. 

Soit 
(I)  F{x)  =  o 

une    telle    équation,    irréductible    dans    le    domaine   de   rationalité  donné. 
Ses  racines  peuvent  alors  s'écrire 


e,_,x, ,  de,_,x, ,  ...,<?-'<?,_!«,, 


*  Ce  mémoire  est  une  reproduction  d'un  travail  publié  en  suédois  dans  les  Ofver- 
sigt  af  Kougl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar;  1891.  N°  3,  Stockholm, 
dont  un  résumé  a  été  publié  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  Tome  7. 

Acta  mcUhcmatica.    27.    Imprimé  le  13  janvier  HX)3. 
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les  fonctions  d^  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  :r,  et  ^  satisfaisant 
en  outre  à 

Posons 

f[x)  =  [x  —  x,){x  —  dx,)...[x-d^''x,).      ' 

D'après  un  théorème,  démontré  par  Abel  dans  le  premier  des  mémoires 
cités,  les  coefficients  de  f[x)  peuvent  alors  s'exprimer  en  fonctions  ration- 
nelles de  la  quantité 

i{,{t,x,)  =  {t—x;){t—dx,)...{t-e''-'x,), 

t  désijjnant  une  constante  arbitraire,  et  cette  quantité  ^  satisfait  à  une 
équation  de  degré  q  à  coefficients  rationnels 

(2)       F,{x')  =  [x'  -  ip{t ,  x,)1x'  —  <l,{f,  e,x,)\  ...{x'~<!>{t,  <?,_,a;.)]  =  o. 

L'équation    (i)   de   degré  qn   est  donc   réduite   à  une  équation  de  degré  q 

(3)  /';(^')  =  o, 

qui  est  irréductible  (ce  que  nous  prouverons  tout  à  Theure),  et  à  une  équa- 
tion abélienne 

t\x)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Tune  des  racines  de 
réquation  F^  =  o. 

Afin  de  prouver  que  l'équation  (3)  est  irréductible,  il  suffit  d'observer 

que,  si 

[x'  -  <p{t ,  â,,x,)][x'-</^{t ,  â^x,)]  . . .  [x'  -  if,{t ,  â,.x,)l 

où  s  <  qj  était  une  fonction  rationnelle,  on  pourrait  en  conclure  que 

é{t,d,^x,)ip{t,d,^x,),,,<p{t,d,x,) 

serait  aussi  une  fonction  rationnelle  dans  le  domaine  de  rationalité  donné, 
et  cette  dernière  fonction  est  un  diviseur  de  F{t)  qui  était  supposée  irré- 
ductible. 

Si  l'on  savait  maintenant,  que  l'une  des  racines  de  F^  =  o  pouvait 
s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'une  autre  de  ses  racines,  celles-ci  pour- 
raient s'écrire 
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X^     j     AX^     «     •  •  •  )     A  X^ 


Kl  >  ^^^1  )  •  •  •  )  ^"^   Kl . 


(îl^  =  ?), 


où  A  est  une  fonction  rationnelle  telle  que  Von  ait  X'''x[  =  x[.  On  pourrait 
alors,  de  la  même  manière  que  nous  Tavons  fait  pour  i^  =  o,  réduire 
J'j  =  o  à  une  équation  de  degré  g^ 

F^{x'')  =  o 

et  une  équation  abélienne  du  degré  n^ 

f^  {x')  =  (a;'  —  x[){x'  —  Åx[) . . .  (;r'  —  A^^-^rcj)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Tune  des  racines 
de  F,. 

Dans  ce  cas  il  existe  donc  une  fonction  rationnelle  ^,   telle  que 

ce  qui  nous  donne 

</^{t,6,dx,)  =  A<p{t,âx,) 

=  <[^[t,d,x,y 

Mais  t  étant  une  quantité  indéterminée  les  facteurs  du  membre  gauche 
seront  identiques  à  ceux  du  membre  droit,  ce  qui  fait  voir  qu'il  existe  un 
nombre  entier  a  tel  que  l'on  ait 

(4)  d,dx,=e^d,x,. 

De  l'autre  cAté,  on  voit  que,  si  cette  dernière  équation  a  lieu,  on  en  tire 

Or  I'ckjuation  (i)  étant  irréductil)le  on  en  conclut  que 
ce  qui  nous  donne 


4>(t,e,0'x,)=.ip{t,d,x.,). 


(w--1.2,8,...) 
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L'équation 

nous  prouve  alors  que  (p{ty0^x^)  est  une  fonction  symétrique  de 

c'est  à  (lire   est  une  fonction  rationnelle  de  ^{t,x^).     La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  Tune  des  racines  de 

F,{x')  =  o 

puisse  être  exprimée  en  fonction  rationnelle  d  une  autre  de  ces  racines,  c'est 
donc  qu'il  existe  un  tel  nombre  a  que  l'on  ait 

Supposons  maintenant  que  l'équation  (4)  soit  satisfaite.    On  saura  donc  que 

ip{t,  â,x^)  -=  Åip{t,  x^)         (où  }r^x[  =  x\). 
L'irréductibilité  de  l'équation  (i)  nous  donnera  aussi 

<p{t,â]x,)  =  x'<p{t,x,) 


et  en  j^énéral 

On  en  conclut  que 

ou  que 


n.e\x,)^x^<l^(t,x,), 
Ht,d\^x;)==4^(t,x,) 


d'I'x^  =  â^Xi  k  =    nombre  entier   <  11 

ce  qui  est  donc  encore  une  conséquence  de  l'équation  (4).    • 

Envisageons  maintenant  l'équation  (2).     Si  l'équation  (4)  a  lieu,  cette 
équation  peut  se  réduire  à  une  équation  abélienne  de  degré  n^ 

f,{x')  =  [x'-4>{t,x,)][x'  —  <p{t,â,x,)]  . . .  [x'  —  <p{t,âr'^,)]  =  o 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de 

x['  =  {t,  —  x',){t,  —  }j>[) ...(/,-  A"'-' a;;) 

=  [t,  —  4'(t,  .T.)][^  -  ip{t ,  <?..r,)]  ...[t,-  .p{t ,  <?ï'-'rc,)]  =  <f>,  {t,,t,  X,), 
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laquelle  expression  est  elle-même  racine  d'une  équation 

(5)  F,{x'-)  =  o 

de  degré  q^  à  coefficients  rationnels. 

Les  autres  racines  de  Téquation  (5)  seront  alors  données  par  les  fonc- 
tions ^i(<i ,  t^  d^Xi). 

La  condition  nécessaire^  pour  qu'une  autre  racine  de  Téquation  (5)  soit 
une  fonction  rationnelle  fx{x\)  de  xW  est  donc  qu'il  existe  une  fonction  ^,rr, 
telle  que 

ce  qui  nous  donne 

A  laide  de  Téquation  (4)  on  prouve  aisément  que 

d'où  Ton  conclut  que 

Or  la  quantité  t^  étant  complètement  indéterminée,  il  s'en  suit  que  la  fonction 

il>{t,e,ex,) 

sera  égale  à  l'une  des  fonctions 

ip{t,d,x,) ,  ip{t,d,d,x,) ,  . . . ,  <p{t,dV''e,x,\ 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

Le  fait  que  t  est  une  quantité  indéterminée,  met  alors  en  évidence  que 

â^âx^ 
sera  égal  à  l'une  des  quantités 

»l^â^x,  ,  dâi^d.x, ,  .  .  .  ,  â'-'âi^â.x,. 
On  en  conclut  enfin,  qu'il  existe  un  nombre  a^  tel  que 


(6)  d^dx,  =  e^e{'d^x,. 

Acta  ^nathetnatica.    27.    Iraprimô  lo  11  Janvior  lîHW.  41 
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Mais  de  l'autre  côté  on  aura  aussi 

et  cette  équation  nous  conduit,  par  des  considérations  tout  analogues  à  celles 
développées  ci-dessus,  à  une  relation 

(6')  d^d.x.^ff'^^&l^d^x,. 

Dans  les  équations  (6)  et  (6')  nous  avons  donc  obtenu  les  conditions  né- 
cessaires,  pour  qu'une  racine  de  l'équation  (5)  soit  une  fonction  ration- 
nelle de  x\' . 

Afin  de  prouver  que  ces  deux  équations  constituent  en  même  temps 
les  conditions  suffisantes,  pour  que  cela  ait  liau,  nous  envisageons  de  nouveau 
la  fonction  ^,(/, ,  <,  d^x^). 

Les  équations  (6)  et  (6')  conduisent  évidemment  à 

=  4>^{t^.t,^\^^,x,) 

=  M^i ,  t ,  â,x,). 
On  en  conclut  qu'on  aura  en  général 

(p,{t,,t,  d,ffX,)   =  <pi{t,J,d,â'''x,)  (v-l.2,8....) 

ou  que 

En  appliquant  le  théorème  déjà  cité  d'AßEL  on  sait  alors  que 

R  désignant  une  fonction  rationnelle. 

De  la  même  manière  on  prouve  aussi  que 

^,{f,,t,0,â,x,)  =  <p,{f,,t,â,x,), 
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CÜ  qui  nous  donno 

R{ipit>0,x,))^R{iP{t,x,)) 

et  en  iï;énéral 

On  en  conclut  que  la  fonction 

d\[t^ ,  t ,  d,x,)  =  ~ [R[ip[t ,  ^0)  +  Ii{<p(t ,  d,x,))  +  . . .  +  R[ip{t ,  <?r^^,))J 

est   une  fonction  symétrique   de   ^(<,  ^,)  ,  î^(^,  ^,^),  . .  • ,  î^(^,  oî'~^ic,),  c*est 
à  dire  une  fonction  rationnelle  de  <l>i{ty^t ^x^),  c.  q.   f.  d. 

En  continuant  ainsi  on  parvient  au  théorème  que  voici: 

Etant  donnée  une  équation  dont  chaque  racine  peut  s'exprimer  en  fonc- 
tion rationnelle  O^x^  de  l'une  d'entre  elles  a;^,  si  entre  les  fonctions  d^x^  les 
relations  suivantes  ont  lieu 


(7) 


<?.r, 


<?,<?,«;, 


e^dx^      ^ß-^eve^x^, 


d'-^^e^x,, 


„«„   oiî. 


e.ex^      =d'ef\'...dl'_^d.x^, 


e.e^x^     -<?V'---^li<^.'^. 


'^A-,-«,^'?'    <'      •••<!:  '^.^P 


Xéquation   donnée   se   réduit   alors   à  une  suite  d'équations  abéliennes,  et  elle 
est  par  conséquent  résoluble  par  radicaux 

Inversement^  si  V équation  donnée  se  réduit  à  une  suite  d'équations  abé- 
Hennes,  ses  racines  sont  nécessairement  liées  entre  elles  par  un  système  d'équa- 
tions de  la  forme  (7). 
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Jusqu'ici  nous  n'avons  employé  que  les  considérations  dont  s'est  servi 
Abel  dans  le  premier  des  Mémoires  mentionnés,  et  Ton  voit  que  Ton  trouve 
par  ces  considérations  seules,  la  classe  la  plus  générale  d'équations  qui 
peuvent  se  réduire  à  une  suite  d'équations  abéliennes. 

Il  nous  reste  à  prouver  que  l'ensemble  des  équations  (7)  forme  la  con- 
dition nécessaire  pour  que  l'équation  (1)  soit  résoluble  par  radicaux. 

Afin  d'y  parvenir,  nous  ferons  usage  des  considérations  du  second  Mé- 
moire cité  d'ABEL. 

Nous  avons  supposé  de  l'équation  (i)  qu'elle  soit  résoluble  algébrique- 
ment.    Une  de  ses  racines  peut  alors  s'écrire 

où  22' ,  . . . ,  JR'  désignent  les  quantités  qui  définissent  le  domaine  de  ratio- 
nalité donné,  et  où  les  quantités   V^  satisfont  aux  équations  suivantes 

Fî'-jp,(i2',...,i2')  =  o, 

Vl'-y>,{R[,...,B',V,)==o, 


F;'-^,(i2',...,ü',F,,...,r,_,)  =  o, 

les  ^i  y  '  '  '  y  Pqy  f  déslguaut  des  fonctions  rationnelles  de  il',  ...,  Ä',  et 
des  fonctions  entières  rationnelles  de  F, , . . . ,  F^  de  degré  p^  —  i , . . . ,  |j^ —  i . 
Je  suppose  ici,  que  l'on  ait  adjoint  au  domaine  de  rationalité  donné  les 
quantités  a>j  ,  . . . ,  a>^  qui  satisfont  à 

<*'"'  +  <^T^  +  . . .  +  û>,  -f  I  =  o,  (-1.5,....*) 

que  l'équation 

7r-j..(R',  ....iî',F.,...,F,_,)  =  o 

soit  irréductible  dans  le  domaine  de  rationalité  JB' ,  . . . ,  7Î' ,  Fj ,  . . . ,  F^j , 
et  que  les  'p^  soient  des  nombres  premiers. 

En  mettant  m^  V^  en  ip  au  lieu  de   F^ ,  on  obtient  une  nouvelle  racine, 
ce  qui  nous  donne 

^(iî',  ...,  iî«,  F,,  ....  F,_,,  «>,F,)  =  <?j.(i2',  ...,  iî-,  F,,  ....  F,_,,  F,), 

et  en  général 

îf(B',...,R',F,,...,F,_,,û,;F,)  =  ^^,. 
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Observons  que  Ton  a 

et  formons  maintenant 

iP{t,x,)  =  {t-x,){t-dx,),...,{t-e''^-'x,)=U{t,R,...,R,V„...,V,_,), 

où   nous  supposons  pour  plus  de  simplicité,  que   F^_,  soit  réellement  con- 
tenue en  H. 

En  mettant  a>y_iF^_,  au  lieu  de   F^.j  dans  les  équations  ci-dessus,  la 
fonction    V^  se  change  en  Yq  et  Ton  obtient  une  racine 

de  réquation  (i). 
On  aura  alors 

^ (B', . . . ,  iî- ,  F, , . . . ,  û,,_, v,_, ,  ai;  rj  =  e^x,. 

Comme 

,l,[t,x,)  =  H[t,R,...,R,V^,...,  û),_,F,_,) 

est  différent  de   <p{tyX^),  il  faut  que  x^  soit  une  racine  différente  de  tous 
les  ff'x^.      Écrivons  donc 

En  mettant 

y,  =  iï(^,  B',  . . . ,  72',  F, ,  . . . ,  û>;z\F,^0,         ^=^       • .  P.-i- 

chaque  fonction  cyclique  de  y, , . . . ,  y^^  ,  est  indépendante  de  F^_i .  L'équation 

(y — »iXy — y»)  •  •  -(y—ypj  =  o 

sera  donc  une  équation  abélienne  dans  le  domaine  de  rationalité  R\  . . . ,  R% 
Fj ,  ...,  F^_2,  ce  qui  nous  permet  d'affirmer  que 

(8)  y,  =  I(y,,ß',...,«',F,,...,F,_,), 

J  désignant  une  fonction  rationnelle. 
Mais  réquation 

Hix,R',...,R',V,,...,V,_,)  =  o 

est   évidemment   irréductible    dans   le    domaine    de    rationalité  i2',...,B', 
Fj ,  ...,  F^_i,  ce  que  Ton  prouve  aisément,  en  observant  que  Fj*  —  jr^  est 
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irréductible   dans   ce   domaine,    et  que  j\  est  un  nombre  premier.     Uéqua- 
tion    S^,  qui  jK'ut  être  écrite 

i?'/,<?,x,    =î[cW,r,),/r Ii\  }\.  ...,  F,_0, 

a  donc  pour  con?>équence 

ç'-  / .  0,âr.,  =  ;.[ç'-:/ ,  0r, .. ,  fi'. . . . ,  A\  F, , . . . .  i;_J  =  if.  / ,  tf.x,  . 

De  cette  dernière  relation  on  conclut  enfin  que  l'on  a 

Les  développements  de  la  pasre  320  nous  permettent  alon$  d'affirmer  que 

À   désiîn^nt   une   fonction   rationnelle   de   jR*,  . . .  •  A*, /,  x, .      De   Téquation 

on  conclut  en  outre  que 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  l'on  obtient 

ce  qui  nous  donne 

ou  que 

^î^'x,  =  <?*x, ,  k  =   nombre  entier. 

Mettons  maintenant  ai,  .^F^^,  au  lieu  de   F,_,  dans  les  expressions  de  jr  et 
de  H,     La  fonction   F,_,  se  change  en   F^_i,  Xi  en  x,  et  l'équation 

ÄiY,  ii-, ....  if,  K„  ...,  F,_„  û,,_,F,_,,i  =  ^[/?(/,  fi', ...,  fi-, F, , ....  F^,F^O] 

se  change  en 

/^(^  fi-, ...,  fi-,  F, , ... ,  *v,F,_,,  «,_,  r,  ,> 
^-i[ff(/,fi',...,fi',F,,...,«,_,F,_,,  K,_,)] 
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On  aura  de  la  même  manière 

H{t,R',...,R',r,,...,  a>,_,  V,  , ,  û);_,  F,_,) 
=  [Hit  ,R',....,R-,r,,...,  <o,_,  F,_, ,  ü>,_,  F,_,)] 

=  ^(^<?Î.T,) 

et  en  général 

ir{t,R,...,R',r,,...,  û,,_, F,_, ,  a,;_,V, -,)  ==<f>{t,  â\T,). 
Formons  enfin  la  fonction 

où    nous    supposerons    pour    plus    de  simplicité,  que  la  fonction   V^_^  soit 
réellement  contenue  dans  7/j. 
On  aura  alors 

4>,[t,  ,t,x,)  =  H,{t,  J,R,...,R\V,,...,  a,,_,F,_,). 

Les   fonctions    ^^{t^  >  ^  >  ^g)  ®*  Ç^i(^  >  ^  >  ^i)  n étant  alors  pas  identiques,  il 
s'en  suit  que  x^  est  une  racine  différente  de  tous  les 

d^âixij     a ,  ß  désignant  des  nombres  entiers. 


Mettons 


^a  =  ^î^i 


et  envisageons  une  fonction  cyclique  des  quantités 

<p{t,,t,âlx,)  =  H,{t,J,R,...,R,  F,,...,a>;«,F,_,),   y  =  o,  i,  ...,|),_,— i, 

on  sait  qu'une  telle  fonction  est  une  fonction  rationnelle  de  R\  ...,B*, 
Fl,...,  F^_8,  ce  qui  fait  voir  que  les  quantités -^(ii ,/,  ^Jo;,)  sont  les  ra- 
cines d'une   équation   abélienne   à  coefficients  rationnelles  en   22',  ...,iî*, 

r I ,   .  .  .  ,    Fy_8. 

On  aura  donc 
(9)  Mt^ ,  t,  û,x,)  =fi(ip,{t,  ,t,x,),R\...,R\V,,.,.,  F,_3)). 

/i  désignant  une  fonction  rationnelle. 
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Or    chaque    fonction    U{t ,  Ä',  . . . ,  Ä' ,  F, ,  . . . ,  a>*_i  F^_i)    étant  irréductible 
dans  le  domaine  i2',  . . . ,  ß',  F, ,  . , . ,  F^.i,  on  conclut  que  la  fonction 


Pn  I 

n 


n/y(^ir,...,B',  F,,...,ai;_,F,_o  =  ^i(o,<,ß',...,ß',^,,...,  n.,) 


est   irréductible    dans    le    domaine   de    rationalité  Ä',  . . . ,  72',  F, ,  . . . ,  F^_,. 
L'équation  (9)  est  par  conséquent  satisfaite  si  Ton  y  remplace  x^  par  lune 
quelconque  des  racines  O^&lx^. 
On  aura  alors 

î^,(<,,^M^.)=/i(î^l(^,^Äro,7^^...,7^',F^,...,F,_3) 

D'une  manière  analogue  on  obtient 

Ces  deux  équations  mettent  en  évidence  que  les  équations  (6)  et  (6') 
ont  lieu. 

Les  autres  relations  (7)  se  démontrent  d'une  manière  analogue,  et  l'on 
peut  enfin  affirmer  qu'elles  constituent  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que   F{x)  soit  résoluble  algébriquement. 

Ces  équations  (7)  sont  évidemment  identiques  à  celles  que  l'on  obtient 
par  la  méthode  de  Galois. 
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SUR   L'INTÉGRATION  DES   DIFFÉRENTIELLES  BINÔMES 


PAR 

W.  KAPTEYN 

4  UTRECHT. 


En  désignant  par  y  une  fonction  algébrique  de  la  variable  a?,  définie 
par  l'équation  algébrique  irréductible 

ip{x,y)  =  o 

Abel  a  démontré  que,  si  l'intégrale  Jydx  est  elle-même  une  fonction 
algébrique  de  x^  elle  est  exprimable  par  une  fonction  entière  en  y  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Dans  les  pages  sui- 
vantes nous  nous  proposons  de  faire  une  application  de  ce  théorème  re- 
marquable qui  compte  avec  quelques  autres  théorèmes  de  Téminent  mathé- 
maticien  Norwégien,   parmi  les  sources  les  plus  fertiles  du  calcul  intégral. 

I.     Supposons  que  Tcquation  fp(a;,y)  =  o  se  réduise  à  la  forme 

(1)  f  =  F{x) 

q  étant  un  nombre  entier  et  F{(c)  une  fonction  rationnelle  de  x\  dans  ce 
cas  le  théorème  cité  nous  apprend  que,  si  l'intégrale  jydx  est  une  fonction 
algébrique,  on  aura 

(2)  ^  Jydx  =  yf{x)  -f  const. 

où  f{x)  représente  une  fonction  rationnelle  de  x.  Évidemment  l'équation 
(2)   ne   sera   pas  remplie   si  l'on   choisit   pour  F{x)  la  fonction  rationnelle 

Åäa  maih&matißa.    27.    ImpiimA  le  22  janrler  1908.  42 
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la  plus  générale.  Cherchons  donc  la  forme  la  plus  générale  de  Fix)  qui 
s'accorde  avec  la  condition  (2).  Ponr  y  parvenir,  différentions  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  et  éliminons  -r- .     De  cette  manière  on  obtient 

dfix)\        dFix) 
(3) 


K-^0 


fi") 


dx 

h\x) 


OU 


(3') 


I     _l_d^ 
fix)  ~  qdx 


\g[f{x)T(x)l 


Posons,  dans  cette  équation  pour  f{xYF{x)  la  fonction  rationnelle  la  plus 
générale 

f{x)''F{x)  =  B{x  —  a,)''(a;  —  o,)«»  ..{x  —  a,)" 

=  iL{x—a:r 

OÙ  B  ,  a, ,  a, ,  . . ,  a,  représentent  des  constantes  arbitraires  et  or, ,  a, ,  . . ,  a, 
(les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  En  substituant  cette  valeur  dans 
réqaation  (3)  celle-ci  se  réduira  à 


n 

qui    fera   connaître    la   forme   la   plus  générale  de  f{x)  saccordant  avec  la 
forme   adoptée  pour  f{xyF{x),     Cela  posé,  Téquation  (3)  donne  la  forme 
cherchée  de  la  fonction  F{x), 
En  effet,  on  aura 

OU,  par  intégration 

C^  désignant  une  constante  arbitraire. 
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De  cette  discussion  il  résulte  que  si  y  satisfait  à  une  équation  de  la 
forme  (i)  et  si  la  fonction  Jydx  est  algébrique,  y  doit  admettre  la  forme 


i^l  ,  i^l 


(4)  »"«lï^fî«"^-"-)" 

1=1  • 

où  qA^  représente  un  nombre  entier. 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante,  car  si  y  admet  la  forme 
précédente,  on  aura 


t«/ 


(5)  /yrfa;  =  C'n(a;-a,)^ 

2.  D'après  les  considérations  précédentes,  pour  savoir  si  Imtégrale 
fydx,  où  y  satisfait  à  une  équation  (i),  est  algébrique,  on  n'a  qu'à  exa- 
miner si  y  est  réductible  à  la  forme  (4)  ou  non. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire  pour  l'expression  binôme 

(6)  y  =  {x-a)-{ß  +  r^  + . .  +  xxy 

en  supposant 

1°  que  l'équation 

(7)  ß+r^+,.  +  Xx-  =  o 

n'admet  que  des  racines  inégales  «i  ,«,,..,«»  ; 

2®  que  a  est  une  constante  différente  de  ces  racines; 

3®   que  m  et  n  sont  des  nombres  entiers,  dont  le  dernier  est  positif; 

4°  que  p  est  un  nombre  fractionnaire,  dont  le  dénominateur  est  le 
nombre  entier  q. 

D'après  ces  suppositions  on  voit  que  l'expression  (6)  satisfait  à  une 
équation  de  la  forme  (i). 

Comme  les  quantités  a^-  dans  la  formule  (4)  sont  toutes  différentes, 
supposons  qu'ils  contiennent  les  racines  de  l'équation  (7)  et  encore  une 
série  a„^i  ,  a„^2  >  •  •  j  ^/  d'autres. 

En  identifiant  maintenant  la  fonction  (6)  avec 

C/'-A-  +  _A_  +  . .  +  ^AlL-  +  _^^_  +  . .  +  —^] 
\x  —  a^    '   X  —  a,  X  —  an       x  —  a„^.i  x  —  aj 

X{x  —  a^y^ {x  —  a,f*  ..{x  —  a,Y\x  —  a,+0^-+' .,(x  —  a,)^« 
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il  est  évident  que  cette  expression  doit  rester  invariable  quand  on  permute 
les  racines  a,  ,  o, ,  . . ,  a,  de  toutes  les  manières  possibles. 
Il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir 

A^  =  ^j  =  . .  =  A^. 
Or,  parce  que 

ß+r^+  ..  +^"  =  A(x  — aj(rc  — a,)..(j;  — aj 
on  aura 

par  suite  la  forme  précédente  se  réduira  à 

C  r^    ^+  2dx  +  ,.  +  n/Jt'^-'  j1-^+î_    I  .         ^'  _"| 

X  (i?  +  rc  +  . .  +  ?j^T  (^  —  ^'.+i)^"^' .  •  (^  —  ^iY'- 

Cette  forme  ne  saurait  être  identique  avec  la  fonction  (6)  à  moins  que 

En  efEet,  on  voit  d'abord  que  A^  doit  être  différent  de  zéro,  parce  que 
dans  le  cas  contraire  les  deux  membres  de  l'identité  supposée  ne  pré- 
senteraient pas  les  mêmes  points  critiques.     On  trouvera  donc 

X  (y9  +  r^  + . .  +  ?aT'''^\^—(^n^^Y''''^^—<hY'^ 

Remarquons  ensuite,  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est  indé- 
pendant de  Ö,  ,  a, ,  . . ,  a»;  il  faut  donc  que  l'ordre  A^  — p —  i  des  zéros 
ou  des  poles  a^  ,  a^^  .  - ,  ««  du  second  membre  soit  aussi  zéro.  En  intro- 
duisant cette  égalité,  l'équation  précédente  s'écrit 

/  ,m  C?    F/       I       ,    r  4-  2(î^  -h  . .  +  nÅz^-^    ,        An^i        ,  Al     1 
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Le  premier  membre  étant  ici  une  fonction  rationnelle,  les  quantités 
-^11+ ij  •  •  > -^/  doivent  représenter  des  nombres  entiers;  et  comme  le  premier 
membre  admet  un  zéro  ou  un  pôle  d'ordre  m,  selon  que  m  est  un  nombre 
positif  ou  négatif,  il  faut  que  le  second  membre  présente  le  même  caractère. 

Posons,  pour  satisfaire  à  la  dernière  condition 

et 

Dans  cette  supposition  on  aura 

Si,  au  contraire  -4„+i  =  o,  le  second  membre  ne  saurait  admettre  le  point 
a  comme  pôle,  tandis  qu'un  zéro  d'ordre  m  ne  serait  pas  impossible.  Il 
faut  donc  distinguer  deux  cas  et  examiner  sous  quelles  conditions  les  iden- 
tités suivantes  peuvent  exister. 

W  ^.+,[1'  -l-i'^     ^+^,  +  ..  +  ^a,-      ^  x-a^  x-a,+,^-^  z-a,\ 

X  (/9  +  r^  +  . .  +  h>''){<»  —  a){x  —  a.„)^-+'  ..{x  —  a,y' 
et 

(II)      {x-a)    -—^{i+p)    ^_^^_^     _^^_  +  __+..  +  __J 

X  (/9  +  r-»  +  •  •  +  ^")(a:  —  a»+»)^'^  ••(•«  —  «/)^' 

m  étant  un  nombre  positif  dans  la  dernière  de  ces  équations.     Comme  les 
premiers    membres    de    ces    équations   ne    présentent  plus  de  zéros  ou  de 
pôles  dans  les  points  a,+j.  •  -,  a»,  il  faut  que  l'ordre  des  zéros  ou  des  pôles 
^■+a  )••><>'<  dans  les  seconds  membres  soit  aussi  zéro. 
Par  suite 

-^»+î  —  i  =  . .  =  A,_i  =  o. 

8i  donc  on  pose 

{x -^ u,+,) ..{x~-a,)  =  «•■  -j-  J,a;*-'  +  . .  +  J, 
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les  équations  (I)  et  (II)  se  réduisent  aux  suivantes 

"^  «»■  +  AnH^-^  +  ..  +  Ai  J 

X  (/9  +  r^  +  . .  +  Åx'){x  —  a){x'  +  ^1«*-'  +  . .  +  ^v) 


et 


Y  +  2åx  +  ..  +  nÅz'-^ 


(9)  ('-''r=Ä[c+!')^7^+..  +  ^. 

X  (/?  +  r^  +  . .  +  Ai^-JCa;*  +  A.x'"'  +  . .  +  ^,). 

La  discussion  précédente  suppose  que  le  polynôme  x^  +  A^x^'^  +  ..  +  J, 
n'admet  que  des  racines  simples  a„+8  >  •  • ,  «/  différentes  de  aj  ,  a, ,  . . ,  a«  et 
a.     Or,  réquation  (8)  ne  saurait  être  remplie  par  un  polynôme 

x'  +  A,x^^^  +  ..  +  ^< 

à  racines  multiples.  En  effet  pour  une  telle  racine  ce  polynôme  et  sa  dé- 
rivée s  évanouissant  simultanément,  le  second  membre  se  réduirait  à  zéro  ce 
qui  serait  absurde. 

De  même  ce  polynôme  ne  saurait  admettre  une  racine  simple  a,,  a^, ..,  a„. 
Quant  à  Téquation  (9)  il  est  également  impossible  que  le  polynôme  ad- 
mettrait une  racine  multiple  différente  de  a,  ou  les  racines  simples  aj,  a,, .., a. 

On  conclura  donc  que  Tintégrale  fydx  étant  algébrique,  il  doit  être 
possible  de  satisfaire  à  une  des  équations  (8)  ou  (9)  par  un  polynôme 
x^  -f  AiX^"^  -f-  . .  +  ^,-  ne  contenant  point  de  racine  a. 

Eéciproquement,  si  la  condition  (8)  est  vérifiée,  Tintégrale  s'écrit 
d'après  (5) 

(10)      fydx  =  -^^{ß  +  r^  +  . .  +Xxy^P{^x  —  ay^-^x'  +  A,x'-'  +  . .  +  J,) 
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et,  si  la  condition  (9)  est  remplie 

(,  I)       fydx  =  y^-{ß  +  rx  +  -  +  r^y^'ix'  +  Ax'-'  + . .  +  A,). 

3.     En  appliquant  la  méthode  précédente  au  cas  ordinaire 

y  =  x'^{a  +  bx''Y 

on  obtiendra  aisément  les  résultats  suivants. 

L'intégrale    fydx  sera  seulement  algébrique  dans  les  deux  cas  suivants 

1°  si 

m  +  i    . 

et  alors 

fy^x  =  -  ""-^---(a  4-  bx'^Y'^^ï—^ ~ r!ÎL_^a;- 

J^  (i+m)a^    ~        ^       Im+i  -\'  rn'm+i  +{r—i)ii'm+  i  +na'' 

+  .._   _2J^    „_._!:ül_^*^"(-i) +  ..  +  ,] 

m+l+(x—i)n    w+l+no/-^  ^         ^      J 


2°  si 


m  +  I  , 

— ;;; —  =  1  +  r  (r=o,i.î...) 

et  alors 

p  +  r —  l'p  +  rb*  "    i    \         ^p+i'p^2'p  +  rb*'Ji' 

4.     En  supposant 

on    trouvera    que    l'intégrale    est   seulement  algébrique   en  trois  cas.     Les 

résultats  sont  ici  plus  compliqués  et  se  présentent  sous  les  formes  suivantes. 

1°     Si 

m  +  I     , 

-     -^ 1-    2^)  =  —  2  —  r  (r^l,2,S...) 
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et  si  les  r  +  I   éqaations  linéaires  à  r  inconnues 
ncA,  +(i  -\-p)nb  =  o, 
2ncAtn  +  (2  +  p)nhA,  —  (i  +  »w  +  rn)a  =  o, 
3nci4,.  +  (3  +  p)nbAt,  —  [i+m  +  {r—  i)n]aA,  =  o, 

rncA„  +  {r-\-  p)nbA(,_^^  —(i^m+  2n)a^(,_„,  =  o, 
(i  +  r  +  p)nbA,,  —  (i  +  m  +  n)nJ(,_,),  =  o 
sont  compatibles,  on  aura 

fydx  =  (|-:^J,);;-^(«  +  i^'  +  cx'"y-''x'-'''{x"'  +  ^,#-'>"  +  . .  +  A  J. 

2"     Si 

«I  +  I 

=   2    +  r  (r=I.Î.«...) 


et  si  les  r  -\-  i  équations  linéaires  à  r  inconnues 
(2p  +  r  +  i)c^,  +  (p  +  r  +  i)*  =  o, 
(2p  +  r)cA,,  +  {p  +  r)bA,  +  ra  =  o, 
(2p  +  r—  i)c^,  +  (i?  +  r—  i)ô^,.  +  (»•—  i)aJ,  =  o, 

(2;)  +  2)cArn  +  {P+  2)M(,_,),  +  2aJ(,_,„  =  o, 
(p+  i)è^„  +  o-4(,_,),  =  o 

sont  compatibles,  on  aura 

/î'^  =  (^+r  +  2)H  (**  +  *^"  +  ^'«'")'^''(^"'  +  ^«^'""  +  •  •  +  ^")- 
3°     Si 

2A;  4-   I 

(*,=  !, 2.  ...2*) 


p 

= 

2*  +   I 

2 

m 

= 

Äj«—  I, 

r 

= 

2k —  I 
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on  aura 

Jydx  «  -^^{a  +  bx^  +  cx'y-^^{x^^  +  A,:x^^-'>  +  . .  +  ^ J 

C 
où    les    quantités    -y:^^  ,  A^ ,  A^^ ,  . . ,  -4„    satisfont   aux  r  +  i    équations   li- 
néaires,  dont  tous   les  seconds  membres  à  Texception  d'un  seul,  sont  zéro 

—  c^^  +  ^J  =  o, 

—  2cJ„  +  (^  ~  iJbA^  +  ra  =  o, 

—  ZcA^n  +  (^  —  2)*^-  +  (^—  ï)«^«  =  o^ 


2 


*^ri.  +  (^A^,-x)H  =  0. 


Pour  plus  de  détails  nous  renverrons  à  notre  mémoire  sur  ce  sujet,  inséré 
dans  les  Comptes  Eendus  de  T  Académie  des  sciences  d'Amster- 
dam, 2®  série,  t.    17,  p.  92. 


Àda  nuâhMMMoa,    Ô^.    Imprima  1a  ä3  janvier  19Ô3.  43 
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SUR  UN  POINT  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  GÉNÉRATRICtS  D'ABEL 


PAR 

M.  LEECH 

à  FRIBOUKG  (SUISSE). 


Dans  les  Sitzungsberichte  de  T  Académie  de  Berlin  pour  Tannée  1885 
Weierstrass  a  démontré  un  théorème  auquel  on  attribue  une  grande  im- 
portance, à  savoir  que  toute  fonction  continue  d'une  variable  réelle  peut, 
pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable  contenues  dans  un  intervalle  fini, 
être  représentée  par  une  série  uniformément  convergente  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  entières. 

Présenté  sous  sa  forme  la  plus  simple  ce  théorème  n*a  apporté  rien 
de  nouveau  à  ceux  qui  avaient  accepté  sans  critique  la  méthode  d'inter- 
polation pour  les  fonctions  arbitraires.  Mais  cette  dernière  méthode  n'étant 
pas  établie  avec  une  rigueur  suffisante,  le  théorème  de  Weierstrass  signifie 
un  grand  progrès  dans  la  théorie  de  la  représentation  analytique  des  fonc- 
tions, malgré  la  circonstance  que  sa  méthode  paraît  échapper  à  la  pratique. 

Dans  deux  notes  qui  ont  paru  dans  les  mémoires  de  TAcadémie  de 
Prague^  j'ai  fait  usage  du  théorème  de  Weierstrass  pour  établir  un 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  fonctions  génératrices  d'ABEL,  dé^ 
finies  par  les  intégrales  de  la  forme 

CO 

(1)  J{a)  =  fe-'f{x)dx, 


'  Rozpravy  deské  Akademie,  2*  classe,  T.  I,  n"  33  (1892)  et  T.  n,  n°  9 
(«893)- 

4cto  fnatkemnUica,    27.    Imprimé  1«  22  Janvier  19U3. 
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la  fonction  (déterminante)  ^{x)  étant  supposée  indépendante  de  la  quantité  a. 
Dans  son  mémoire  posthume  ^  le  grand  géomètre  ne  s'est  pas  borné  à  cette 
forme  spéciale  des  fonctions  génératrices,  mais  c'est  cependant  elle  qui  avait 
surtout  attiré  lattention  des  géomètres.  Nous  verrons  qu  a  une  fonction 
génératrice  donnée  ne  corresponde  pas  toujours  une  fonction  déterminante, 
mais  notre  attention  est  consacrée  surtout  à  la  question  si,  lorsque  la  dé- 
terminante existe,  elle  soit  unique.  C  est  en  effet  cette  question  qui  panut 
la  plus  importante  pour  les  applications  et  nous  avons  démontré,  dans  les 
notes  citées,  que  la  réponse  est  affirmative. 
Mais  l'équation  en  question 

(2)  fe''"^i{x)dx  --=fe^''y..{x)dx 

0  0 

revenant  à  la  suivante 

(2')  fe^''*^{x)dx  =  o 

0 

où  ^{x)  =  ^i{x)  —  f^a(^),  ^ous  sommes  amenés  à  la  question  quand  l'in- 
tégrale J{a)  s'annule.  Nous  verrons  que  si  l'équation  J{a)  =  o  est  satis- 
faite par  une  infinité  de  valeurs  positives  de  a  qui  forment  une  suite 
arithmétique  a  =  b  -jr  km  (w  =  o ,  i  ,  2  ,  . . .) ,  on  aura  en  général  ^{x)  =  o , 
une  exception  ne  pouvant  se  présenter  que  pour  des  valeurs  de  x  qui 
constituent  un  certain  ensemble  intégrable.  C'est  de  ce  théorème  général 
que  résulte  l'impossibilité  de  mettre  sous  la  forme  (i)  les  fonctions 

sinka,  «os *« ,  j.^— -^ ,  (Ä;>o), 

car  elles  possèdent  une  infinité  de  zéros  positifs  qui  forment  des  séries 
arithmétiques. 


*  Oeuvres,  édition  Sylow  et  Lie,  p.  67  et  suiv, 
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I. 

Je  commence  lexposition  des  résultats  annoncés  par  une  démonstration 
élémentaire  du  théorème  de  Weierstrass.  Celle  que  j'avais  adoptée  en  1892 
consiste  en  ce  qu'on  inscrit  à  la  courbe  qui  représente  géométriquement 
la  fonction  y  =  f{x)  une  ligne  brisée  polygonale  à  des  arrêtes  suffisamment 
petites  et  qu'on  développe  la  fonction  définie  par  l'ordonnée  de  cette  ligne 
polygonale  d'après  le  théorème  de  Fourier.  Mais  le  point  de  vue  sous  lequel 
je  me  plaice  aujourdhui  est  que  le  théorème  de  Weierstrass  est  d'une  nature 
plus  élémentaire  que  les  raisonnements  classiques  par  lesquels  Lejeune- 
DiRiCHLET  avait  établi  le  développement  de  Fourier  et  que,  dans  un  enseigne- 
ment convenablement  arrangé,  on  peut  pour  les  applications  analytiques  les 
plus  élégantes  substituer  au  théorème  de  Fourier  un  autre  plus  particulier  et 
plus  facile  à  établir.  L'espace  me  manque  pour  en  parler  davantage  et  je 
me  borne  à  indiquer  succinctement  la  démonstration  que  j'ai  en  vue. 

Au  moyen  des  formules 

et 

on  vérifie  aisément   que  sous  les  hypothèses  o  <x^  <  x.i<^i   l'expression 
suivante 

(3)     ^(^1^;^;)-  {{x.-x,)iy,+y,)+p-^-^^-^^^^^^^^^^ 

I  y,  —  y,  ^  COB  2)ml^X g,)  —  008  2vv{x  —  g,) 

représente  la  fonction  linéaire 
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lorsque  la  variable  x  est  intérieure  à  Tintervalle  (a;,  . . .  a;,),  tandis  qu'elle  se 
réduit  à  zéro  pour  les  points  qui  lui  sont  extérieurs  en  restant  intérieurs  à 
rintervalle  (o...  i).  La  représentation  géométrique  de  la  fonction  (3)  se 
compose  donc  du  segment  de  droite  M^M^  qui  joint  les  points  Mi(xi  ,  yi)  et 
^ii^i,  Vi)  et  de  deux  segments  de  Taxe  des  abscisses  (o  . . .  a;,)  et  (rr, . . .  i). 
Cela  étant,  soient  Xq  ^  Xi  ^  x^  ^  . . , ,  x^  des  quantités  réelles  qui  satisfont 
aux  inégalités 

o  <Xq  <  Xi  <  X2  <  . . .  <  a;^_j  <  iï?»  <^  I  , 

et  faisons-leur  correspondre  des  quantités  réelles  choisies  à  volonté  ^0,^1, 
^2  j  '  "  iPn-  On  aura  de  la  sorte  dans  le  plan  n  +  i  points  M^  aux  co- 
ordonnées respectives  Xa  et  y«  (a  =  o  ,  i  ,  2  ,  . . . ,  n) ,  lesquels  définissent 
une  ligne  brisée  polygonale  M^M^M^ . , .  M^  que  je  désigne  par  L.  La 
somme  suivante  des  quantités  telles  que  (3) 


est,   en   général,   égale  à  l'ordonnée  du  point  de  la  ligne  L  correspondant 
à  l'abscisse  x.     Une  exception  pourra  avoir  lieu  pour  les  points  des  inter- 
valles   (o...a?o)    et   {x^,,,i)   où   la   quantité   y  s'annule,   et  aux  sommets 
Mf^Mi  . . .  M^  de  la  ligne  L. 
Je  désigne  par 

^/   jx..,.....A 

\  |!/oyi ...  y«/ 

cette  quantité  y  et  j'observe  que  Ton  a 

(XqXi  .  .  .  X^\        1  *— * 
(x^\  )=  ;  Z  (y«  +  y«+i)(^a+i — ^«) 

i    y^  y^  sin  2y;r(g  —  xj  —  y^  sin  2vjr(ac  —  Xn) 
+  7  V  -ri  V  ^^^^^^^  [cos  2v;r(fl?  —  a?« . ,)  —  cos  2)f7r{x  —  a:J] . 
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Ici  évidemment  le  second  membre  reste  continu  tant  que  x^<x<x^^  d*où 

il  suit  que  la  quantité  L\x\   ^    '      "  |  donne  l'ordonnée  de  la  liene  L  même 

V  |yo...y./  ^ 

aux  points  M^M^ ., ,  -3f,_i.     Sous  Thypothèse  x^KxK  x^  on  peut  effectuer 
la  sommation  de  la  première  série  et  il  vient 


(4) 


,«-1 


«— l 


Je  prendrai  désormais  Xq  —  o^x^^j,  de  sorte  que  la  ligne  L  recouvre 
tout  l'intervalle  (o...  i)  et  j'observe  que  le  second  membre  reste  continu 
dans  tout  cet  intervalle  sans  exception.  Cette  expression  (4)  sera  alors 
partout  égale  à  l'ordonnée  de  la  ligne  L, 

Ce  point  établi,  la  démonstration  du  théorème  de  Weierstrass  s'achève 
comme  dans  ma  note  de  1892.  Soit  en  effet  f{x)  une  fonction  continue, 
définie  dans  Tintervalle  (o  . . .  i),  choisissons  sur  la  ligne  qui  représente 
cette  fonction  un  nombre  assez  grand  de  points  suffisamment  approchés 
Jlf,-5f, . . .  M^^i  et  soient  rr,  <  oj,  <  . . .  <  x^^i  leurs  abscisses,  en  supposant 
rr,  >  o ,  ir^_i  <  i .  En  prenant  encore  o;©  =  o  et  rc„  =  i  et  posant  y«  =  f{x^) , 
la  quantité  (4)  formée  au  moyen  de  ces  valeurs-là  sera  telle  que  la  différence 


f[x)~L[x\  ) 


sera  en  valeur  absolue  plus  petite  qu'une  quantité  -  donnée  d'avance. 

•  ô 

Cela  étant,  arrêtons  la  série  infinie  qui  figure  au  second  membre  de  (4)  et 
qui  est  uniformément  convergente,  à  un  nombre  fini  k  de  termes,  dont  on 
dispose  de  la  sorte  que  le  reste  de  la  série  qu'on  obtient  ainsi  soit  en  valeur 

absolue  plus  petit  que  ~  ;   en   désignant  par  Li,{x)  la  quantité  qui  résulte 

«3 

de  (4)  en  supprimant  le  reste  en  question,  on  aura  donc 

|i(r)-A(x)|<^, 
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\nx)-L{x)\< 


2å 


permet  de  conclure 

La  quantité  Lj^ix)  est  une  expression  finie  de  la  forme 

L,{x)  =  (f{o)  —  f{  I  ))(i  —  x\  +  Ao  +  i:  (A  COS  2va;Ä-  +  B,  sin  2yic;r) 

et  on  a  par  conséquent  ce  théorème  que  toute  fonction  continue  dans 
rintervalle  (o  . . .  i)  peut  être  représentée,  avec  Tapproximation  donnée,  par 
une  expression  telle  que  Lt{x).  Sans  m'arrêter  à  des  applications  qui  ont 
quelque  importance  méthodique  je  me  borne  à  observer  que  Lt{x)  étant 
une  fonction  transcendante  entière,  on  pourra  arrêter  son  développement 
par  la  série  de  Mac  Laurin  à  un  certain  nombre  de  termes  de  la  sorte 

que   le   reste   sera,    pour   o  <  a;  <  i ,    plus  petit  en  valeur  absolue  que  -  . 

La  fonction  Li^{x)  sera  ainsi  remplacée  par  la  fonction  rationnelle  entière 
G{x)  telle  que 


et  il  8  ensuit 


\L,{x)~G{x)\<{ 


\fix)-G(x)\<d. 


Donc,  f{x)  étant  continue  dans  tout  l'intervalle  (o  . . .  i),  on  pourra  prendre, 
le  long  de  cet  intervalle,  G{x)  comme  la  valeur  approchée  de  f{x)y  Terreur 
étant  dans  tout  cet  intervalle  plus  petite  que  ây  c'est  à  dire  qu'une 
quantité  donnée  d'avance.  C'est  le  théorème  de  Weierstrass  sous  sa  forme 
la  plus  simple.^ 


*  Je  me  réserve  de  revenir  sur  le  rôle  que  jouit  la  fonction  LIx 
la  théorie  de  la  représentation  des  fonctions  discontinues. 


^0 

y. 


dans 


Vn' 
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IL 

Soit  maintenant  ^{x)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  .r,  dé- 
finie dans  tout  Tintervalle  (o  . . .  cx))  et  telle  que  l'intégrale 

(5)  J{a)  =  fe-'y{a>)dx 

0 

existe  pour  une  certaine  valeur  a  =  c.  Je  vérifie  d'abord  quelle  existe 
alors  pour  toute  valeur  de  a  plus  grande  que  c.  En  effet,  J{a)  est  la 
limite  pour  w  infini  de  la  quantité 

If 

0 

et  en  posant  rt  =  c  -j-  a' ,  a'  >  o ,  puis 

il>{x)=fe-"^{z)dz, 

0 

^[x)  sera  finie  et  continue  et  la  limite  pour  x  infini  est,  par  hypothèse, 
une  quantité  bien  déterminée  J{c) .  On  en  conclut  en  intégrant  par  parties 
l'équation  .        . 

J{a^w)  =•  4'{w)e-'''''  +  a'f</>{x)e-''^(f(r 

0 

d'où  pour  w  infini 

(5°)  J{a)  =  (a  —  c)fe-^''-'^ip{x)d<c , 

0  .   • 

ce  qui  démontre  l'existence  de  J[a). 

Si  la  fonction  J{a)  s'évanouit  pour  une  infinité  de  valeurs  positives 
formant  une  suite  arithmétique  a  =  6  -f  /la  (/i«  =  i  ,  2  ,  3  ,  . . .) ,  il  résulte 
de  (5°)  que  l'intégrale 

X 

Je-"''^'(rr)rf.'r 

0 
Acta  mathtmaHea,    27.    Imprlm«  1a  36  janvior  1908.  44 
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s'évanouira  pour  les  valeurs  a'  =  b  —  c  +  /£a  également  en  suite  arithmétique 
et  Ton  aura 

0 

équation  qui  après  la  substitution  e""^  =  0  prend  la  forme 

1 

(6)  ,  f^-'xWe==o,  ^_,,, ^ 

0 

en  posant  pour  abréger 

;tW  =  .'?'"'V(il'>gi)- 

Cette  fonction  est  évidemment  finie  et  continue  dans  l'intervalle  (o  . . .  i) 
puisqu'elle  est  infiniment  petite  avec  z^  c'est  à  dire  pour  x  infini,  si  Ton 
suppose,  ce  qui  est  permis,  que  h>c. 

Cela  étant,  choisissons  une  constante  d  d'une  petitesse  arbitraire  et 
formons  la  fonction  rationnelle  entière  G[z)  dont  l'existence  a  été  établie 
plus  haut,  c'est  à  dire  telle  que  l'on  ait 

posant 

G{z)  ==  (ïo  +  a^z  +  a^z"  +  . . .  +  a«,^"*, 

écrivons  l'inégalité  précédente  sous  la  forme 

(7)  '     ö(;ar)=^W-:*«\(-i<#<l), 

OÙ  ê  est  évidemment  une  fonction  continue. 

Cela    étant,    on    tire    de   Téquation    (6)    en   y    faisant   successivement 

/£  =  i,2,...,w+  I  et  ajoutant  après  avoir  multiplié  par  Ö0  j  ^i  i  ^«  >  •  •  • ,  ^m  > 

l'équation  suivante  - 

1 

fx{z)G{e)dg  =  o.- 

0 

Faisant  usage  de  la  valeur  (7),  j'en  tire 

1  ! 

fxizfdz-r-fifnxiz^ch 
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d'où  enfin 

fx{zydz<àf\x{z)\dz. 

0  0 

Cette  inégalité  devient  impossible,  si  xi^)  n*étant  pas  identiquement  nulle, 
on  prend  pour  d  une  quantité  plus  petite  que  le  quotient 


f.X{'rdz:J\x{z)\dz. 


Il   faut  donc  que  Ion  ait  partout  ;f(^)  =  o,  ce  qui  donne  ^(a;)  =  o,  c'est 
à  dire 

X 
0 

pour  chaque  valeur  positive  de  x.  Cela  exige  que  Ton  ait,  tout  au  plus  à 
lexception  d'un  certain  ensemble  intégrable,  partout  f?(a;)  =  o. 

On  vient  de  démontrer  le  théorème  d'importance  capitale  annoncé  plus 
haut,  et  qui  s'exprime: 

»Si  l'intégrale  définie 

J{a)  =fe-'"^(x)dx 

0 

correspondant  à  une  fonction  '  déterminante  ^{x)  intégrable,  continue 
ou  discontinue,  ^existe  pour  une  certaine  valeur  de  a,  elle  existera 
pour  toute  valeur  plus  grande.  Elle  ne  peut  pas  s'annuler  pour  une 
infinité  de  valeurs  positives  de  a  qui  forment  une  suite  arithmétique 
sans  que  Ion  ait  identiquement  J(a)  =  o  et,  en  général,  ^{x)  =  o.* 

Soit  maintenant  f{a)  une  fonction  de  la  variable  réelle  et  positive  a, 
qui  à  partir  d'une  certaine  limite  reste  finie  pour  chaque  valeur  finie  de  a 
sans  être  identiquement  nulle.     Alors  les  produits 

formés  à  l'aide  d'une  constante  positive  A:,  ne  pourront  pas  être  mis  sous 
la  forme  de  l'intégrale  (5)  pour  a  variable  et  illimité,  car  ces  fonctions  de 
a  possèdent  une  infinité  de  zéros  formant  une  suite  arithmétique. 
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Soit  maintenant  J{a)  l'intégrale  (5),  je  dis  qiae  si  Téquation 

(a  +  ryj{a)  =  k 

peut  être  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  a  formant  une  suite 
arithmétique,  h  yV  ^  8  étant  des  constantes  dont  la  dernière  soit  positive,  on 
aura  nécessairement 

Car  en  effet  notre  équation  s'écrit 


o-r*^#-l 


et  le  reste  de  la  démonstration  est  évident. 

Il  y  a  des  propositions  analogues  au  sujet  des  expressions 

(a«  +  iV(«),  («  +  ^)^(«) 

et  plusieures  autres. 


III. 

Les  applications  du  théorème  fondamental  qu'on  vient  d'établir  sont 
nombreuses,  mais  l'espace  manquant,  je  me  borne  à  une  seule.  Je  veux 
obtenir  la  valeur  de  l'intégrale 


oc 


pour  s  =  ±  î ,  u  étant  réel  et  positif,  tandis  que  s  peut  être  complexe,  mais 
sa  partie  réelle  restant  positive  et  ne  dépassant  pas  deux. 
Four  ce  but  je  considère  la  fonction  génératrice 

oc 

J^J  0{u)e-'"'du 
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qui  a  pour  valeur^  comme  cela  se  voit  aisément,  Tintégrale  définie  suivante 


x^' 


m  9 

2  J   (a*  +  x^i  +  x*)   '  2  J   {a*  +  x^Xi  + 

9  0 

En  faisant  usage  de  Tidentité 

l =  -^(-' '—] 

{a^  +  x^i+x")       a'— i\i+a;'       a*  +  W  ' 

puis  employant  les  formules 

00  OD 

c*  +  x^~       .   sn'  f   c*  +  x^~  en 

2  fin  —  •-'  2  COS  — 

0  2  Ö  2 

pour  c  =  a  et  pour  c  =  i ,  nous  aurons 

«/  =  î--.-~[(«  +  e)-(i+e)0 

ou  bien 

2\a  —  t       a*—i         ) 
Dans  le  cas  où  e  =  —  i   on  a 

2  a  +  I        2«/  ' 

ce  qui  démontre  la  formule  de  Cauchy 

oo 

(8)  j  8m^--«j;j^-j-p  =  -e  -,  («>o). 

0 

Le  deuxième  cas,  où  s  =  i ,  donne  le  résultat  un  peu  plus  compliqué 

2  \a —  I  a" —  1/ 


v»l 
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et  il   s  ensuit'  la  formule  que  nous  avçns  obtenue  dans  le  second  mémoire 
cité  plu»  haut 

(9)  I  sm  (  — \'  ux)  — -  —  =  - e" ^ —  ;r  >   777 — ; r . 

0 

En  ajoutant  et  retranchant  avec  la  formule  précédente  on  obtient 

.  .  -         .   r 

.  '-  00     • 

STT      i     COS  IâX 

2sin—  /  -—-liOf^^dx^  TTGOshypu  —  ttS 


0 


^  OD-        .  , 

SIT      t     sm  'KLûT 

2C0S--  I  ■—, — ^x*~^dx  =  7rmBhYi>u^- TüS 
2   I    1+«'  -^^ 


3y+2-« 


En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  5  des  deux  membres  dans  les 
équations  précédentes  et  en  posant  5  =  i  ou  5  =  2,  on  obtient  les  formules 
que  ScHLOEMiLCH  a  données  au  sujet  du  logarithme  intégral. 

En  mettant  a  au  lieu  de  2  —  s  et  faisant  pour  un  moment 


on  aura  évidemment 

5  =  -«"[f(w) +  ?(—«*)]; 

2 

cela  étant,   la  fonction  ^{u)  peut  se  transformer  au  moyen  de  la  formule 
d'EuLER  plusieurs  fois  retrouvée 

d'où  l'on  tire 

tt-  V 

s  =  ~-  [e"  /  e-'af-'dx  +  e^"  /  e'x'-'  dx] . 
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351 


(lO) 


2  COS 


oe 

87:   c  ixf  COS  fia;  7  , 


2  sin 


^  '  0  0 

00 

S7t    r  Cff  sin  ux  j  .     , 

y  /  ~~^-T  dx^  —  TT  sm  hyp  u 

0 

If  If 

+  ^JYT-r-,)!""/«"''^"'^^  +  e-'fé'x-'âx]. 

^  '  0  « 
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SUR  LA  MÉTHODE  D'ABEL  POUR  L'INVERSION  DE  LA  PREMIÈRE 

INTÉGRALE  ELLIPTIQUE,  DANS  LE  CAS  OÙ  LE  MODULE  A  UNE 

VALEUR  IMAGINAIRE  COMPLEXE 


PAB 

P.   MANSION 

à  GAND. 


I.  Oldet  de  cette  Note.  La  méthode  d*ABEL  pour  opérer  l'inversion 
de  la  première  intégrale  elliptique  de  Legendre  et  établir  les  propriétés 
fondamentales  de  la  fonction  inverse  est,  croyons-nous,  l'une  des  plus  simples 
et  des  plus  naturelles  qui  aient  été  proposées  dans  ce  but. 

En  général,  Abel  na  considéré  dans  ses  Mémoires  que  des  intégrales 
ou  des  fonctions  elliptiques  de  module  réel.  Mais  il  a  fait  remarquer  que 
les  résultats  auxquels  il  arrive  s'appliquent  le  plus  souvent  au  cas  où  le 
module  est  imaginaire.  »Ce  théorème,  dit-il,  en  parlant  de  la  double  péri- 
odicité, a  lieu  généralement  quelles  que  soient  les  quantités  e  et  c,  réelles 
ou  imaginaires.  Je  l'ai  démontré  pour  le  cas  où  e^  est  négatif  et  c*  posi- 
tif dans  le  mémoire  précédent.  Les  quantités  o) ,  û>'  sont  toujours  dans  un 
rapport  imaginaire»  [Oeuvres,  tome  I,  première  édition,  p.  254;  2®  édition, 
p.  404 — 405).  Ailleurs  »Les  formules  présentées  dans  ce  qui  précède  ont 
lieu,  avec  quelques  restrictions,  le  module  c  étant  quelconque,  réel  ou  imagi- 
naire»  [Ibid,,  première  édition,  p.   335;   2*  édition,  p.   528).^ 


'  Les  derniers  éditeurs  d'ÀBEL  disent  à  ce  propos:  »Nons  avons  cherché  en  vain, 
dans  les  manuscrits  d'AsEL  une  indication  de  la  méthode  dont  il  comptait  se  servir 
pour  étendre  ses  résultats  aux  modules  imaginaires»  {Oeuvres,  t.  Il,  p.  319). 

Aeta  muihmnatiea.    27.    Imprimé  le  30  man  1908.  45 
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Nous  nous  proposons  de  montrer,  dans  cette  Note  \  que  Ton  peut 
étendre,  d'une  manière  naturelle,  la  méthode  d'exposition  des  principes  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  d'ABEL  au  cas  où  le  module  est  une 
quantité  imaginaire  complexe.  Pour  abréger,  nous  supposerons  le  module 
Ä*  de  la  forme  p^\  p  étant  positif  et  a  compris  entre  o  et  tt.  Si  a  était 
compris  entre  ;r  et  2;r,  le  module  complémentaire  h'^  =  i — k^  serait  de  la 
forme  p*€^\p  étant  positif  et  o!  compris  entre  o  et  tt.  On  peut  donc 
faire,  par  rapport  à  /c'^,  tous  les  raisonnements  que  nous  allons  faire  par 
rapport  à  A',  dans  les  intégrales  dont  il  est  question  dans  les  n^'  2  et  3. 
On  trouve,  en  effet,  en  posant  t^  =  [5^  :  (  i  +  5*)] , 

/* rff /'     _        da 


et,  de  même,   en  faisant  s^  —  - 


i' 


**y 


r ds__    ^  r        dt 

0  0 

Nous  n'employons,  dans  les  démonstrations  qui  suivent,  que  des  prin- 
cipes tous  connus  d'ABEL  et  démontrés  dans  le  Cours  (^analyse  de  Cauchy 
(1821)  ou,  pour  le  théorème  du  n°  6,  V,  dans  le  Mémoire  sur  les  inté- 
grales définies  prises  entre  des  limites  imaginaires  (Paris,  De  Bure,  1825), 
du  môme  géomètre. 

2.  Théorème  I.  La  courbe  représentéCy  en  coordonnées  rectangid aires, 
par  Véquation  t 

0 

^  Noos  avons  donné  une  esquisse  du  présent  travail  (n^  2  et  3,  premiers  alinéas  et  les 
remarques  du  n°  4)  dans  les  Annales  de  la  société  scientifique  de  Bruxelles,  1898,  t.  XXI, 
I  ^^  partie,  pp.  90 — 9 1 ,  mais  sans  prouver  que  sn ,  en ,  dn  sont  des  fonctions  bien  dé- 
terminées. —  Dans  le  même  recueil,  1900,  t.  XXTTI,  i*"  partie,  pp.  55 — 57,  nous 
avons  traité  le  cas  où  k^  est  réel,  mais  non  compris  entre  o  et  i .  —  Nous  avons  annoncé 
les  résultats  établis  ici  dans  les  tbèses  16,  17  et  18  annexées  à  notre  dissertation  in- 
augurale :  Théoiie  de  la  multipUcatiofi  et  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  (Paris, 
Gauthier- Villars,    1870). 
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OÙ  k^  =  />«*',  p  étant  positif,  a  compris  entre  o  et  ;r,  ^  variant  de  o  à  l'unité 
en  restant  réel  et  les  radicaux  ayant  l'unité  pour  valeur  initiale,  est  comprise 

dam  V angle  -(tt — a)  compté  à  partir  de  l'axe  des  x  et  na  aucun  point  double. 

Jj'argument  de  A'  et,  par  suite,  celui  de  k^t^  étant  a,  celui  de  — F<^ 
sera  — ?r  +  a;  celui  de  i  — k'^t'^  sera  compris  entre  o  et  — ;r  +  «•  L'argu- 
ment de  ^T-^k*i*  sera  compris  entre  o  et  — ;,^+     a ,  ou  entre  ces  mêmes 

quantitées  augmentées  de  tt;  mais  on  devra  choisir  la  première  valeur,  car 
pour  t  tendant  vers  zéro,  l'argument  de  y/i  — k*t*  doit  tendre  vers  l'argu- 
ment de  I  ;  or,  dans  la  seconde  hypothèse,  l'argument  de  ^/i  —  k^t*  tendrait 
vers  ;r,  c'est-à-dire  vers  l'argument  de  —  i.    L'argument  de  ^i  — k*t*  étant 


compris   entre   o   et ;r+     a,    celui  de  (i  :  ^i  -    jk'/')  est  compris  entre 


o  et      TT a. 

2  2 


L'intégrale  x  +  yi  est  la  limite  de  la  somme  d'expressions  (i  :  ^'i  —  ä;«<«), 
multipliées  par  des  quantités  positives  [dt  :  y/i  —  /»);  largument  de  öette  somme 

et,   par  suite,   de  l'intégrale   est  donc  aussi  compris  entre  o  et     n a. 


2 


La  courbe  est  donc  comprise  toute  entière  dans  l'angle  -{tt — a)  compté  à 

partir  de  Taxe  des  x. 

Posons  X  -\-yi  =  rc^* ,  r  étant  positif.  Je  dis  que  ß  et  r  croissent  en  même 
temps  que  t.  En  effet,  la  valeur  absolue  de  l'argument  de  i — k^t^  croît 
de  o  à  ;r — a  quand  t  varie  de  o  à  co,  comme  on  le  voit  en  construisant 
le  parallélogramme  ayant  pour  côtés  i  et  — k't^;  la  valeur  absolue  de 
l'argument  de   ^/i  -^k*t*  ou  la  valeur  de  l'argument  de  (i  :  yji'—kû^)  croît 

de  o  à     TT —    a,  quand  t  varie  de  o  à  cx).     L'argument  de  la  somme  des 

éléments    de    l'intégrale   et,   par   suite,   celui   de   l'intégrale   elle-même  croît 
donc  avec  t, 

La  valeur  de  r  va  aussi  en  croissant  avec  <,  parce  que  le  module  de 
la   somme   de    deux   ou  plusieurs  quantités  complexes  dont  les  arguments 

diffèrent  de  moins  de      tt  est  supérieure  au  module  de  chacune  d'elles.    A 

mesure  que  l'on  considère  un  plus  grand  nombre  d'éléments  de  l'intégrale, 
le  module  de  leur  somme  et,  par  suite,  celui  de  l'intégrale  augmente. 
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Soit 

sa 

^i  _  jk«<«  z=:  m  +  ni  ou  i  — pt*  co 

—  ipt^  sin  a  =  m*  —  v?  +  2mm, 

d'où  il  résulte  que 

• 

amn  ==  — pûnina, 

m       pi*  sin  a 
n  ~~       2n* 

On  aura 

dx  _^  .  dy                m  —  ni 

di           dt        y/r^  t\m' +  n*)' 

dx             m 
dy             n 

^ 

sin  a  ^ 
2„«       >°- 

Donc  X  croît  en  même  que  y  =  r8in/9,  quand  <  croît  de  o  à   i. 

La  courbe  x  +  yi  =  ré^  est  donc  telle  que  x^y  ^r ,  ß  croissent  avec  t 
et  cette  courbe  n'a  aucun  point  double  quand  t  varie  de  zéro  à  Tunité. 

3.     Théorème  H.     La  courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires 
par  l'équation 


où  k^  =  pef^\  p  étant  positif,  a  compris  entre  o  et  tt,  s  variant  de  oh. -\-  00 
en  restant  réel  et  les  radicaux  ayant  Vunité  pour  valeur  initiale^  est  comprise 

dans  V  angle  -a  compté  à  partir  de  V  axe  des  y,  dans  l'angle  des  x  et  des  y 

positifs,  et  ri  a  aucwn  point  double. 

L'argument  de  V  et,  par  suite,  celui  de  )^^  étant  a,  celui  de  i  +ä;*ä' 

est  compris  entre  o  et  a;   celui  de   y/i  +  /c'«'  est  compris  entre  o  et  -a, 

OU  entre  ces  quantités  augmentées  de  ;r;  mais  on  doit  choisir  la  première 
valeur,  parce  que,  pour  s  tendant  vers  zéro,  l'argument  de  ^i  +  ik's'  doit 
tendre  vers  l'argument  de  i  ;  or,  dans  la  seconde  hypothèse,  l'argument  de 
ce  radical  tendrait  vers  tt,  c'est-à-dire  vers  largument  de  —  i .  L'argument 

de  ^l~+lfcV  étant  compris  entre  o  et  -a,  celui  de  (i  :y/i~+  a««*)  est  com- 
pris entre  o  et  — -a  et  celui  de  (i:  v^i  -f  ifcV)  entre  -^  et  -;r — -a. 
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L'intégrale  %'  +  y'i  est  la  limite  de  la  somme  d'expressions  (ê:  y/i~+  k^s^) 
multipliées  par  des  quantités  positives  {ds  :  ^/i  +  s«)  ;  l'argument  de  la  somme 

et,    par   suite,    celui    de    l'intégrale    sera   donc   aussi   compris    entre   -;r  et 

-;r —    d.     La   courbe    est    donc    comprise   toute    entière   dans  l'angle  -a 

compté  à  partir  de  Taxe  des  y. 

Posons  x'  +  ]f%  =  r'é'\  r'  étant  positif.    Je  dis  que  ^  décroît  et  que  r' 
croît   quand    s   croît.     En    effet,    l'argument   de    i  +  k^^  croît  de  o  à  a, 

celui  de  y'i  +  ufs^  de  o  à  -a  quand  s  varie  de  o  à  co,  comme  on  le  voit 

en  construisant  le  parallélogramme  ayant  pour  côtés    i    et  )^s^\  la  valeur 

de   l'argument   de    (i:^T"+I*«*)    décroît   donc   de   ~it  à  -tt a  dans  les 

mêmes  circonstances.  Il  en  résulte  immédiatement  que  l'argument  de  la 
somme  des  éléments  de  l'intégrale  et,  par  suite,  celui  de  l'intégrale  elle- 
même  décroît  quand  s  croît. 

La   valeur   de   r'    va   en    croissant   avec   5,    parce   que   le  module  de 
la   somme  de  deux  ou  plusieurs  quantités  complexes  dont  les  arguments 

diffèrent  de  moins  de  -;r  est  supérieur  au  module  de  chacune  d'elles.     A 

mesure  que  l'on  considère  un  plus  grand  nombre  d'éléments  de  l'intégrale, 
le  module  de  leur  somme  et,  par  suite,  celui  de  Tintégrale  augmente. 
Soit 

v'i  +  Ä;^««  =  m'  +  n'i  ou  i  +  yos^cosa  +  t^s^sina  =  m'^  —  n"  +  2m'n'i, 

d'où  il  résulte  que 

2m'n'  =/>s*sina. 


•   .  m'       />«'  sin  a 


n 


On  aura 


,    ,      , .        .  /          m*  —  n'i  , 

X  -\-  yt  =  t  I  -— ds. 


dx'        .  dy'  m'i  +  n' 


ds  ds         ^i+s\m^  +  n^)' 


dy        m        ps^  sin  a  ^ 

V-,  =  ~  =  -   —  /-9~  >  O . 
dx        n  2n  * 

Donc  y'  croît  en  même  temps  que  x'  =  r'  cos  ß'  quand  s  croît  de  o  à  oo . 

La  courbe  x'  +  y'i  =  r*é^^  est  donc  telle  que  x\y\r\  —  ß  croissent 

avec  s  et  cette  courbe  n'a  aucun  point  double  quand  s  varie  de  o  à  Tinfini, 
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4.  Théorème  III.  Si  Von  fait  glisser  parallèlement  à  elle-même  la  pre- 
mière courbe  {x ,  y)  de  manière  que  son  point  initial  (o ,  o)  décrive  la  seconde 
{x\y')y  ou,  inversement,  la  seconde  {x'  ,y')  de  manière  que  son  point  initial  (o ,  o) 
décrive  la  première  {x  ,y),  chacune  des  deux  courbes,  dans  son  mouvement, 
balayera  la  surface  d'un  parallélogramme  curviligne,  en  ne  passant  qu'une 
seule  fois  par  chaam  de  ses  points. 

Posons 

1  « 

K==  f  ..   'L._.  _  ,  Ki  =  i  f-.^^-^^  _^  -  . 

0  0 

D'après  la  définition  du  parallélogramme  curviligne,  ses  points  s'ob- 
tiennent en  faisant  varier  <  de  o  à   i ,  5  de  o  à  (X),  de  manière  que  x-\-yi 


K^Kl 


varie  de  o  à  Ä',  a;'  +  y' i  de  o  à  Ki,  x ,y ,x\y'  allant  d'ailleurs  sans  cesse 
en  croissant,  comme  on  Ta  vu  dans  les  théorèmes  I  et  II.  Un  point  quelconque 
de  ce  parallélogramme  sera  donc  représenté  par  x  -\-  yl-^-  x'  -\-  y*i. 

Je  dis  qu'il  est  impossible  que  le  même  point  soit  représenté  par  une 
expression  de  même  forme  Z  +  Fi  +  X  +  I^'i ,  ^  +  I^*  étant  un  point  de 
la  première  courbe  correspondant  à  une  valeur  T  de  la  limite  supérieure 
de  la  première  intégrale,  X'  +  I^'i  étant  un  point  de  la  seconde  courbe 
correspondant  à  une  valeur  S  de  la  limite  supérieure  de  la  seconde  intégrale. 

En  effet,  TégaUté 

a;  +  yi  +  a;'+y'i  =  X+  Fi  +  ^' +  i"^ 
ou 

/--  -  '^-  _+ir___^___.=  r_-_-i^.  ^iÇ .    .^^. -. 

J    s^l  ~i^yj\-k^i^         J   sl\+H\l+kH'^       J   yjl    -t^yji-  kU^        J    y/ 1 +8^  yjl +k^s^' 
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peut  s'écrire 

r       dt       =iÇ  -   ^ 

t  s 

Or  cette  dernière  égalité  est  impossible;  car,  on  a  vu,  dans  Tétude  des  deux 
courbes,  que,  à  tt  près,  l'argument  de  la  première  intégrale  est  compris  entre 

o  et  -TT a,  celui  de  la  seconde  multipliée  par  t,  entre  -t: aet-;r. 

2  2  2  2  2 

Remarques.     I.     Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que  si  Ton  pose 


on  a 


et,  par  suite, 


-;r>B'>-;r— -a>J?>o 

2  2  2 


2 


Il  en  résulte  que 

^♦  =  |:e('-»)'=|co8(B'-B)  +  i|8in(5'-5). 

Le  coefficient  de  i,  dans  la  valeur  de  {K'i:K)^  est  donc  positif. 

II.     Dans  le  cas  où   a  est  compris  entre  tt  et  2t,  et,  par  suite,  a' 
entre  o  et  tt,  on  trouve  aisément  que  l'on  a 

o>B>  —  -a\  -7r<R<7r  —  -a\         -7r<B  —  B<7r 

2       '  2  2       '  2 

et  le  coefficient  de  i  est  encore  positif. 

5 .     Inversion.    I.    Posons,  dans  l'intégrale  du  n°  2 ,  <  =  sin ^ ,  z  =  x+yL 
Nous  aurons 


sin*  ^ 
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Si  nous  écrivons,  comme  dans  le  cas  où  k^  est  positif  et  inférieur  à   i , 

^  =  am  ^ ,  <  =  sin  ^  =  sin  am  j8f  =  sn  ;8î ,  y/i  —  <«  =  cos  ^  =  cos  am  j2f  =  en  ;3, 

v/i  —  k^i^  =  \/i~—  k^  sin^  =  Afp  =  A  am  j?  =  dn  ^, 

les   fonctions   sn;2f,  cnz^  àm  seront   des   fonctions   bien   déterminées  de   z^ 
puisque  la  courbe  [x ,  y)  n*a  pas  de  point  double,  et  cela,  pour  toutes  les 

valeurs  de  ^,  de  o  à  -;r. 

Mais  rien  n  empêche  de  faire  croître  f?  indéfiniment  ou  de  lui  donner 
des  valeurs  né^tives,  le  radical  yJY^i^  de  l'intégrale  primitive  ayant  tou- 
jours le  signe  de  cos  fp .  La  variable  z  prendra  des  valeurs  bien  déterminées 
de  o  à  ÄT  d'abord,  puis  de  K  k  2K,  de  2K  à  ^K,  etc.  et  de  même  de 
o  à  — nK,  n  étant  aussi  grand  qu'on  le  veut;  la  courbe  (a?, y)  correspon- 
dante s'étendra  jusqu'à  l'infini  dans  les  deux  sens,  sans  avoir  de  point  double. 

Nous  tirons  immédiatement  de  là,  comme  dans  le  cas  où  k*  est  positif 
et  inférieur  à  l'unité,  les  propriétés  fondamentales  de  sn ,  en ,  dn ,  qtuind  sn 
est  réel  y  mais  non  le  théorème  de  l'addition: 

(i)  sn^z  +  CTL^z  =  i  j  k^sn^z  +  åji^z=  i; 

(2)  DsTLZ  =  CTLzdnZy     Dcnz= — ^nzånZj     Dàjiz  =  — A;^8n;8fcn;8?; 

(3)  sn( — z)  =  — snz,  cn( — z)  =  cnz,  dn( — z)  =  dnz; 

(4)  sn  o  =  o ,  en  o  =  I ,  dn  o  =  i  ; 

(5)  snjBr=i,  cn7l^=o,  dnK=k'] 

(7)     sJi{z-{-2K)  =  — sn;8f,      cil{z  +  2K)  =  — en;?,      dji{z  +  2K)  =  ànz. 

II.  Si  Ton  fait  t  =  si,  dans  la  première  intégi-ale,  elle  se  transforme 
dans  la  seconde,  considérée  au  n°  3,  savoir: 

J    yjl   _  ^2  ^,   _  /c2^2  I    ^   ,  +  52  ^i    +  /^2,^2 

0  0 

Dans  celle-ci  on  peut  faire  varier  sans  inconvénient  *<?  de  o  à  00. 
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z'i  =  X'  +  y'^' ,  s"  =  ^p--^ ,  M  =  sin  ^ , 


2  ain2 


sin*^ 


0 

On   a  immédiatement,   d'après  5,  I,  en  mettant  le  module  k'  en  évidence, 

sin  ^  =  sn  {z\  k') ,  cos  ^  =  en  (/,  k') ,         y/F—- ik'^^sin*^  =  dn  {z\  k) . 

On  a  aussi 

(8)  <  =  5i  =  itang^,       ^,_r^  =  ^r+,2  =  -J^, 


COS  ^ 

les  signes  des  expressions  en  (p  étant  déterminées  par  la  valeur  initiale  des 
radicaux.     Si  Ton  pose 

t  =  sn  (/i ,  k) ,  v^i  —  fi  =  en  (;8?'i ,  A;) ,  y/i  —  hU-  =  dn  {/i ,  A) , 

les  fonctions  sn  {z'i ,  A) ,  en  (/i ,  A) ,  dn  (;^'t ,  A)  seront  des  fonctions  bien  déter- 
minées  de   zHj    puisque    la   courbe   (i»'',y')   na   pas  de  point  double,  pour 

toutes  les  valeurs  de  5  de  o  à  <X) ,  ou  de  c?  de  o  à  -  tt. 

^  2 

Les  relations   (8)   donneront  d'ailleurs,   comme  dans  le  cas  où  k^  est 

positif   et  inférieur   à  l'unité,  les  formules  de  la  transformation  imaginaire 

d'AsEL  et  de  Jacobi: 

(9)  fm{z'i,k)  =  f  ^'^;V  J,  cn{z'i,  k)  =      .\   ,,. , 

^^  \     )    /  cn(«,  *)'  ^      '    ^        cn(ii^,  A;)' 

^  '       en  (»  ,  Ä  ) 

Bien  n'empêche  de  faire  croître  ip  indéfiniment  ou  de  lui  donner  des 
valeurs  négatives,  les  radicaux  yfi~—fi^  yjY —  kû^  ayant  toujours  le  signe 
de  cos  ^ .  La  variable  z'i  prendra  des  valeurs  bien  déterminées  de  o  à  ICi 
d'abord,  de  ICi  à  aKi,  de  2K'i  à  3/1'i,  ete.,  et,  de  même,  de  zéro  à  — nÄ'i, 

Âtia  fnathtfÀaHea.    27.    Imprimé  la  'M  mars  1903.  413 


Digitized  by 


Google 


362 


P.  Mansion. 


n  étant  aussi  grand  qu'on  le  veut;  la  courbe  correspondante  {x\  y')  s'étendra 
de  o  à  oo,  dans  les  deux  sens,  sans  avoir  de  point  double. 

Nous  tirons  sans  peine  de  ce  qui  précède,  pour  la  variable  z'i,  les 
propriétés  fondamentales  exprimées  par  les  équations  (i),  (2),  (3)  et,  de 
plus,  les  suivantes: 

(10)  snZ'i  =  i.co,  cnÄ'i  =  oo,  an Ki  =  k.  00; 

(i  1)  sn(/i  +  2Ki)  =  ^nz'iy  cTi{z'i  +  2/f /)  =  —  cn/i, 

dn  {z'i  +  2lCi)  =  —  dn  z'i . 

Dans  ces  formules,  Bnz'i  est  purement  imaginaire, 

III.  Soit  S  =  z  -{-  js'iy  z  étant  une  valeur  quelconque  considérée  au 
n*^  5,  I,  z'i  une  valeur  quelconque  considérée  au  n°  5,  II.  Par  définition, 
nous  poserons  (comme  Abel  Ta  fait  dans  le  cas  où  k^  est  positif  et  inférieur 
à  l'unité),  ♦ 


(12) 


sn  z  en  z'i  dn  x'i  +  sn  z'i  en  Ji;  dn  ;t 


»U  Si 

I 

—  k^  an'  z  sn*^  z'i 

) 

cnf 

= 

en*  en 

z'i 

I 

—  sn  «  sn  x'i  dn  z 

—  k^  sn'^  z  sn-  zi 

dnjt'f 

> 

dnf 

= 

dn^dn 

z'i 

I 

—  k'^  sn  z  sn  z*i  en  z  en  x'i 

—  k^^  sn*  z  sn^  zi 

On  déduit  de  là,  comme  dans  le  cas  où  Ic^  est  positif  et  inférieur 
à  1,  j>ottr  la  variable  générale  Ç,  les  propriétés  (i),  (2),  (3),  (7),  (11),  (9); 
de  plus,  les  suivantes: 

(13)  m{K+  K'i)  =  \,      Qn{K+  Ki)  =  —i^,      dn{K+K'i)  =  o. 

(14)  sn(?  +  2K+  2KÏ)  =  — sn^,  cn(^+  2K-\-  2K'i)  =  cn^, 

dn(f+2JS:+27ir'i)  =  — dnf, 
et  beaucoup  d'autres,  en  particulier,  celles-ci: 

I 


(15)         sn(/£'i  — w)  = 


ksnti^ 


cu{K+K'i  —  u)  =  —if'-, 

k  en  u 


dn(7r — î() 


du  11 
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La  variable  ç  considérée  ici  est  quelconque.  D'après  sa  définition  même, 
on  peut  la  metti-e  sous  la  forme  2pK  +  2p'Ki  +  Ç^,p  et  p'  étant  des 
nombres  entiers  positifs  ou  négatifs;  Ç^^Zi  +  z'^i  correspond  à  un  point 
du  parallélogramme  curviligne  du  n°  4,  dont  les  coordonnées  sont  a?,  +  x[, 
yi  +yî ,  si  ^i  =  x^+y^i  représente  un  point  de  la  première  courbe,  z[  =a?J  +y[i 
un  point  de  la  seconde.  Puisque  Çi  ne  peut  être  égal  à  une  somme  de  la 
forme  z^+z[i  que  d'une  manière  (n*^  4),  les  fonctions  snf,cnf,dnf  sont 
bien  déterminées. 

6.  Infinis,  zéros^  périodes  rfè  sn  ,  en ,  dn;  théorème  de  r addition;  sn  peut 
prendre  toute  valeur. 

I.  Des  formules  (i)  et  (12),  il  résulte  (comme  Abel  Ta  montré,  quand 
k^  est  positif  et  inférieur  à  l'unité),  que  sn  f ,  en  f ,  dn  ç  ne  sont  infinis  que 
si  sn^==  o,  sn£?'i  =  00,  ce  qui  donne  2pK+[2p'  +  \)lCi  pour  les  infinis 
de  ces  fonctions,  p  et  p'  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

II.  D'après  les  formules  (  i  5),  pour  que  sn  [K'i  —  w) ,  en  (Ä'^-  K'i  —  u) , 
dn(jK  —  u)  s'annulent,  il  faut  et  il  suffit  que  u  ^  2pK+ {2p' -\-  i)K'i, 
Cette  remarque  donne  immédiatement  les  zéros  des  fonctions  snf ,  cnf ,  dnf . 

III.  Ces  fonctions,  par  suite,  ne  peuvent  avoir  pour  périodes  que 
2 A',  2 K'i  ou  leurs  multiples;  car  si  elles  en  avaient  d'autres,  elles  auraient 
d'autres  zéros  et  d'autres  infinis  que  ceux  que  nous  venons  de  déterminer. 

IV.  Le  théorème  de  l'addition  peut  s'établir,  dans  le  cas  actuel, 
comme  la  fait  Abel,  quand  h^  est  positif  et  inférieur  à  l'unité.  Mais  il 
peut  aussi  être  démontré  algébriquement  comme  il  suit:  Quand  1â  est 
positif   et   inférieur  à   l'unité,   on   a  identiquement,  si  S=a  +  /9+;'  +  t7, 

^^  8n(a  +^cn(r  +  S)àn{r  +  S)  +  8n(r+  ^)  en  («  +/9)dn(«  +  ß) 

^  sn  («_+  r)  en  (/î  +  à)  ån  (fi  +  5)  +  sn^^  +_â)  en  («  +  ;-)  dn  («  +  f) 
l  —k^  sn'H«  +  r)  sn»  (ß  +  â) 

et  de  même  pour  en  S ,  dn  S,  pourvu  que  Ton  exprime  les  deux  fractions 
au  moyen  des  fonctions  sn,cn,dn  de  a^ß,}-  et  â.  Les  mêmes  identités 
algébriques  subsistent  si  k^  est  imaginaire  complexe,  quand  a  et  ß  sont 
des  expressions  de  la  forme  z  considérées  au  n°  5,  I,  ;*  et  ^  des  expressions 
de  la  forme  z'i  considérée  au  n°  5,  II.  Ces  identités  expriment  évidem- 
ment alors  le  théorème  de  l'addition  pour  sn  (f ,  +  f ,) ,  en  (f  j  +  f -,),  dn  {Si  +  fa) , 
si  e,  =a  +  r,C2=-i?+ö\ 
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» 

V.      Enfin,  la  fonction  snf  peut  prendre  une  valeur  quelconque  A +/*'• 
En  effet,  posons 


1=  T— -^ - 


l'intégralo  étant  prise  le  long  d'une  courbe  continue  qui  ne  passe  par  aucun 

des  points  +  i  ,  —  i ,  -  ,  —  -  .     On   pourra  représenter  chacune  des  valeurs 

de  rintegrale  par  une  expression  Ç  de  la  forme  0 -{- z'I,  z  variant  de  o  à 
Z=  2pK+Z^^  z'i  de  o  à  2p'Ki+  Z[i,  p  et  p'  étant  des  entiers  positifs 
ou  négatifs,  Z^  correspondant  à  un  point  de  la  courbe  du  n°  2,  Z[i  à  un 
point  de  la  courbe  du  n°  3.  —  On  a  identiquement,  en  posant  snf=<, 


/  m/ 

__  fj^_   C    àwcL^    _    r dt_ 

~J  J   «^f^^f      J  s/T^-^^y/T 


kH^ 


Les  deux  intégrales  en  ^,  Tune  de  o  à  X-\-iii,  lautre  de  o  à  sn7,  sont 
égales  quelque  rapproché  que  l'on  suppose  X-\-  /li  de  o  ;  autrement  dit, 
l'intégrale  de  l'expression  en  i,  le  long  d'un  chemin  convenable,  deA  +  /iî 
à  sn  2  est  nulle  quelque  rapproché  que  A  +  /^i  soit  de  o .  Cela  suppose 
que  Ton  ait  A  +  /£i  =  snf,  dans  le  voisinage  de  zéro,  puis  partout,  de 
proche  en  proche,  comme  il  est  aisé  de  le  voir. 
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SUR   UNE  CLASSE   D'ÉQUATIONS   FONCTIONNELLES 

PAR 

IVAR  PREDHOLM 

X  STOCKHOLM. 


Dans  quelques  travaux  ^  Abbl  s'est  occupé  avec  le  problème  cle  dé- 
temiiner  une  fonction  ^{x)  de  manière  qu'elle  satisfasse  à  1  equation  fonc- 
tionnelle 

(a)  ff{^yy)9^{y)dy  =  ip{x) 

f{x,y)  et  ^{x)  étant  des  fonctions  données.  Abel  a  résolu  quelques  cas 
particuliers  de  cette  équation  fonctionnelle  dont  il  pai-aît  avoir  reconnu 
le  premier  l'importance.  C'est  pour  cela  que  je  propose  d'appeler  l'équa- 
tion fonctionnelle  (a)  une  équation  fonctiofinelle  abélienne. 

Dans  cette  note  je  ne  m'occupe  pas  en  premier  lieu  de  l'équation 
abélienne  mais  de  l'équation  fonctionnelle 

(b)  <p{^)  + ff{<^,y)<pi.y)^y  =  <l'{^\ 

0 

qui  est  étroitement  liée  à  l'équation  abélienne. 

En  effet,  si  on  introduit  au  lieu  de  f{x^  y)  et  il>{x)y  i^f{x,y)Gtj^{x), 
l'équation  (b)  sécrit 

(c)  X^{x)  +ff[x,y)ip[y)dy  =  ([^[x), 

0 

équation  qui  se  transforme  en  l'équation  (a)  en  posant  A  =  o.  Ainsi  la 
solution  de  l'équation  (a)  peut  être  considérée  comme  implicitement  con- 
tenue dans  la  solution  de  l'équation  (b). 

^  Magazin  for  Natnrvidenskaberne^  Kristiania  1823  et  Oeuvres  com- 
plètes. 

4da  mathmmiica.    27.    Imprimé  le  30  mars  19U8. 
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Quant  à  rc(|uation  (b)  elle  me  paraît  mériter  Tattention  particulière 
des  géomètres,  car  la  plupart  des  problèmes  de  la  Physique  mathématique 
qui  conduisent  à  des  équations  différentielles  linéaires  se  traduisent  par  des 
équations  fonctionnelles  de  la  forme  (b)  ou  de  la  forme 

Pour  le  voir  on  n'a  qu'à  rappeler  le  problème  de  Uirichlet  dans  le 
cas  où  Ton  cherche  à  représenter  le  potentiel  inconnu  par  le  potentiel  de 
double  couche,  des  problèmes  analogues  de  la  théorie  du  magnétisme  et  de 
la  théorie  de  l'élasticité. 

Le  premier  essai  de  résoudre  une  équation  (b)  a  été  fait  par  Neumann. 
En  effet,  la  méthode  célèbre  de  Neumann  pour  la  résolution  du  problème 
de  Di  RICH  LET  consiste  en  le  développement  de  ^{x)  suivant  les  puissances 

croissantes    du    paramètre    - .     Mais  le   développement  de  Neumann,   tout 

en   convergeant   dans   le  cas  du  problème  de  Dirichlet,  ne  peut  pas  con- 
verger dans  le  cas  général. 

Dans  un  travail  impoi*tant  *  la  méthode  de  Neumann  a  été  appliquée 
avec  succès  par  M.   Volterra    à  l'équation  fonctionnelle 

X 

(c)  ^{x}  +  ff{x ,  y)^{y)dy  =  <p{x). 

0 

Dans  le   même   travail   M.    Volterra   a  aussi  mis  en  évidence  le  rapport 
intime  entre  l'équation  (c)  et  l'équation  abélienne 

X 

ff{x,y)<p{y)dy^<l>{x). 

0 

L'équation  que  je  me  propose  à  étudier  dans  le  présent  travail  com- 
prend comme  cas  particulier  l'équation  de  M.  VülteTH^a,  car  en  supposant, 
dans  l'équation  (b),  que  f[x,y)  soit  nul  pour  y>x,  on  obtient  immédiate- 
ment l'équation  (c). 

Dans  ce  qui  suit  la  fonction  f{x ,  y)  sera  soumise  à  quelques  restric- 
tions. Je  suppose  que  /'{^ ,  y)  soit  telle  que,  a  étant  inférieur  à  l'unité, 
(^x  —  yYf[x ,  y)    soit    une    fonction    finie    et    intégrable.     Ainsi   je   ne   vais 

^  Annali   di   Matematica,    1896. 
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pas  traiter  Téquation  (b)  dans  toute  sa  généralité.  Mais  les  restrictions 
que  j'ai  imposées  à  la  fonction  sont  justifiées  par  les  applications  de  l'équa- 
tion (b)  à  la  Physique  mathématique  auxquelles  je  me  réserve  de  revenir 
dans  un  autre  travail. 


%  1.    Stir  la  formation  et  les  propriétés  du  déterminant 
de  l'équaton  fonetionnell^  fondamentale. 

I .  Supposons  que  f{x ,  y)  soit  une  fonction  finie  et  intécfrable  soit 
par  rapport  à  une  seule  ou  par  rapport  aux  deux  variables  réelles  x  et  y 
qui;  pour  fixer  les  idées,  seront  supposées  positives  et  moindres  que  Tunité. 

Dans  ce  cas  il  existe  une  quantité  Df  qui  joue  par  rapport  à  l'équa- 
tion fonctionnelle  (b)  le  même  rôle  que  joue  le  déterminant  par  rapport 
à  un  système  d'équation  linéaires. 

Poixr  définir  Df  j'introduis  la  notation  abrégée 


fi^l  ,  Vn) 
f{^2  ,   Vn) 


f{^n ,  y^)    f{^n ,  y^) 


fiPn ,  y«) 


et  je  pose 

(2) 


0  0 

1  1 

=t^^f-fr('''-''"---'-W<i.,...ä... 


2.  Pour  démontrer  la  légitimité  de  cette  expression  nous  n'avons 
que  rappeler  un  théorème  de  M.   Hadamard.* 

Le  dit  théorème  nous  apprend  que  la  valeur  absolue  d'un  déterminant 
donné  est  au  plus  égale  à  la  racine  carrée  du  terme  principal  dans  le  dé- 


*  Bulletin   des   sciences   mathématiques,    1893,  p.   242. 
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terminant    obtenu    en  multipliant  le  déterminant  donné  avec  son  détermi- 
nant imaginaire  conjugué. 

Par  conséquent,  si  F  est  la  limite  supérieure  de  f[x  ,  y)  on  a 


Ainsi  la  série  Df  converge  comme  la  série  entière 


n-0 


3.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  noter  que  la  convergence  s'améliore 
si  on  suppose  chez  f{x ,  y)  une  certaine  espèce  de  continuité. 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  une  limite  supérieure  A  des  valeurs 
du  quotient 

fip^ ,  y)  —  f(^  >  g) 
(y  -  «)* 

Alors  on  peut  évidemment  écrire 


-  A'{x,  —  x,Y{x,  —  x,Y .  .  .  K_,  —  xX^ 

Or,  le  premier  membre  étant  une  fonction  symétrique  des  variables  x^. ,  ,x^ 
il  suffît  évidemment  pour  en  trouver  le  maximum  de  considérer  celles  qui 
remplissent  les  conditions 

X^>  X^>  X^>  ,  .  .>  X,,. 

Dans  ce  cas  la  valeur  maxima  du  produit 
est  égale  à  •  ' 


I 


Par  conséquent 


è/-/<:;:::>''-^f- 
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4.     De   la   même   manière  que  nous  avons  démontré  la  légitimité  de 
lexpression  de  Bf  on  démontre  celle  des  expressions  suivantes  que  j'appelle 


les  mineurs  de  Df. 


Je  pose 

(3)  Dfi^' ,  ^% .  •  •  • .  ^A 


0 
0  0 

Ä;tj      J   \î,-ï. ,«,■■■»,/ 

0  a 

5.     Les  mineurs  satisfont  à  des  relations  importantes  que  nous  allons 
déduire  maintenant. 

Développant  le  déterminant 

suivant  les  éléments  de  la  première  ligne  on  trouve 

j4r/a  wnthêmatica.    2H.    Impruné  le  9()  luarH  1908.  47 
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Multiplions  les  deux  membres  de  cette  identité  par  dx^  . . .  dx^  et  in- 
tégrons entre  les  limites  o  et   i,  nous  aurons  la  formule 

0  0 

1  1 

0  0 

l  1 

0  0 

1  1 

0  0 

Multipliant  ensuite   par    ,      et  faisant  la  somme  depuis  v  =  o  jusqu'à 
i;  =  oo  on  arrive  à  la  formule  très-importante 

0 

En  commençant  par  développer  le   déterminant  suivant  les  élément« 
de  la  première  colonne  on  trouve  de  la  même  manière  la  formule 

(5)  ^/^•■■•^")+    ff{r,ri,)Dß''^'---^'')dT 

0 
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Dan«  le  cas  n  =  i   ces  deux  formules  deviennent 

1 


0 

1 


0 

6.  Introduisant  dans  D^  au  lieu  de  /"(ic  ,  y),  ^/"(ic  ,  y)  nous  trouvons 
que  Dxf  peut  se  développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  X  dans  une 
série  qui,  à  cause  du  lemme  de  M.  Hadamard,  converge  pour  toute  valeur 
de  A.     Ainsi  Dxf  ^st  une  fonction  entière  de  A. 

En  se  rappelant  les  définitions  de  Df  et  de  ses  mineurs  on  trouve 
immédiatement  les  relations 


(6) 


^■■^^-/ ■•/<;:;:::)*.*.  ■•■<'- 


qui  subsistent  pour  n  =  i  ,  2  ,  3,  etc. 

Ces  relations  nous  permettent  de  parvenir  à  un  résultat  important. 
En   effet,   D^f  étant  une  fonction  entière  de  X  chaque  racine  de  Téquation 

A^  =  o 

a  nécessairement  une  multiplicité  finie. 

Par  conséquent,  on  ne  peut  pas  trouver  de  valeur  de  X  pour  laquelle 
Dxf  et  toutes  ses  dérivées  soient  nulles. 

En  particulier  si,  pour  A  =  i ,  Dxf  =  Df  =  o^  on  peut  toujours  trouver 
un  premier  mineur  de  D^  qui  n  est  pas  identiquement  nul. 


Digitized  by 


Google 


372  Ivar  Fredholm. 


§  2.     Sur  une  classe  de  transformations  fonctionnelles  et  leur 

inversion. 

7.  Considérons  maintenant  une  équation  fonctionnelle 

1 

(7)  <P{^)  +  Jf{^  y  S)p{s)ds  =  <p{x), 

0 

OÙ  ^{x)  est  une  fonction  inconnue  et  (p{x)  une  fonction  finie  et  intégrable. 
En    considérant    Téquation   (7)   comme   transfonnant  la  fonction  f>{x) 
en  une  nouvelle  fonction  ^{x)  j'écris  cette  même  équation 

(7)  Sr^ix)  =  4>{x), 

et  je  dis  que  la  transfonnation  Sf  appartient  à  la  fonction  f{x  ,  y). 

Les  transformations  (7)  forment  une  groupe.     En  effet,  considérons  une 
autre    transformation    8g  appartenant  à  la  fonction  g(x  ^  y)  qui  remplit  les 
mêmes  conditions  d  mtégrabilité  etc.  que  f{x  ,  y). 
^        Alors^on  trouve  facilement  qu  on  peut  poser 

8,i[>{x)  =  Sg8fip{x)  =  8^ip{x) 

où 

1 

F{<^ ,  y)  =  9i^ ,  y)  +  fi^ ,  y)  +  fffi<» ,  mt ,  y)dt. 

0 

Quant  à   Tinversion  de  Téquation  (7)  deux  cas  sont  possibles:  Df  est 
différent  de  zéro  ou  Df  =  o. 

8.  Supposons    d'abord    que   le  déterminant  Df  soit  différent  de  zéro 
et  posons 

Alors  on  trouve  à  cause  de  Téquation  (5,)  que  F  est  identiquement  nulle. 
Par  conséquent,  l'équation  identique 
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ayant   lieu,    5^  est  la  transformation  inverse  de  S^.     Ainsi,  s'il  existe  une 
solution  de  Téquation  (7)  elle  est  unique  et  donnée  par  l'équation 

D'autre    côté,    introduisons    dans    lequation    (7)    au    lieu  de  ç>{x)  Sç<p(x) 
nous  obtenons 

S^ç>{x)  =  SfS^iPix)  =  S^(l>{x) 

où  F^  à  cause  de  l'équation  (4^)  est  encore  égale  à  zéro. 
Par  conséquent,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème: 

Si  le  déterminant  Df  d'une  équation  fonctionnelle  de  la  forme 

1 
f>{x)  +ff{x ,  s)f^{s)ds  =  il>[x\ 
0 

où   f{x ,  s)  et  <p{x)  sont  des  fonctions  finies  et  intégrables^  est  différent  de 
zéro^    il   existe   une   et   une  seule  fonction  ^{x)  satisfaisant  à  cette  équation. 
Cette  fonction  est  donnée  par  V équation: 

o 


-r4 


9.     Considérons  maintenant  le  cas  où  D^  est  nul. 
Nous  avons  vu,  dans  ce  cas,  qu'il  existe  un  premier  mineur  de  D^  qui 
n'est  pas  identiquement  nul. 
Soit 


ce  mineur.     Parce  que  les  mineurs  d'ordre  inférieur  sont  nuls,  la  formule 

(4)  s'écrit 

1 
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C'est  à  dire 

est  une  solution  de  Téquation  homogène 

(7')  f'(^)  +  //■(» ,  y)9{y)dy  =  o. 

0 

Pour  en  trouver  toutes  les  solutions,  désignons  par  Sf  la  transf ormar 
tion  appartenant  à  /^  et  soit  ^  une  solution  de  l'équation 

Sf<p(x)  =  o. 

Apellons  S^  la  transformation  pseudo-inverse  de  Sf,  si 

'\7, ... W 

les    paramètres    ^ ,  ^    étant    choisis   de   manière   que  le  dénominateur  soit 
différent  de  zéro,  ce  qui,  par  hypothèse,  est  toujours  possible. 

Alors 

S^Sfip{x)  =  Sef{x)  =  o, 

où 

1 

F{<^ ,  y)  =  f{x ,  y)  +  9{x ,  y)  +  fff.{x ,  T)f{T,  y)dT. 

0 

Or  à  cause  de  l'équation  (5)  on  a 

(9)  Fi?! .  ») 

...-(- ..m,..i><;;::;;)] 

OU  bien,  en  employant  une  notation  abrégée 

(10)  F{x,y)  =  -if{t,y)0Å=^y 


Digitized  by 


Google 


Sar  uDe  classe  d'équations  fonctionnelles.  375 

Or,  f  (a?)  satisfait  à  l'équation 

S^<p{x)  =  o, 
par  conséquent  on  a 

1  n  1 

(i  i)         <f{x)  =  —fF{x  ,  y)ip{y)dy  =  ^  0,{x)ff{S, ,  y)^p{y)dy 

0  y-1  0 


y>l 


On   vérifie   immédiatement  que  cette   expression   satisfait  à  l'équation 

8fip[x)  =  Q 

quelles  que  soient  les  coefficients  A^. 

Les  n  fonctions   (P^  , . .  <P„  sont  linéairement  indépendantes,  car  la  for- 
mule (4)  nous  apprend  que 


r  X      ,   V  r  o     si     A  *  o. 


Cela   posé,  Thypothèse  qu'il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  fonctions 
0,  soit 


conduit  à  la  contradiction 

1 


/n  n 

^aj{^, ,  x) .  Ha,  0,{x)dx  =  Hal  =  o. 

0 

Ainsi,    non   seulement   les   fonctions    0,  mais  encore  les  fonctions  f{Ç, ,  x) 
sont  linéairement  indépendantes. 

Nous  pouvons  résumer  les  résultats  obtenus  en  énonçant  le  théorème: 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  solution  diffé- 
rente de  zéro  de  Véquation 

Sf^{x)  =  o 

c  est  que  D^  =  o.     Si  n  est  Vordre  du  premier  mineur  de  Df  qui  soit  diffé- 
rent de  zéro,  Véquation  donnée  possède  n  solutions  linéairement  indépendantes. 
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Cherchons  maintenant  les   conditions  de   l'existence  d'une  solution  de 
l'équation 

Sfip{x)  =  i[>{x) 

dans  l'hypothèse  que  D^  =  o  et  les  mineurs  d'ordre  inférieur  à  n  soient  nuls. 
D'abord  il  faut  démontrer  une  formule.     Parce  que  la  fonction 

"(^' =%„»,...  j 

satisfait  à  l'équation 

Sf(i{x)  =  o, 

a{x)   est  une  fonction  linéaire  des  fonctions   0„{x).     En  se  rappelant  que 
ol{x)  satisfait  aussi  à  l'équation 

Sj,a{x)  =  o 
où  bien  à  l'équation 

a{x)  =  —fF{x,y)a{y)dy 

0 

on  obtient  immédiatement  pour  a{x)  l'expression 

(12)  a{x)  =  -TaiS,)0,{x). 
Procédant  d'une  manière  analogue  avec  la  fonction 

on  parvient  à  l'expression 

(13)  ßix)  =  -Tß{ri,)1>\{x), 
où  nous  avons  posé  pour  abréger 


¥,{X)  = 


'\7, ...  7„y 
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et    ainsi    de    suite.     On   voit  que   ces  n  fonctions   ï''  sont  linéairement  in- 
dépendantes. 

Eevenons  maintenant  à  Téquation  proposée  et  inté^ons-la  après  l'avoir 
multipliée  par 

■      <:t:> 

nous  trouvons 


1      1 


Aw<;  ::.;.:>+//^«^(^'»'<;'  t'^" 


0  0         0 

1 


'>K::  :.•:.::>■ 


Or,   à  cause   de  Téquation   (4)  on  trouve  que  le  premier  membre  est  '  '  r'\ 

nul  quelle  que  soit  la  fonction  ^{x). 

Par  conséquent  ^{x)  doit  satisfaire  à  l'équation 


(■'*         /«^'<t.:.> 


=  O 


quels  que  soient  les  paramètres  a  et  J.  Le  nombre  de  conditions  paraît 
être  infini,  mais  à  cause  de  Téquation  (13)  le  nombre  se  réduit  à  w  à  savoir 
les  n  équations 

(15')  fiP{x)9:{x)dX  =  0.  (..i...n) 

0 

Supposons  ces  conditions  vérifiées  et  cherchons  s'il  existe,  dans  ce  cas,  une 
solution  de  Téquation  (7). 

Appliquons  pour  ce  but  la  transformation   Sç  aux  deux  membres  de 
Téquation  (7)  nous  aurons 

Or, 

n 
Aria  fnathematûia.    27.    Imprimé  lo  'JO  mnrR  in(V1.  4H 
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Ainsi 


^{x)  =  .%4,{x) -{- -L^iP^ix). 


v»l 


Cherchons  maintenant  si  la  valeur  trouvée  satisfait  à  l'équation  (7). 
Pour  cela  il  suffit  de  voir  si  ^{x)  =  S^<p{x)  satisfait  à  l'équation  (7)  car 
l'autre  terme  est  une  solution  de  l'équation  homogène  et  peut  être  rejeté. 
On  a 

où  à  cause  de  l'équation  (4)  et  de  la  définition  des  fonctions   V^  on  a 

G{x,y)  =  -inx,7i,)9\{y). 

Par  conséquent  on  trouve  à  cause  de  l'équation  (15) 

1 
fG{x,y)^{y)dy  =  o 

et  par  suite 

S,ip{x)  =  ip{x) 

et 

S^^{x)  =  i[)[x). 

Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 

Sfip{x)  =  ip{x)      ' 
ait  une  solution  s'expriment  par  les  n  équations  (15). 
10.     Le  système  d'équations 


(16)  ^x{x)  +  fifU^  ,  y)<pXy)dy  =  Ux) 

0 

peut  être  ramené  à  une  seule  équation  du  type  précédent. 


(A«l...fi) 
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Pour  le  montrer,  définissons  une  fonction  F{x ,  y)  pour  des  valeurs 
entre  o  et  n  par  les  «*  conditions 

F{x,y)  =  f^,[x  —  X+  I  ,y  —  v+  i),     pour     o<     _'        ^<^ 

et  une  fonction   W  par  les  n  conditions 

W{x)  =  ^x{x  —  A  +  i),   pour  o<x  —  A  +  i  <  i . 

Si  alors  le  déterminant  de  l'équation 

(17)  <P{x)  +fF{x,y)0{y)dy=^  ¥{x) 

0 

est  différent  de  zéro  on  en  obtient  une  solution   0{x)  et  une  seule.    Dé- 
finissant ensuite  les  fonctions  ^x{x)  P^  ^^  conditions 

0{x)  =  f^xi^  —  A  +  i),   pour  o<x  —  A+  I  <  I 

on  voit  que  ces  fonctions  satisfont  au  système  proposé. 

On  voit  aussi  que  c'est  la  seule  solution  qui  puisse  satisfaire  au  système 
donné  car  autrement  il* en  résulterait  une  autre  fonction  0{x)  satisfaisant 
à  l'équation  (17),  ce  qui  n'est  pas  possible. 


§  3.    Sur  la  jpretnière  vacation  du  déterminant  Df. 

1 1 .     Calculons  d'abord  la  première  variation  de 

r('' ■■"■). 

Si  nous  désignons  par  la  notation 

x^,  x^  .  .  .  (xx) .  .  .  a;„ 
la  suite   des   valeurs  x^  y  x^.  ..x^  à  l'exception  de  Xxy  nous  pouvons  écrire 

/.,...XA       y  M...W....A 

\Xi...xJ       ^'  \x^...{x;)...xj 

Afl 
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MultipljoiM  le»  deux  membre«  par  ^jr^  .  .  .  dx,  et  intégrans  entre  les  limites 
o  et  I,  Kn  o\rt¥fnrvant  qtie  la  notation  de«  variables  est  indifférente  nous 
znronn  évidemment 

1  1 

1  1 

—  nlfi'      ^f  I  I  d    '    '         ^'^\df{x,y)dxdydx,,,,dx^^^. 

0  • 

Multipliant    [>ar    —    et    faisant    la   Homme  depuis  n  =  i    jusqu'à   oo  nous 


obt<5non» 

1      1 


âDf  =  fVfâf{x,x)dx-  I    I  Dp\df(x,y)dxdy 

0  0 


OU 


-iß"- 


â\oirl)f=Jdf{x,x)dx—    I      I    -^df{x,y)dxdy. 
On  u  évidemment 

àf(x,y)-  I  -^af{t,y)di~sj-'âf(z,p). 


Par  <îonHé(iU(înt  on  peut  aussi  écrire 

(i8)  àHD,=f[Si-'ân'!,y)],„dx. 


1 
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En  introduisant  pour  la  transformation 

1 

0 

la  notation 

Tf 

on  obtient  une  autre  expression  de  la  variation  logarithmique  de  Df  à  savoir 
(i8  bis)  <?log  Dr  =  /[Tj-'âfix  ,  y)l,,dx. 

0 

§  4.    Xe  théorètne  de  multiplication. 

12.     Pour    arriver    au   théorème    de    multiplication    considéroxis  deux 

transformations 

1 

S^ç>{x)  =  p{x)  +  ff{x ,  y)(p{y)dy, 

0 

1 

5,j»(a;)  =  <p{x)  +  fg{x  ,  y)<p{y)dy. 

0 

Posons  le  produit  de  ces  deux  transformations 


nous  aurons 


P{^ ,  y)  =  n^ ,  y)  +  ff{^  y  y)  +  ff{^  >  t)ff{t ,  y)dt. 


Considérant  de  même  les  transformations 

1 


nous  aurons 


Tff>{x)  =  f>{x)  +  ffijf  ,  x)(p{y)dy, 

0 

1 

I\(p{x)  =  f>{x)+fg(tf,  x)^{y)dy 

0 
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OÙ 

1 

0{x,y)  '^f{n,x)+g{y,x)+  ffiy,  t)g{t,x)dl  =  F(t,,  x). 

O 

Nous  avons  trouvé 

â\ogD,  =  fâF{x,i:)dx—    I      I    —^dF(,x.y)dxdy 

O  o 

formule  qui  peut  s'écrire  aussi  (i8) 

(19)  d\ogD,=^  j\iSfS,)-'àF{x,y)-\^.,dx 

0 

ou  encore 

(20)  d  log  D,  =  /  [(T,T,)-'  dF[x ,  y)l.,dx . 

0 

Or 

âF{x ,  y)  =  df{x ,  y)  +  ^(/(a; ,  y)  +  /[/-(a; ,  t)dg{t .  y)  +  .^(^ ,  y)oy{x ,  t)]dt 

0 

=  T,âf{x,y)  +  8fâg{x,y), 
par  conséquent  en  introduisant  cette  expression  dans  (19)  et  (20)  on  trouve 

d  log  D,  =  /  [(2;  r^)-'  T,(?/(a; ,  y)  +  (Ä^Ä,)"'  Ä^(?^(a; ,  y)l^,dx 


0 

1 


f\Tfdf{x ,  y)  +  S-'dg{x ,  y)\,,,dx 


ou 

<î  log  D^  =  <y  log  Df  +  <?  log  I), . 

Il  s'ensuit  que 

log  Dp  —  log  />;-  —  log  D, 
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ne  dépend  point  des  fonctions  f  et  g.     Alors,  parce  que  pour  /*=^  =  o 
on  a  Dj,=  Df  =  D^  =^  i ,  on  arrive  au  théorème 

(2  1)  D,  =  DfD,. 

§  5.    Développements  divers. 

13.     Nous  avons  vu  que  la  fonction 

satisfait  à  Téquation 

(4.)    .  <p{^,rj)+fm,T)<p{T,ri)i/=f{^,-^).  -^    I 

0 

Cherchons  un  développement  de  la  fonction  f>(f,îy)  de  la  forme 

(22)  f^(?,  7)  =  î^i(f ,  î?)  —  9^{Z,  i)  +  f^,(f ,  5?)  +  . . . 

où  ^n(f,îy)  soit  de  dimension  n  par  rapport  à  f. 

Introduisant  cette  série  dans  Téquation  (4^)  on  trouve,  en  égalant 
à  zéro  la  somme  des  termes  de  la  même  dimension  par  rapport  à  f^  les 
équations 


(«-* ) 


o 
d'où  il  vient 

0  0 

Ije  développement  ainsi  trouvé   converge  pourvu   que  la  limite  supérieure 
de  f  soit  assez  petite. 

Rappelons    maintenant    la    formule   (6)  que  nous  pouvons  écrire  pour 
w  =  I 


^^T-M'«)-« 
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nous  aurons,  en  introduisant  pour  ^(f,f)  l'expression  (22),  la  formule 

1   i 


log  D,f  =  xff{x,T>dx—-  fff{x ,  y)  fia ,  x)dxdy  +  et€. 
0  00 

fi»i  0  0 

ou  bien,  si  la  série  dans  le  second  membre  converge  pour  A  =  i 

op      ,  \n—l       ^  ^ 

log7)^=='53-— ^       /•  •  •//'(^n^0A^>»^3)...r(a5._i,a:,)/'(aî.,a?,)rfa?i...</a;,. 

A-l  0  0 


§  6.    X6  cas  oil  f{x ,  y)  devient  infini  de  telle  manière  q^ie 

(x  —  yYfix  ,  y)  reste  fini. 

14.  Soit  f{x,y)  une  fonction  finie  et  intégrable,  i{x,y)  une  fonction 
telle  que  {x  —  yY^i^yy)  soit  fini  et  intégrable.  Supposons  que  D^  soit 
nul  ainsi  que  ses  mineurs  jusqu'à  Tordre  n.     Soit  de  plus 

on  a  évidemment 


(23)  S,0,{X)   =    Tp,^0^X^\  (A«l n) 

0^{x) . . .  0n{^)  étant  les  n  solutions  linéairement  indépendantes  de  Téquation 

8f^{x)  =  o. 

Soit 

T^^{x)  =  if{x)+  ff{jf,x)ip{y)ây 
0 

nous  aurons 

(24)  T,¥,{x)r=iq^ip;{x)  a=, ) 

V\{x) . . .  V^\{x)  étant  les  n  solutions  linéairement  indépendantes  de  Téquation 

T^W{x)  =  o. 
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Je   dis   que  le  déterminant  des  coefficients  pi^,  est  égal  à  celui  des  coeffi- 
cients qxfj,. 

Je  le  démontre  en  supposant  que  le  déterminant  des  quantités 

c,,  =  f  (l>,{x)W^{x)dx 

0 

soit   différent   de    zéro,    un   simple  raisonnement  par  continuité  permettant 
évidemment  d'étendre  la  proposition  au  cas  où  le  déterminant  est  nul. 
Observant  qu'on  a  identiquement 

1  1 

f  ¥{x)S^0{x)dx  =  f  0[x)TiW{x)dx 

0  —  0 

on  obtient  en  tenant  compte  des  équations  (23)  et  (24) 

n                                n 
^^v/cJPAw  =    2^^Av?/ü/  (^'At-l n) 

d'où  résulte  immédiatement  le  résultat  cherché. 

15.  Désignons  par  i{x^y)  une  fonction  à  laquelle  appartient  la 
transformation  8^,  Nous  allons  chercher  les  conditions  dans  lesquelles  il 
existe  une  transformation  inverse  de  S^  en  supposant  que  i{x^y)  devient 
infini  de  telle  manière  que  {x  —  yYi{x,y)  reste  fini,  a  étant  un  nombre  in- 
férieur à  lunité. 

Posons 

1         1 

00 

et 

*(« .  y)  =  —  i{x ,  y)  +  i,{x ,  y)  — ...  +  {—  i)'-H,_^{x ,  y) 

nous  aurons 

SfSf  =  SfSf  =  5^ 

OÙ 

Si  on  a  choisi  n  tel  que 

I 
n> 


ijx,y)  ne  devient  plus  infini. 

Aota  mathêmatica.    27.    Imprimé  le  3  avril  1908.  ^9 
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Pour  le  démonteer  observons  qu'on  peut  écrire 

0 

où   V^{pLyß)  est  une  fonction  finie  tant  que 

o<a<i,o<^<î,a+/9<i. 

L'inégalité  (25)  se  démontre  facilement  en  faisant  dans  Imtégrale  le  change- 
ment de  variable 

<  =  rc  +  (y  —  x)s. 

L'application  répétée  de  l'inégalité  (25)  par  rapport  à  l'inégalité 

conduit  facilement  au  résultat  que 

tant  que 

va  —  y  +  I  <  o 

c'est  à  dire  tant  que 


y  <      ' 

"^  ^l-a' 

Soit 

I                                              I 

l    <^  n  ••       1    ^ 

I  —  a                                    I  —  a 

nous  aurons    • 

I 

I«  /        \\  ^   I  a«— 1«. dt 


De    cette    inégalité    il    vient   qu'il    existe  une  limite  supérieure  finie  pour 
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i6.     Les  résnltats  ainsi  obtenus  s'étendent  presque  immédiatement  à 
des  transformations  plus  générales 

1        i 
Sif>{x, . . .  rr.)  =  f^{x,  ...x„)  +f.,  .fi{x, . . .  a;„  ;  yi . .  .y„)f?(y, . .  ,y,)dy,  ..,dy^ 

û  u 

en  admettant  que  i(a?i . . .  a?«  ;  y, . . .  y,)  devient  infini  de  manière  que 

reste  fini,  a  étant  un  nombre  convenablement  choisi,  inférieur  à  n,  etrla 
distance  des  points  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  Xi...x^  ei  yi...y„ 
respectivement. 

On  a  en  effet 


n  %  I  n 

2?  i<^.—y>y  >  «  V  n  (»y — y. 


ou 

Par  conséquent  il  existe  un  nombre  a  tel  que 

Nous  définissons  de  la  même  manière  qu'auparavant  les  fonctions  i,, 
c'est  à  dire  nous  posons 

1        1 
i{Xi  ...x,)=f..  .fi{Xi . . .  aj,  ;  <i . . .  Oi-i  Cl  • .  .•  fn)dti  ...dt„. 

Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  employé  dans  le  cas  précédent  nous 
arrivons  à  l'inégalité 

h";t(a?,...a;.,y,...y.)|  < '*''     j»        ; 

de   cette   inégalité    nous   tirons   le   i 


et   de   cette   inégalité    nous   tirons   le   résultat   que   ix  ne  devient  infini  si 

I 


a 

I 

n 
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Ï7.     Pour  montrer  comment  ces  résultats  s'appliquent  à  la  résolution 
d'une  équation 

8,<p{x)  =  <p{x) 

je  me  restreins,  pour  abréger  l'écriture,  au  cas  où  i  ne  dépend  que  de  deux 
variables. 

Appliquant  aux  deux  membres  de  l'équation  proposée  la  transforma- 
tion S'^,  nous  aurons 

Ici  /et  Sxip{x)  sont  des  fonctions  finies  et  évidemment  aussi  inté- 
grables.     Par  suite  nous  pouvons  appliquer  à  l'équation 

(26)  %Cic)  =  S,ip{x) 

les  procédés  exposés  dans  le  paragraphe  2. 

Supposons,  pour  nous  placer  dans  Thypothèse  la  plus  générale,  que 
Df  soit  nul  ainsi  que  ses  mineurs  jusqu'à  l'prdre  n  et  employons  les  no- 
tations du  §  2. 

Nous  avons  en  appliquant  aux  deux  membres  de  l'équation  (7)  la 
transformation  pseudo-inverse  de  Sf 

8,8f^{x)  =  8,ip{x)  =  S,S,il>[x) 

ou 

'^[x)  =  S,S,ip{x)  +  ic^0X<^Y 

S'ü  existe  une  solution  de  l'équation  proposée  on  peut  déterminer  les 
coefficients  c^  de  manière  que  S'^f{x)  soit  égale  à  ^(a?). 

18.  Parmi  les  cas  où  cette  détermination  est  possible  il  y  a  un  qui 
me  parait  mériter  l'attention.     C'est  le  cas  où  l'équation 


n'admet  que  la  solution 
Nous  avons  évidemment 


Siip[x)  =  o 

y{x)  =  o. 

8iSf  =  SfSi, 
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Par  conséquent 

OÙ    le    déterminant    des    coefficients  p^^  est  différent  de  zéro,  les  fonctions 
0f^  étant  linéairement  indépendantes  et  l'équation 

S,^{x)  =  o 

n'admettant  que  la  solution  ^(o;)  =  o. 

Le    déterminant    des    px^   n'étant   pas   nul  le  déterminant  des  y^^  est 
aussi  différent  de  zéro.     Il  s'ensuit  que  Téquation 

T,^{x)  -  o 

n'admet  que  la  solution  fp(a?)  =  o  et  que  l'on  a 

(27)  r 

Cela  posé,  mettant 

nous  aurons 

Sf^,{x)  =  SfS,S,if>{x)  =  S,8,^{x) 

=  S,<^{x)-'£f{x,  rj;)f^Xx)8,il>{x)dx. 

Or  on  a  identiquement 

1  1 

fip,{x)S,ip{x)dx  =fip{x)T,ip,{x)dx  =  o. 
0  0 

Par  sxiite 

Sfip^[x)—S,ip{x)  ==  o 

ou 

Su(Siip,{x)  -  il>{x))  =  o 
d'où  on  conclut 

n 

S^f^ix    =  ip{x)  +  Z  a,  0,{x) 
les  a^  étant  des  nombres  connus. 
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Posant  mamtenant 

n 

on  obtient 

«  n      n 

Or,    le    déterminant    des    coefficients  jpj,  n'étant  pas  nul  on  peut  évidem- 
ment déterminer  les  ç,  de  manière  que  l'on  ait 

C.  Q.  F.  D. 
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Fac-similé  d'une  lettre  d'AbeL 

Nous  publions  ici  en  fac-similé  la  dernière  page  d'un  manuscrit  d'ÂBEL 
composé  de  quatre  pages  et  contenant  le  mémoire:  Notes  sur  qttelgues  for- 
milles  elliptiques  (voir  Grelle,  t.  4,  p.  85 — 93,  Holmboe,  t.  i,  p.  299 — 308, 
Sylow  et  Lie,  t.   i,  p.  466 — 477). 

La  lettre  est  absolument  inédite.  Les  annotations  d'une  écriture  qui 
n'est  pas  celle  d'ÂBEL  sont  de  la  main  de  Crelle. 

Le  manuscrit  de  même  que  celui  que  nous  avons  publié  au  tome  26 
de  ce  journal  fait  partie  de  la  collection  Manzoni.  Dans  le  catalogue  de 
vente,  il  porte  le  numéro  3  et  il  y  est  indiqué  qu'il  a  appartenu  à  la 
collection  Libri.  La  date  25  septembre  1828  a  été  supprimée  par  Grelle. 
Ija  raison  a  dû  en  être  que  le  §  i  du  second  mémoire  Recherches  sur  les 
fonctions  elliptiques,  publié  sous  le  titre  Théorèmes  sur  les  fonctions  éHip- 
tiques  et  portant  la  date  27  août  1828,  n'a  paru  que  dans  le  cahier  qui 
suit  celui  où  ont  paru  les  Notes.  La  lettre  semble  d'un  très  grand  intérêt 
en  raison  de  ses  indications  sur  les  derniers  mois  de  la  vie  d'ÂBEL. 
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L'évolution  de  la  Mécanique. 

Soufi  ce  titre,   M.   P.   Duhbm,  professeur  de  Physique  théorique  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  publie,  dans  la  Bjevue  générale  des  Sci- 
ences,   une   série    d'articles  fort  remarquables,   où  il  étudie  successivement: 
I.     Les  diverses  sortes  d'explications  mécaniques; 
II.     La  rtiécanique  analytique; 

III.  Les  théories  mécaniques  de  la  Chaleur  et  de  T  Electricité; 

IV.  Le  retour  à  FAtomisme  et  au  Cartésianisme 
V.     Les  fondements  de  la  Thermodynamique; 

VI.     La  statique  générale  et  la  dynamique  générale; 

Vri.     Les  branches  aberrantes  de  la  Thermodynamique. 

Tous  ceux  qu'intéresse  le  mouvement  des  idées  dans  ce  domaine  de 
la  philosophie  naturelle  liront  avec  intérêt  et  avec  fruit  les  substantielles 
et  profondes  études  de  M.  P.  Duhrm. 
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